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Introduction

Le but de ce rapport de recherche est de présenter, avec des notations
unifiées, les filtres discret et continu de Kalman et de les comparer avec leurs
versions asymptotiques : les filtres de Wiener.

Pour cela nous commencons par rappeler, dans un premier chapitre, les
notions de vecteur aléatoire et de vecteur aléatoire conditionné a la réalisation
d’un autre vecteur aléatoire que I’on peut qualifier d’observation. Nous rap-
pelons, en particulier, les notions de densité de probabilité, de moyenne et
de covariance pour les vecteurs aléatoires et nous les étendons aux vecteurs
aléatoires conditionnés a la réalisation d’'une observation. Nous indiquons les
formules d’autocovariance et d’intercovariance conditionnelles utiles pour la
suite. Finalement nous établissons, dans ce premier chapitre, le principe d’or-
thogonalité qui est a la base du calcul des filtres de Kalman et Wiener. Ce
principe exprime la non-corrélation entre d’une part la différence d’un vec-
teur aléatoire et de sa moyenne conditionnelle & une observation et d’autre
part une fonction quelconque de cette observation. Nous insistons plus parti-
culierement sur le cas ou tous les vecteurs aléatoires sont gaussiens car c¢’est
une hypothese de calcul des filtres de Kalman et Wiener. Cependant, pour
expliciter les notions précédentes, nous donnons un exemple, pour lequel les
vecteurs aléatoires ne sont pas gaussiens mais pour lequel nous effectuons
tous les calculs analytiques nécessaires.

Le deuxieme chapitre est consacré a l’estimation d’un vecteur aléatoire
connaissant une observation. Plus précisemment nous présentons les esti-
mateurs — aléatoires — qui dépendent de cette observation et les estimées —
déterministes — qui dépendent de la réalisation de cette observation. Nous
calculons les estimateurs optimaux et les estimées optimales, au sens des
moindres carrés, dans le cas général puis dans le cas particulier ou ils sont
affines. Puis nous généralisons les résultats obtenus au cas des signauz vec-
toriels aléatoires, qui, par définition, dépendent du temps : nous calculons
alors les estimateurs optimaux et les estimées optimales, qui dépendent alors
du temps, toujours au sens des moindres carrés. Nous montrons que l’esti-
mateur optimal satisfait la célebre équation intégrale de Wiener-Hopf que
nous rappelons. La résolution de cette équation, en général tres difficile dans
le cas de signaux vectoriels aléatoires quelconques, conduira, dans le cas ou
tous ces signaux sont gaussiens au fitre continu de Kalman (cf. cinquieme
chapitre). Nous terminons ce chapitre par un exemple de calcul des estima-
teurs optimaux et des estimées optimales, dans le cas général puis dans le
cas particulier ou ils sont affines, pour des signaux aléatoires non gaussiens.



Le troisieme chapitre expose le calcul du filtre discret de Kalman qui
consiste a estimer le signal vectoriel d’état aléatoire d’un processus discret
a l'aide d’un signal vectoriel d’observation discret. Les signaux vectoriels
d’état et d’observation sont supposés gaussiens. Ce filtre est obtenu grace
aux résultats du deuxieme chapitre dans le cas de signaux vectoriels aléatoires
gaussiens. Les équations du filtre discret pour les estimées sont obtenues tout
d’abord sous deux formes légerement différentes. Puis ces équations sont
données sous une troisieme forme avec des termes prédits grace a la notion
d’innovation.

Le quatrieme chapitre explique le passage du filtre discret au filtre continu
de Kalman. Nous avons repris 'excellent exposé de Kailath et al [5], bien
entendu avec nos notations. Les équations du filtre continu pour les estimées
sont obtenues sous deux formes différentes : avec termes non prédits et avec
termes prédits.

Le cinquieme chapitre expose le calcul du filtre continu de Kalman qui
consiste a estimer le signal vectoriel d’état aléatoire d’un processus continu
a l'aide d’un signal vectoriel d’observation continu. Les signaux vectoriels
d’état et d’observation sont supposés gaussiens. Ce filtre est obtenu grace a
la résolution de I’équation intégrale de Wiener-Hopf obtenue dans le deuxieme
chapitre. Les équations du filtre continu pour les estimées sont évidemment
identiques a celles du chapitre précédent et les deux formes obtenues, avec
termes non prédits et avec termes prédits conduisent a deux schémas différents
du processus, de I'observation et de ’estimation. Le calcul simplifié du filtre
est également présenté dans le cas invariant et stationnaire pour un signal
vectoriel d’état mais un signal scalaire d’observation! et son comportement
asymptotique vers le filtre de Wiener établi. Un exemple de calcul numérique
de ces deux filtres est donné. Finalement dans le cas ou les signaux d’état
et d’observation sont tous deux scalaires le cacul littéral général de ces deux
filtres est donné.

Le sixieme et dernier chapitre est consacré au calcul du filtre de Wiener
pour des signaux scalaires, invariants et stationnaires. Il est montré que ce
filtre correspond a la limite asymptotique du filtre de Kalman. Le calcul de ces
filtres pour les exemples du chapitre précédent confirment cette affirmation.
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1. Mais on pourrait généraliser sans difficulté a un signal vectoriel d’observation
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Chapitre 1

Probabilités, Densités de
probabilité, Fonctions de
répartition, Moyennes,
Covariances

1.1 Cadre de I’étude

Nous ne considérons que des quantités réelles; il n’y aurait aucune diffi-
culté a généraliser a des quantités complexes. Il suffirait alors de remplacer les
matrices transposées par des matrices adjointes (i.e. conjugées transposées).

Les vecteurs sont considérés comme des matrices colonnes.

Les covecteurs sont considérés comme des matrices lignes.

1.2 Vecteurs aléatoires x et z

Soient = et z deux vecteurs aléatoires, de dimensions respectives n et p,

P et p, leurs densités de probabilité (d.d.p.), respectives,

F, et F, leurs fonctions de répartition, respectives,

€ et ¢ leurs réalisations !, respectives, qui sont des vecteurs déterministes,
de dimensions respectives n et p,

Pr{ <ax < &+d€) et Pr(¢ < z < (+d() les probabilités respectives que
x soit compris entre ¢ (inclus) et £ 4+ d§ (exclu) et que z soit compris entre
¢ (inclus) et ¢ + d¢ (exclu),

a et ¢ des vecteurs muets, de dimensions respectives n et p.

1. ou tirages



Alors?

f p:c da—letf pz dC—let
F,(€) 2 Pr(z <€) 2 ffmpx >da ot F,(Q) 2 Pr(z < C) 2 [*_p.(c)de.

1.2.1 Moyennes ou espérances mathémathiques ou mo-
ments d’ordre 1

£ E{z} £ [*_ap.(a)da : vecteur déterministe, de dimension n,
£ E{} 2 f cp.(c dc vecteur déterministe, de dimension p.

Remarque : Soit f : z +— f(z) une fonction vectorielle déterministe
quelconque de dimension n. Alors :

mpe = EAf(2)} £ [7 f(c)p.(c)dc : vecteur déterministe, de dimen-
sion n.

Définition : un vecteur aléatoire est centré ssi? il est de moyenne nulle.

1.2.2 Autocovariances
Rm = cov{:r; Y2 E{(x—my) (x—my)"}

= f (a—my,) (a—my)T p.(a) da : matrice déterministe, d’ordre n, symétrique
R = Rm) Reo est semi-définie positive [13]4,

RZZ = cov{z 2 EA{(z—m.) (z—m.)"}
= (c—m.) (c—m.)T p.(c) dc : matrice déterministe, d’ordre p, symétrique
(RZTZ = R..). R,. est semi-définie positive.

~—~

>

Démonstration de la semi-définie positivité pour = (elle est iden-
tique pour 2)

Soit x* un covecteur déterministe, de dimension n et u = z*(x —m,) une
variable aléatoire (donc scalaire) qui est centrée. Alors :

"Ry 2T = 2 E{(x — my) (x — my)" Y 2T = E{u?} > 0; Va* QED.

Ryoypz) = cov{ f(2), f(2)} 2 EAf(2) = my)] [f(2) — my)]"}
£ [7 () =mye)] [f(e) —mpe)) T ps(c) de : matrice déterministe, d’ordre n,
= Ryy5)]- Ryp)f(») est semi-définie positive (méme
démonstration que précédemment).

symétrique [R?(Z) )

2. pg(a) signifie p,(a, ..., a,) et da = day ...da,, etc. et les intégrales utilisées sont
multiples [et méme chose pour p.(c)]

3. ssi signifie si et seulement si

4. p. 90



1.3 Vecteur aléatoire augmenté s

Soit s & [ ’ ] le vecteur aléatoire augmenté, de dimension n + p et p;s sa
densité de probabilité (d.d.p.). Alors :

Pz(a f ps(a,c)de et p.(c) f ps(a,c)da. Et :
LOOLOO]DSa,c)dadc:ffoopm Yda = [7_p.(c)de=1.

1.3.1 Moyenne ou espérance mathémathique ou mo-
ment d’ordre 1

ms = E{s} & ffo ffo {(2} ps(a,c)dade
[ = 7 aps(a,c dadc} [
2 5 eps(a,c)dade

[fponton) T el

dimension n + p.

7 all7 psla d}
}f f ps(a d

m , .
[ mx ] . vecteur déterministe, de
z

1.3.2 Intercovariances
R,. = cov{x z} 2 B{(x—my) (z—m.)"}

£ [ [ (a=my)(c— m.)" ps(a, ¢) dade : matrice déterministe, de dimen-
sion n X p et alors R., = RT.

. T . 7’ . o, .
Remarque : R,, R, est semi-définie positive.

Démonstration
Soit x* un covecteur, de dimension n et u = x*(z — m,) une variable
aléatoire (donc scalaire) qui est centrée. Alors :

"Ry, RT 2T = (" R,.) (#*Ry.)" = ||2*Ry||* = 0; Va* QED.
Rofo) 2 cov{z, f(2)} 2 E{(x — my) [f(2) — my)] "}

= ffooo f_oooo(a —my)[f(c) — mf(z)]Tps(a,c) da dc : matrice déterministe, de
dimension n x p et alors Ry(.), Rxf(z)

Remarque : de méme R, y(.) Rff(z) est semi-définie positive (méme démons-
tration que précedemment).



1.3.3 Autocovariance

_mx
_mZ

Ry = cov{s,s} = ES{[ z
_ (x —my) (v — mx)T (x —myg) (2 — WZ)T
= B (z —=m.) (v — mx)T (z—=m.) (2 — mZ)T }}

Mais :

Ef(x —my) (x —my)"} 2 [ )5 (a—my) (a— mz)" ps(a,c)dade

2) (a— mx)T [ffooo ps(a, c)dc] da
) (a — mm)Tpx(a) da = R,,.

[Z (a—m
[ (a—m

T

Et de méme :
E{(z—m.)(z —m.)"} = R...

Donc :

R, R . , - Lo
R, = [ R”%x RIZ } : matrice déterministe, d’ordre n + p, symétrique
Tz zZZ

(RI, = R,,).

1.4 Généralisation : vecteur aléatoire 7/

Soit Z un vecteur aléatoire, de dimension N p tel que :
A , .
ZT 2 26 ... 2L ], dans lequel z, ..., 2y_; sont des vecteurs aléatoires,
de dimension p. Alors, d’apres ce qui précede :

my = [ml ... ml _|:vecteur déterministe, de dimension N p et :
R.., - Ruywv,
Rzz = : : : : matrice déterministe, d’ordre N p,
RT .. R

Z0ZN—1 ZN—1ZN—-1
symétrique (RL, = Rzz).

1.5 Autre généralisation : vecteur aléatoire S

Soit S & [ it } le vecteur aléatoire, de dimension n + N p.
Alors, d’apres ce qui précede :

mg = [ E {7} } = [ my ] : vecteur déterministe, de dimension n+ N p

et :



Rgg = R%w FRaz : matrice déterministe, d’ordre n+ N p, symétrique
Ry Rzz

(Rig = Rss)-

1.6 Matrice aléatoire v f'(z)

Soit z f7(z) la matrice aléatoire, d’ordre n, qui dépend du vecteur
aléatoire s. Alors :

m, pry = E{a f1(2)} 2 [7_a fT(c) ps(a, ¢) dade : matrice déterministe,
d’ordre n.

1.7 Vecteur aléatoire x|z = (

Soit x|z = ( le vecteur aléatoire x conditionné au fait que le vecteur
aléatoire z — que I'on peut qualifier d’observatio — a pour réalisation le vecteur
déterministe ¢ (ce que 'on note z = (), de dimension n.

La d.d.p. du vecteur z|z = ( est pg.(.[(); il s’agit d’une fonction du
vecteur muet a, qui dépend du vecteur (. C’est la raison pour laquelle on
écrit a|¢ la variable de cette fonction.

Etant donné que Pr(¢ < z < +d€|z =) = PT(&;fg;g'zzo ° en prenant

les d.d.p. on obtient p,.(£|¢) = %. Il s’agit de la regle (ou formule) de

Bayes, que I'on peut écrire avec les variables muettes : p,).(alc) = ”;)EL(;)C) [22] 6
[20] 7.

Alors [ py.(al¢) da =1, V(.

1.7.1 Moyenne conditionnelle

Maoee = Ep{z|z =} £ [72 apy=(al¢) da est la moyenne conditionnelle

de z connaissant z = ( : vecteur déterministe, de dimension n, qui dépend
du vecteur déterministe (.

5. dans cette expression < . » signifie < et »
6. pp. 101-102
7. éq. 3.1



1.7.2 Autocovariance conditionnelle

P(¢) £ cov{z,zlz = (} & covf{z]z = (,alz = ¢}
T
£ EA{[(z]z= () — mle=C] [(z|]z = () — szZ=C] }
2 [% (a—mappec) (@ — Myoe)” papz(alC) da [13]® autocovariance condition-
nelle de x connaissant z = ( : matrice déterministe, d’ordre n, symétrique
[PT(¢) = P(()], qui dépend du vecteur déterministe C.

1.8 Généralisation : vecteur aléatoire x|Z = 3

Soit x|Z = 3 le vecteur aléatoire = conditionné au fait que le vecteur
aléatoire Z a pour réalisation le vecteur déterministe 3 (ce que l'on note
Z = 3); il est de dimension n et tel que :

3T = [¢F ... ¢k ], dans lequel (o, ..., (y_1 sont des réalisations de
20, - ., ZN_1, respectivement. Alors :

Myz—3 = E.{x|Z = 3} est un vecteur déterministe, de dimension n, qui
dépend du vecteur déterministe 3 et :

?(3) £ cov{z,z|Z = 3} £ cov{z|Z = 3,2|Z = 3}
£ E{[(x|Z = 3)—myz=3) (x| Z = 3) — mx‘ZZB]T} est une matrice déterministe,
d’ordre n, symétrique [PT(¢) = P(¢)], qui dépend du vecteur déterministe 3.

1.9 Vecteur aléatoire m,|.

A o0 o . .
Mg, = f_oo a pg|-(alz) da est la moyenne conditionnelle de x relativement
a z : vecteur aléatoire, de dimension n, qui dépend du vecteur aléatoire z.

Remarque : la notation x|z n’a aucune signification ; il ne s’agit pas d’'un
vecteur aléatoire ; par contre les notations py). et mg|. (définies ci-devant) en
ont une. En conséquence la notation Pr(z|z) n’en a pas non plus, contraire-
ment a la notation Pr(z|z = ().

1.9.1 Calcul de la moyenne de m,|,

Man,. £ E.{mg.} vecteur déterministe, de dimension n.
Alors [13]9 [20] 10 [5] ! :

8. éq. 3-90-b

9. éq. 3-86 p. 96
10. éq. 7.10 p. 318
11. éq. 3.A.2 p. 113
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Mo, = My |

x|z

Démonstration

M, = [ Majep:(c)de = [7 [[7 apg:(alc) da] p.(c) de
= [% alf pars(ale) po(c) dc] da

D’apres la regle de Bayes : py.(alc) p.(c) = ps(a, ¢). Donc :

M, = [0 al 7 ps(a, ¢)delda = [7_ ap.(a)da =m, : vecteur déterministe,
de dimension n QED.

1.9.2 Calcul de "autocovariance de m,|,

- Ez{(mx|z - m:c) (mx|z - mx)T} = ffooo(m:p\c - mx) (mx|c - mx)sz(C) dc :
matrice déterministe, d’ordre n, symétrique (RL = Rmx\zmx\z)‘

x|zMax|z

1.9.3 Formule de I’autocovariance conditionnelle
Considérons 2 :

P(z) & cov{z, x|z} & 7 (a—myp.) (a— mm|z)Tpx‘z(a]z) da autocova-
riance conditionnelle de x relativement a z : matrice aléatoire, d’ordre n,
symétrique [P (z) = P(z)], qui dépend du vecteur aléatoire z.

Alors :

mpz) = R:cx - Rmz|zmz|z .

Il s’agit de la formule de I'autocovariance conditionnelle aussi appelée
formule de la variance conditionnelle [20].

Démonstration

On peut écrire :

P(z) = [ [(a —ma) + (ma — my)2)] [(a — ma) + (ma — my)2)]" paj(alz) da
= ffooo(a_mx) (a - m:r)Tpx|z(a|z) da+(m$_mx|z) (mw - mx|z)T ffooo pz\z(a|z) da

(Mg — myg),) ffooo (a — mx)Tpx|Z(a]z) da

[ffooo(a - ma:)pac|z(a|z) da’] (mar - mx|z)T'

Par conséquent :

12. Attention : cov{z|z, x|z} n’a aucune signification car x|z n’en a pas
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P(2) = [ (a = ma) (a —ma)" papo(al2) da+ (mg — map.) (me —mg.)"

( mx\z) (mm|z mx)T + (mx|z - mx) (mx - mr\z)T
=/ (a—my)" px|z(a|z) da — (Mg, —my) (Mg, — mg)" . Mais :
mpe) = B, {P )} £ [7 P(c) p.(c) dc est la moyenne de P(z) : matrice

déterministe, d’ordre n, symetrlque [m P(z) = MP(: y]- On a donc :
Mmp(z) = Ez{ffooo(a —my) (a — mw)Tpx‘Z(a|z) da}
T
Par conséquent :
D’apres la regle de Bayes : py-(alc) p.(c) = ps(a, ¢) et, par conséquent :
mp) = [o (a—myg) (a— mx)T[ffooo ps(a,c)dc]da — R,
= ffooo(a —my) (a — mm)sz(a) da — R, m, . Finalement :
mp(z) = ij — Rm m QED.

z|zMz|z

z|zMa|z

Remarque : on verra que lorsque le vecteur s est gaussien la matrice
a priori aléatoire P(z) est en fait indépendante de z et devient déterministe.
On l'écrit plus simplement P et on constate que la matrice déterministe P(()
a priori dépendante de ¢ est constante et égale a P. Alors mp(,) = P et on
a la formule de l’autocovariance conditionnelle dans le cas gaussien :

P=R,,— R,

z|zMz|z |

Et on verra que R =R,. R} sz si R,, est définie positve.

M| zMy|2
1.9.4 Extension : formule de l’intercovariance condi-
tionnelle
Soit y un autre vecteur aléatoire et 3 :
cov{z,y|z} lintercovariance conditionnelle de z et y relativement & z :
matrice aléatoire, qui dépend du vecteur aléatoire z.

Alors :

Meov{z,ylz} = ny - R

M|z My|z |

Il s’agit de la formule de l'intercovariance conditionnelle aussi appelée
formule de la covariance conditionnelle [20].

13. Attention : cov{z|z,y|z} n’a aucune signification car z|z et y|z n’en ont pas
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Démonstration
Elle se calque sur celle de la formule de ’autocovariance conditionnelle
[20] 14

Remarque : on verra que dans le cas ou tous les vecteurs sont gaussiens
la matrice a priori aléatoire cov{x,y|z} est en fait indépendante de z et
devient déterministe. Alors Meoy(zy-y = cov{z,ylz} et on a la formule de
[intercovariance conditionnelle dans le cas gaussien :

cov{z,y|z} = Ryy — Ry oy |

. -1 T . , . P
Et on verra que Rmz|zmy|z =R,. R, Ryz si R,. est définie positive.

1.10 Généralisation : vecteur aléatoire m,

1.10.1 Calcul de la moyenne de m,

Soit myz 1 vecteur aléatoire, de dimension n, qui dépend du vecteur
aléatoire Z, de dimension N p.

A s o . .
My, = Ez{mx‘ 7} vecteur déterministe, de dimension n.

z|Z
De la méme maniere que précedemment on a :

My, my |

z|Z

1.10.2 Autocovariance de m,

T
Rmz‘zmﬂz S EZ{(mx\Z - mmz‘z) (mz|Z - mmI|Z> }
= Ez{(maz—mg) (Myz — mx)T} matrice déterministe, d’ordre n, symétrique
(R =R

My|z M| Z Myp|ZzMy |z )"

1.10.3 Formule de I'autocovariance conditionnelle
Considérons :

P(Z) £ cov{x,x|Z} matrice aléatoire, d’ordre n, symétrique
[T (Z) = #(Z)], qui dépend du vecteur aléatoire Z.

De la méme maniere que précédemment la formule de 'autocovariance
conditionnelle s’écrit :

14. pp. 352-353
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Me(z) = Ry — Rmz|Zmz|Z :

Et la formule de l’autocovariance conditionnelle dans le cas gaussien :

P = Ryw — Ringyymy .y |

Et R,, = R,z R,, RT, si Rz est définie positive.

z|ZMx|Z

1.10.4 Extension : formule de ’'intercovariance condi-
tionnelle

Soit y un autre vecteur aléatoire et cov{x,y|Z} I'intercovariance condi-

tionnelle de x et y relativement a Z : matrice aléatoire, qui dépend du vecteur
aléatoire Z.

De la méme maniere que précédemment la formule de l'intercovariance
conditionnelle s’écrit :

Meov{z,y|Z}y = Rz — Rmﬂzmmz .

Et la formule de l’intercovariance conditionnelle dans le cas gaussien :

cov{z,y|Z} = Ryp — Ry ymyz |

Et R, = R,z R}, R;‘JFZ si Ry, est définie positive.

x| ZMy|Z

1.11 Matrice aléatoire m, T(2)|2

My 1. = oo a fT(2) pu-(alz) da est la moyenne conditionnelle de z f7(2)

relativement a z : matrice aléatoire, d’ordre n, qui dépend du vecteur aléatoire z.
On a alors :
_ T

Démonstration

My () = (o apaiz(alz) da) f1(z) = my). f1(2) QED.

1.11.1 Calcul de la moyenne de m, jr(,).

A

Tl — E.{mg yr ().} matrice déterministe, d’ordre n. Alors :

M

M, jr . = Ma fT() |

14



Démonstration

M, e = e Ma prep=(€) de = [7 [ a f(€) pa=(alc) da] p.(c) de
= f f afT px\z(&| ¢) p.(c) dade.

D’apres la regle de Bayes : py.(alc) p-(c) = ps(a, c¢). Donc :

™ T T = [7 7 afT(e)ps(a, c) dade = my, yr(,) : matrice déterministe,
d’ ordre n QED.

Remarque : on a donc :

Mo 7 = Ming . f7(z) = M f7(2) (ce qui généralise le résultat précédent

Map m,) et on en déduit le principe d’orthogonalité :

x|z

1.12 Principe d’orthogonalité
E{(z —mq.) f1(2)} = 0; Vf.

Par conséquent les vecteurs x —my,). et f(z) ne sont pas corrélés Vf. On
dit conventionnellement qu’ils sont orthogonaux.

Démonstration

Ef{(r — mxlz) fT(Z)} = E{x fT(Z)} - Es{mxlz fT(Z)}
= Es{x fT(z)} - Ez{mx|z fT(Z)} = My fT(z) — mmx|z fT(z):Ov d’aprés ce qUI
précede QED.

1.13 Autre résultat concernant les évenements
conditionnels

Soient x, y, 2z trois vecteurs aléatoires et £, n, ( certaines de leurs réalisations,
. A A T
respectivement. Posons z = (zly = 1), 2 = (z|ly =1n), s = [ . ] (rappel) et

s = [ f } : il s’agit de quatre vecteurs aléatoires Alors :
@] =[] =@ =) soit
@[] =[] = laly =Gy = = .

Démonstration

i) D’apres la régle de Bayes :

15



P12 16 m, Q) =pay(& Cln) py(n) = pﬂ{ y }(ﬁ\n, C)p{ y ](n, ¢)

Y

“n ) (€ (o

Donc :

ps\y<€7 C|77) = p:c\

[ Yy }(5'777 C)pz|y(C|77)-

ii) Pr(z") = Pr(z|y = n), soit en prenant les d.d.p. p./(¢) = p.;, (¢|n).
Pr(s/) = Pr(s|ly = ), soit en prenant les d.d.p. py (&, ¢) = psy(&, ¢|n)-
Donc :

p(§0) 1y (€, CIm) .
Do) (€l¢) = o= pp‘:y(CIn? — pwl{ y }(5\77, ¢) (d’apres 7).

ii1) Par conséquent ceci démontre que les vecteurs aléatoires

x| [ v ] = [ 2 ] et 2’|z = ¢ sont égaux ou que les vecteurs aléatoires

x| [ : ] = [ ¢ ] et (zy =n)|(zly = n) = ¢ le sont QED.

1.14 Cas ou s est gaussien et R.. définie po-
sitive
1.14.1 Cas ou s n’est pas nécessairement centré

Dans le cas général précédent ou s n’est pas gaussien mg,—¢ et
cov{z, x|z = (}, qui sont déterministes, dépendent du vecteur déterministe ¢
et my). et cov{x, x|z}, qui sont aléatoires, dépendent du vecteur aléatoire z.

Mais si s = [ ? | est gaussien alors = et z sont tous les deux gaussiens et

si la matrice R,. est définie positive (R,, > 0) on montre que [13] :

a) Myaee = my+ K ((—m;) [13]*° vecteur déterministe, de dimension n,
qui dépend, de maniere affine, du vecteur déterministe (, avec :

K2R, R}, matrice déterministe, de dimension n x p.

On constate que si = et z ne sont pas corrélés (donc sont indépendants

puisqu’ils sont gaussiens) alors R,, = 0 donc K =0 et Mg|z=¢ = M.

15. éq. 3-113
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b) my. = my+ K (2 —m.) vecteur aléatoire, de dimension n, qui dépend,
de maniere affine, du vecteur aléatoire gaussien z; donc ce vecteur est gaus-
sien.

On constate que si x et z ne sont pas corrélés (donc sont indépendants
puisqu’ils sont gaussiens) alors R,, = 0 donc K = 0 et My, = M, est un
vecteur déterministe.

¢) P¢) = P 2 Ry, — Rp. RZ'RY, = R,, — K RL_ [13]'0 : matrice
déterministe, d’ordre n, indépendante de (.

On constate que si z et z ne sont pas corrélés (donc sont indépendants
puisqu’ils sont gaussiens) alors R,, = 0 donc K =0 et P(¢) = P = R,..

d) P(z) = P.
Donc la matrice a priori aléatoire P(z) est en fait déterministe et
indépendante de toute réalisation ¢ de z.

On constate que si z et z ne sont pas corrélés (donc sont indépendants
puisqu’ils sont gaussiens) alors R,, = 0 donc K =0 et P(z) = P = R,,.

Par conséquent la formule de [’autocovariance conditionnelle dans le cas
gaussien s’écrit :

P =Ry — R, omy, |

Soit, d’apres la valeur de P précédente :
Rmz\zmz\z = Rmz Rz_zl Rgz De phlS :

cov{x, my.} = cov{x,m, + Ry, R} (z —m.)}
= cov{x,m,} + Ry. R} R, — cov{z,m.} R;} RT,

Mais m,, et m, étant déterministes : cov{z, m,} = cov{z,m,} =0
_ -1 pT _
Donc cov{z,my.} = Re. R} Ry, = Ry, .-

xT

Si y est un autre vecteur aléatoire tel que | v | est gaussien la ma-
4

trice a priori aléatoire cov{x,y|z} est en fait indépendante de z et devient
déterministe. Alors

Meov{w,y|z} = cov{z,y|z} et on ala formule de intercovariance conditionnelle
dans le cas gaussien :

cov{z,y|z} = Ryy — Ry,om,. = Ray — Res R} R;FZ .

16. éq. 3-114
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1.14.2 Cas particulier ou s est centré
Alors m, = m, = 0. On constate que :

My .—¢ = K ¢ dépend du vecteur déterministe ¢ de maniere linéaire et
que m,|, = K z dépend du vecteur aléatoire z de manicre linéaire.

1.14.3 Généralisation : cas ou S est gaussien et Ry,
définie positve

1.14.3.1 Cas ou S n’est pas nécessairement centré

a) Myjz=3 = My + K (3 — myz) vecteur déterministe, de dimension n, qui
dépend, de maniere affine, du vecteur déterministe 3, avec :

X2 R,, R}%, matrice déterministe, de dimension n x N p.

On constate que si z et Z ne sont pas corrélés (donc sont indépendants
puisqu’ils sont gaussiens) alors R,z = 0 donc K = 0 et myz—3 = m,.

b) Mgz = ma+ K (Z—myz) vecteur aléatoire, de dimension n, qui dépend,
de maniere affine, du vecteur aléatoire Z.

On constate que si x et Z ne sont pas corrélés (donc sont indépendants
puisqu’ils sont gaussiens) alors R,, = 0 donc X = 0 et Mgz = My est un
vecteur déterministe.

¢) P(3) =P = Ryp—R.zy R, RY, = R,, — X RL, : matrice déterministe,
d’ordre n, indépendante de 3.

On constate que si z et Z ne sont pas corrélés (donc sont indépendants
puisqu’ils sont gaussiens) alors R,z = 0 donc X =0 et P(3) = P = R,,.

d) P(Z) = P.
Donc la matrice a priori aléatoire P(Z) est en fait déterministe et
indépendante de toute réalisation 3 de Z.

On constate que si z et Z ne sont pas corrélés (donc sont indépendants
puisqu’ils sont gaussiens) alors R,z = 0 donc X =0 et P(Z) =P = R,,

Par conséquent la formule de [’autocovariance conditionnelle dans le cas
gaussien s’écrit :

P=R,, — R

M| ZzMy |7z |

Soit, d’apres la valeur de P précédente :
R = Ruz Rz Ry = K Ryy
Et cov{z,myz} = R

M| ZzMy|Z

M| ZzMy |7 *

18



Si y est un autre vecteur aléatoire gaussien la matrice a priori aléatoire
cov{z,y|Z} est en fait indépendante de Z et devient déterministe. Alors
Meov{aylzy = covi{z,y|Z} et on a la formule de lintercovariance condition-
nelle dans le cas gaussien :

cov{z,y|Z} = Ryy — Ry ymyy; = By — Ruz RE} Rgz )

1.14.3.2 Cas particulier ou S est centré
Alors m, = mz = 0. On constate que :

Maiz—3 = K3 dépend du vecteur déterministe 3 de manicre linéaire et
que :

Mgz = K Z dépend du vecteur aléatoire Z de maniere linéaire.

1.15 Exemple non gaussien

Cet exemple, non gaussien, correspond a x scalaire (n = 1) et z scalaire
(p =1). Il offre 'avantage de permettre tous les calculs analytiques.

1.15.1 Définition de la d.d.p. conjointe et calculs des
d.d.p. conditionnelles

2 (¢to)

Vme
a > 0 et ¢ > 0. On peut vérifier que py(a,c) est bien une d.d.p. (cf. Annexe
de ce chapitre).

Soit s = [ i ], de dimension n 4+ p = 2 et py(a,c) =

1.15.2 Calculs concernant la variable aléatoire x«

my = 2 (cf. Annexe de ce chapitre),
my2 = 2 (cf. Annexe de ce chapitre) et

IT = R,y = 2 (cf. Annexe de ce chapitre).

1.15.3 Calculs concernant la variable aléatoire z

m. = 3 (cf. Annexe de ce chapitre),
m,2 = 12 (cf. Annexe de ce chapitre) et :
We

= R.. = 3 (cf. Annexe de ce chapitre).
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1.15.4 Calculs concernant le vecteur aléatoire s
R,. =2 (cf. Annexe de ce chapitre) et :

my | [ R [ #

me= || =i =l W] =]

R est bien définie positive).
Et donc K £ R,, R} = 1.

} (on vérifie que

N [OoND [0
N [QOND [0

1.15.5 Calculs concernant le vecteur aléatoire
x|z = (

e ¢

Palz(alc) = (cf. Annexe de ce chapitre).

Mypoee = C, My2po=¢ = 2¢% et P(¢) = cov{z,z|z = (} = ¢* (cf. Annexe
de ce chapitre).

Remarque : on constate que m,|.—¢c = my, + K (( —m¢) bien que I'on ne
soit pas dans le cas gaussien, mais que P(() dépend de ( contrairement au
cas gaussien.

1.15.6 Calculs concernant le vecteur aléatoire m,.
My, = 2 (cf. Annexe de ce chapitre) et donc m,, . =m, = 3 et
P(2) = cov{x, x|z} = 2* (cf. Annexe de ce chapitre).

Remarque : on constate que m,. = m, + K (z —m;) bien que I'on ne
soit pas dans le cas gaussien, mais que P(z) dépend de z contrairement au
cas gaussien.

Et alors :

Mpy =m.2 = 2 et Ry, = R.. = 2 et on vérifie bien la formule de

z|zMa|z

I’autocovariance conditionnelle :
Et on a, bien que I'on ne soit pas dans le cas gaussien :

— -1 pT _ 3
Rmz\zmz\z - RIZ RZZ R$Z 2

= 3.
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Annexe

Calculs préliminaires

oI_fO the et dt = nH,nEN a > 0.
Démonstration

Intégrons par parties en posant :
du = e ' dt et on peut choisir u = —
v = t" soit dv = nt" ! dt. Alors :

e~ t

the —at o0

L= =[] +2 [~ f” lertdt =21, 1;n>1et:
00 o atyo0 g
=Jy e tdt——[a]o:a-
Par conséquent [y = é, I = % I, = %, R e an+1 QED.
da

Si on pose t = \/a alors dt = 25 ©

—%foooan%le*a\/ada— n+1,nEN a> 0.
.Jnéfooot”e*ﬁﬁdtzn;BJn_Q;n>2;6>O’

avecJO:%fetJI iﬁ

soitjozg\/g, Jy= g /5 Ji= g5 5 Je =
B J =g J =k =
Démonstration

Intégrons par parties en posant :
)
du =te P dt et on peut choisir u = —¢ ;Bt

v =t""1 soit dv = (n —1)t"2dt. Alors :

=1 =812, n—1 [ n-2 —pt> n—1
Jn = —["573 ]O+Wfot € dt = 55
A o0 _fB¢2 1 .
Jo 2 [ et dt:i\/%[Q]”et.
ay o _ t2 o [e*Btz OO_ 1
L_%teﬁﬁ_—QB%_ﬁ
_ 1 s _ 3 T
Soit J(] /B,JQ—R B J4_W EJ6_
i = 35, J3 s Js =5 Jr =55, ... QED,
17. p. 1755
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Si on pose t = \/c alors dt = \[ et :

Jn:% Ooocngl efﬁcdczg—_ﬁljn_Q;n>2 :B8>0,

avec les valeurs de Jy et Js ci devant .
Calculs correspondant a ’exemple non gaussien de ce chapitre

On va utiliser :

Sy e @ dr = YEE2 (0 < a) [0
Le changement de variable ¢ = t? conduit a :

Soit ps(a, ¢) = 26\_/(7;:6) (a>0;¢c>0). Alors :

( +c> _ . o
de = 2e72Ve d’apres la derniere

pa(a) & [ ps(a, c)dc-\ff
integrale ci-devant.

)£ [ ps(a, ¢)da = ?/'% Jo e e da=2/Se¢, daprés le calcul de

Iy avec a = %

[ pe(a)da =2 [F e 2Veda =1, dapres le calcul de I; avec a = 2.
I po(c)de = f I3 Vee¢de =1, d’apres le calcul de J, avec = 1.

A

mg £ [Capy(a)da =2 [Cae?Vida = 2, d’apres le calcul de I3 avec
m, = fooo cp.(c)de = \/%? fooo ¢ie~Cde = %, d’apres le calcul de J; avec

My = f a’py(a)da = 2 fooo a?e2Vadg = 12—5, d’apres le calcul de I
avec o = 2.

maz = [ p.(c)de = \% I ¢seCde = L d’apres le calcul de Jg avec
g =1

M= Ry = 57 (0= 3)’ pala) da = myz = 3m, + § = %.

W,=R..= [ (c— 3 p.(c)de=mz —3m, +2 =2

Soit I £ [ X acps(a, ¢)dade. Alors I = 12

18. p. 1755

22



Démonstration

I= \/%7 S LS aee da] \eeme de.
Mais [ ae™c da = ¢* d’apreés le calcul de J; avec 8 = 1. Donc

I = \/%7 fooo 3 e~ de = %. d’apres le calcul de Jg avec =1 QED.

fo fo — % %)ps(a, ¢)dade = %
Démonstration
sz:[_g mz+— 3QED
pazlz(a‘ ) p;ic)C) - e;E'
Moo = [ apepz(al()da= [T a e_f da = ¢ d’apres le calcul de I; avec

a=1.

mxz‘zzg £ [T a? pyz(alQ) da = [[° a? e? da = 2 2 d’apres le calcul de I,

avec o =

¢
( ) é ’U{ili' .%"Z = C} £ fooo (CL - mx|z=()2pm\z(ayg) da

= [ a= ¢ purlal)da }

f Pz|z alC da 2C fo apac|z(a|<—) da + §2 fo p:c|z(a) da = 42‘
Donc :

Myl = 2.

P(z) = 22
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Chapitre 2

Estimation d’un vecteur
aléatoire connaissant un autre
vecteur aléatoire

AN

2.1 Estimateur quelconque X et estimateur
optimal X, au sens des moindres carrés,
d’une variable aléatoire X

Nous utilisons la présentation de Kalman et Bucy [8].

2.1.1 Définitions

Soit X une variable aléatoire (donc scalaire) appartenant a un espace
vectoriel X, de dimension 1 (X € X). Si X' est une autre variable aléatoire
(X' € X) définissons dans X le produit (noté -) : X - X' £ F{X X'} .

Il s’agit d’un produit scalaire car il est scalaire (le résultat est un nombre
réel), linéaire, reflexif et non dégénéré. 11 définit donc une norme; en effet :

IIX]P2X-X >0et || X||=0= X =0 (démonstration facile).

Soit X un sous espace vectoriel de X, de d1men310n .XeXx est, par
définition, un estimateur quelconque de X et X 2 X — X est Uerreur de cet
estzmateur quelconque (X € X). On recherche dans X lestzmateur optimal
Xg, au sens des moindres carrés, de X, tel que, si XO X — XO est 'erreur
de cet estimateur optimal (Xo € X) on ait :

1. Si X - X =0ondit que X et X' sont orthogonales
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1X]] = |IXol]; ¥X € X (ou, ce qui est équivalent, ||X||° > [|Xo||;
VX € X).

2.1.2 Lemme de projection orthogonale

IXI| > 11Xl VX € X (ou [IX]]° > [IXoll’; VX € X) ssi Xo- X = 0;
VX € X ie. ssi X, et X sont orthogonales.

2.1.2.1 Démonstration de la condition suffisante
Supposons que Xo- X = 0; VX € X. Alors :
~ 2 ~ ~ ~ 2 ~ 92 ~ ~ ~ —~ ~ 2
X[ = |[X — Xo+ Xo — X|| = [[Xol| +2X0-(Xo—X)+[|Xo—X][ .

Mais Xo € X et X € X done Xo X € X et alors par hypothese
Xo - (XO X) = 0. Par conséquent :

2 ~ ~ 2 ~ 2 o~ o~
XN = 1Xoll” + 1Ko — XII” = 1%l s ¥X € X QED.

2.1.2.2 Démonstration de la condition nécessaire

Supposons que ||X|| 1 Xo||; VX € X (ou HXH ||)?0||2; VX € X) et
qu’il existe X1 (X1 € X) tel que XO X1 =a#0. Alors
1X = X0 - BX" = 1%l —28%0- X1+ 821K

~ 2 ~ 2
= ||Xol| —2aB+ 82| X1]| -

On peut alors toujours trouver 3 tel que |[X — XO — 5X1|| < ||X0||
qui contredit ’hypothese de départ et donc Xo =0; VX e X QED.

2.1.2.3 Unicité de X,
Si )A(O existe il est unique.
Démonstration

Supposons qu’i il existe Xo et X tels que :
HXH>HXOH VXEXetHXH HXH VXex(avecX X — X).
Alors || Xo|| = [|Xo|| = [|Xoll; soit || Xo|| = [|Xoll-

Mais)?o X )?’—i—)?’ )?O,donc
HXoH —HXH +2 X - (Xo— Xo) + |1 Xy — Xoll soit || Xy — Xof| = 0 car ;

[ X0l = |1 Xo]] et X - (Xj — Xo) = 0 puisque X — X € X.
Finalement X Xo =0 QED.
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2.2 Estimateurs et erreurs des estimateurs
d’un vecteur aléatoire x connaissant le
vecteur aléatoire 2z

2.2.1 Définitions d’un estimateur quelconque 7 et de
son erreur T

Soit f une fonction vectorielle quelconque, de dimension n (déterministe).

~ A . , .

T = f(z) est un estimateur quelconque de x : c’est un vecteur aléatoire,
de dimension n, fonction du vecteur aléatoire z, de dimension p, représentant
une observation.

T=x—7T=ux— f(z) est Uerreur de l’estimateur quelconque ; c’est une
. . ) . . . s . A
fonction vectorielle aléatoire, de dimension n, du vecteur aléatoire s = [ i }

(rappel), de dimension n + p.

2.2.1.1 Moyennes de ’estimateur quelconque 7 et de son erreur z
mgz = Mmy(z) : vecteur déterministe, de dimension n.
Mz = M, — My : vecteur déterministe, de dimension n.
2.2.1.2 Autocovariances de ’estimateur quelconque 7 et de son
erreur T
Raz = Ry(oyp(e) ot -

A
Rz & Rio—s(o)ia—1(2)) = Baw — By = Rago) + Ry feo)-

2.2.2 Définitions de I’estimateur optimal 7, et de son
erreur 7y, au sens des moindres carrés

, . . . ~ A .
Nous allons définir l’estimateur optimal To = fo(z) et Uerreur de lesti-
. ~ A A~ . 4
mateur optimal To = x — g = = — fo(2), au sens des moindres carrés.

Pour tout covecteur déterministe x*, de dimension n, considérons la va-
riable aléatoire (donc scalaire) X = z*z, Alors X appartient a un espace
vectoriel X, de dimension 1 (X € X).

Considérons également les variables aléatoires :
S OA ~ > A ~
X =227 = 2% f(2) et Xo = 22y = 2" fo(2).

Elles appartiennent a un sous espace vectoriel X de x.
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En effet si X' £ 2*f'(z) et si X" —x f "(2) alors X' — X" = 2" f(2), avec
f(z) 2 f'(2) = f'(2) et donc X' — X" € X.

Considérons de plus :
)EéX—)A(:a:*(:U—ZE) =z — f(z)] =a*T et :
Xo2 X — Xo=a"(z —3o) = 2*[x — fo(2)] = 2*To.

To = fo(2) est tel que, par définition, X, est 'estimateur optimal, au sens
des moindres carrés de X ; Va*.

Par conséquent :

W) 11X]17 = 1Kol ¥X € X <= (2) Xo- X =0; VX € X. Soit :
(1) Bz z 22T}y > E{o*Toal T} Vo Vf, ou :

(2) Efa™Zo f1(2) 2™} = 0; Va™; Vf.

2.2.2.1 Conséquences de (1)
(1) 'éerit : 2* (B {227} — E{To 2l }) 2*T > 0; Va* et Vf.

Donc il faut et il suffit que la matrice E{T 27} — E{To 2]} soit semi-
définie positive Vf, ce que l'on éerit E {727} — E{Zo2l} > 0; Vf ou
Efz2"} > BE{zo2l}; VY.

En ce sens on dit que 'estimateur optimal, au sens des moindres carrés,
Ty = fo(z) minimise autocovariance E,{ZZ7} (qui est une matrice semi-
définie positive). Donc est tel que :

B33} > Ef7020} > 0; Vf|

2.2.2.2 Conséquence de (2)

(2) s’écrit : * E{To f1(2)} 2T = 0; Va*; Vf.

Donc il faut et il suffit (démonstration quasi-évidente) que :
E{Z0 /7(2)} = 05 Vf |

Il s’agit du principe d’orthogonalité. Ce principe signifie que l'erreur de
Iestimateur optimal est non-corrélée a toute fonction de I'observation (on dit
conventionnellement que cette erreur et cette fonction sont orthogonales).
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x=f(7)

Espace des £=f(z)

Figure 1. Principe d’orthogonalité : To et f(z) sont orthogonales.

2.2.2.3 Unicité de l’estimateur optimal et de son erreur
L’estimateur optimal Ty = fo(z) et son erreur Z, sont uniques.
Démonstration

Y

Supposons que /:EEJ soit un autre estimateur optimal et soit )A((/) = z'7,.
On a vu que X(; = Xp; Vz*. On en déduit donc que /x\g = 7o et donc que
I'estimateur optimal Ty = fy(2) ainsi que son erreur o sont uniques QED.

2.2.2.4 Calcul de cet estimateur optimal

Cet estimateur optimal est :

ZE\O = fO(Z) = Mgz |-

Démonstration

o~ A . ~ A o~
Soit ¥ = Mg, Un estimateur derxetz=r—rT=u0— M|, SON erreur. On
a vu, dans le premier chapitre, que d’apres le principe d’orthogonalité :

E{Z f1(2)} =0; V.

Par conséquent x est 'erreur de I'estimateur optimal et d’apres I'unicité
de cette erreur on a & = Ty et donc ¥ = 2y, soit finalement ¥y = fo(2) = my).

QED.

2.2.2.5 Moyennes de I’estimateur optimal 7, et de son erreur 7

Mz, = My, = M, d’apres les résultats du premier chapitre. On dit que

To est un estimateur sans biais.

Mz, = My — Mz, = 0. Donc xy est centré.
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2.2.2.6 Autocovariances de l’estimateur optimal 7, et de son er-

reur 1
R/x\ofc\o Rmz\zmz\z
_ — _ RT —
R‘TOIO R(z_mx\z)(x_mﬂz) - Rx‘x mez‘z Rzmz|z + Rmz\zmz\z'

2.2.2.7 Remarques

Remarque 1 : en général l'estimateur optimal ne s’exprime pas de
maniere affine en fonction de 'observation z (cf. Exemple suivant pour le-
quel s n’est pas gaussien).

Remarque 2 : 7y = fy(z) = my|. minimise également le critere scalaire
A ~
J = E a7 1}

Démonstration

L’estimateur précédent minimise
r*E{x 27} 2*7; Va* donc minimise E,{7%} (en choisissant z* = [10 ... 0]),
... et minimise E,{72} (en choisissant z* = [0 ... 0 1]) donc minimise
E{a"2} = E{Z3+ ...+ 72} QED.

Remarque 3 : autre calcul de 'estimateur optimal 7.

Il convient parfois d’exprimer 'estimateur optimal Z, en fonction de la
d.d.p. p.ja-

i"\0 = Mgy, = ffoooapx‘z(ap) da

Mais d’apres la regle de Bayes :

sla, z sla, z) ., zz(’z'a) I(a)
Palz(al2) = % et pae(zla) = ﬁ, donc p,.(alz) = %
Il s’en suit que :
o= ["a 1%&)”1(“) da = pzl(z) [ ap.(z|a) pe(a) da. Soit :
/.’E\ - ffoooapzlx(z‘a)px(a)da
0= f_oooopz\x(zla)pz(a) da *

2.2.2.8 Cas particulier ou s est gaussien et ou R,, est définie po-
sitive

Sis= [ z ] est gaussien et si R,, est définie positive (R,, > 0) on a vu,

d’apres les résultats du premier chapitre, que :
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~ A _ s
To = my, =my+ K (z—m,), avec K = R,, R_' et que, par conséquent,
Zg s’exprime de maniere affine en fonction de I'observation z.

=R, RIIRT, R =R,

Tz T TMyg|,

De plus le‘zmz‘z = Rmz\zmz\z et donc :
Riyzo = Ruw — Rnyym,,. = P (rappel P 2 cov{z,x|z}).

x|z

Par conséquent dans le cas gaussien on a :

P = cov{x, x|z} = Raz, |

Cas particulier ou s est centré

7 = K z s’exprime de maniere linéaire en fonction de I'observation z.

2.2.3 Estimateur optimal affine 7; et son erreur 7, au
sens des moindres carrés

2.2.3.1 Définitions

Soient L une matrice déterministe, de dimension n x p et [ un vecteur
déterministe, de dimension n. Alors T = f(z) = Lz + [ est un estimateur
affine quelconque et T 2 x — % = 2 — Lz — 1 Uerreur de cet estimateur affine
quelconque. Alors ['estimateur optimal affine Ty = f1(z) = Kz + k et son
erreur T; = x — 71 = x — K 2z — k, au sens des moindres carrés, sont, par
définition, tels que z*E 72"} x*T > v*E {7, 27} 2T ; Va*, VL et VI.

2.2.3.2 Calcul de cet estimateur optimal affine
Cet estimateur optimal affine est tel que :

K R..=R,. et k=m,— Km.| Et:

E{71 7} = Ryp — Run KT = Ryp — K RL|.

Remarque : I'équation K R, = R,. est dite normale.

Si, de plus, la matrice R,. est definie-positive (R,, > 0) on a :

K=R,, szzl et k=m, — Ry, R} m_| Et :

Ef{% 77} =R,, — R.. R} RT |
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Démonstrations
Posons Q = t*E T 7} = a*Ef{[x — Lz —1)][x — Lz —1]"}2*7.

Alors Q = x*ExI%:v 2T} T — (L) BT {x ;T} T — (2*0) EZ{x}Tx*T
— Bz 2T} ([E;L) + (2*L) E.{z sz]: (x*L)" + (x*j{) ET{z} (z*L)
— 2*E{x} (x*1)" + (2*L) E{z} (x*])" + (2*1) (z*])

On en déduit :

58 = 2[~El{w 2"} + B2 2T} LT + E{} 7] T,

72 =2 [~ El{w} + ET{z} LT +17] 2”7,

2
8(2*%)2 - 2Ez{z ZT} 2 07

ﬁ?j*% =21 > 0 (I matrice unité).

Les conditions nécessaires de minimisation de () sont :

9Q =0 VYp* _0Q —0- Y+
[3(I*L)]L:K et i=k 0; Va~ et [a(w*l)]L:K et =k 0; vz,
Et les conditions suffisantes sont (en plus) :

9°Q >0 Vot 9°Q > (- *
[B(I*L)Q]L:K et 1=k~ 0; Vo™ et [5(1*1)2]L:K et 1=k~ 0; va.

Les conditions nécessaires donnent ;

—FEN{a 2"y + E{z2T} KT + E{z} kT =0 et :

—ENz}+ ET{z} KT+ k' =0.

Et on vérifie que les conditions suffisantes sont satisfaites. Donc :

k=FEJ z}—KEA{z} =m,— Km, et :

[E{22"} = B2} EN{2}| KT = Ef{z 2"} - E.{z} B[ {«}.

Mais R,, = E.{z 2"} — E.{z} ET{z} et R, = ET{z 2"} — E.{z} ET{x}.

Donc R.. KT = RT ou K R.. = R,. (équation normale) [5]? et
k=my,—Km, .

De plus EJ{#, 3TV =Efjls — Kz —k][x — Kz —k]|"}

T

= Efl(e —my) = K (z —m2)l[(x —m,) — K (z —m.)]" }
=R,,— KR!, -R,,K"+KR,,K" =R,, — K(Rl, - R,.K") - R,, KT
= Ry, — R, KT [5]3

ou

2. éq. 3.2.4 p. 81
3. éq. 3.2.5 p. 81
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Edz,72T} =R, — KR, — (R,.— KR..) KT = R,, — K RL_ [5]* QED.
Si, de plus, R,, >0 on a:
K=R,. R}, k=m, — R,, R} m,_ et

zZz )

Ed{z %/111} = Roe — Ra Rz_zl Rgz QED.

2.2.3.3 Corollaire : principe d’orthogonalité

ES{%l ZT} =0]

Ce principe signifie que l'erreur de l'estimateur optimal affine est non
corrélée a I'observation (on dit conventionnellement que cette erreur et cette
observation sont orthogonales).

Démonstration

L’équation normale R,., = K R.. s’écrit :
Ef(x—my) (z—=m.)" Y = KE{(z —m.) (z—m.)"}; soit :
Ef{(x —my—Kz+Km,)(z—m.)"} =0; soit :
E{(z—%1) (z—m.)"} = 0; soit E,{T; 27} —mz, mT = 0;s0it E{Z, 27} =0
car mz, = 0 QED.

Remarque : On a aussi E {7 (Lz+1)"} = E{Z 2T} LT +mg, [T = 0.
Mais, en général E{Z; fT(2)} # 0 pour des fonctions f non affines [12]°
contrairement & E{Ty fT(2)} = 0; Vf(2).

/)EFKZ+I(
Espace des x=Lz+l

Figure 2. Principe d’orthogonalité : z;, et L z + [ sont orthogonales.

2.2.3.4 Moyennes de l’estimateur optimal affine 7; et de son er-
reur 1

Mz, = Mg 4k = Km,+k = Km,+m,—Km, =m,. Donc I'estimateur
optimal affine T; est sans biais.

mz, = my; —mz, = 0. Donc x; est centré.

4. p. 81
5. Ex. 2.1.ap. 17
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2.2.3.5 Autocovariances de ’estimateur optimal affine 7; et de son
erreur 1,

Rz2, = Ry KT = KRZZ et Ry 7, = Rew — Ry KT = R,. — KREZ et si
R.. est définie positive (R,, > 0) Rz z = R.. R} RL et :

Rglgl = ij — Rm R;ZI RZZ.

Démonstration

Rs5, = E(Z — mg,) (B1 —mg,)" }
=E{(Kz+k—my)(Kz4+k—my)'} = E{(Kz—Km,)(Kz—Km.)"}

= KEA{(z—m.)(z—m.)"} KT = KR,.K" = R,. K" = KRT_etsiR,.
est définie positive (R, > 0) Rz z = R.. R} RL. QED.

Et Rz, = Rew — Re. KT = Ry — K RT, (déja vu) et si R, est définie
positive (R,. > 0) Rzz = Rer — Re. R RE (déja vu).
2.2.3.6 Cas particulier ou s est gaussien et R.. définie positive

On constate que 7 = Iy et donc 77 = Tp.

2.2.3.7 Exemple

cf. Annexe de ce chapitre.

2.3 Estimée ¢ du vecteur aléatoire xr connais-
sant la réalisation ( du vecteur aléatoire z

Si ¢ est une réalisation de z alors £ = f({) est une estimée quelconque
de x : c’est un vecteur déterministe, de dimension n, fonction du vecteur
déterministe (, de dimension p.

2.3.1 Estimée optimale £, au sens des moindres carrés

o~

§o = fo(C) = myj.=c est l'estimée optimale de x, au sens des moindres
carrés.

2.3.2 Estimée optimale affine &, au sens des moindres
carrés

~

& = f1i(¢) = K + k est l’estimée optimale affine de x, au sens des
moindres carrés.
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2.4 Estimateur du vecteur aléatoire x connais-
sant le vecteur aléatoire 7

Tout ce qui a été dit, dans la section précédente, concernant I'estimateur
T et 'erreur de l'estimateur = du vecteur aléatoire x connaissant le vecteur
aléatoire z est, bien entendu, valable connaissant le vecteur aléatoire Z qui
joue le méme role que le vecteur aléatoire z, mais avec une dimension aug-
mentée de p a N p.

Il suffit de remplacer :

zpar Z, f par F, fo par Fy, fi par Fi, s par S, K par X, k par K,
L par L, par [, P par P.

2.5 Estimée ¢ du vecteur aléatoire xr connais-
sant la réalisation 3 du vecteur aléatoire 7

Tout ce qui a été dit, dans 'avant derniere section précédente, concernant
I'estimée & du vecteur aléatoire x connaissant la réalisation ¢ du vecteur
aléatoire z est, bien entendu, valable connaissant la réalisation 3 du vecteur
aléatoire Z qui joue le méme role que le vecteur ¢, mais avec une dimension
augmentée de p a N p.

Il suffit de remplacer :

zpar Z, f par F, fo par Fo, fi par Fy, s par S, K par X, k par K,
L par L, [ par [, P par P et ( par 3.

2.6 Estimateur optimal 7y(¢) et son erreur z((t),
au sens des moindres carrés, du signal
vectoriel aléatoire centré x(t), connaissant
z[to t[2 {2(7)|T € [ty t[} ol 2(T) est un signal
vectoriel aléatoire centré

Soit £y un instant qualifié d’instant initial et :

e z(t) un signal vectoriel aléatoire, de dimension n, centré (i.e. tel que
mm(t) = O).

e z(t) un signal vectoriel aléatoire, de dimension p centré (i.e. tel que
m.uy = 0), tel que z(t) =05t < tg
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Si tg < t on suppose Papplication z : 7 +— z(7) continue sur |t ¢[ [18]°
Considérons ic\(t) un estimateur quelconque de 1'état x(t) tel que :
ft T)dT ou :

H : (t, T)— H (t, 7') est une application matricielle, de dimension n X p,
supposée continuement différentiable; Vt; V7.

Par conséquent Z(t) = 0; t < 1

Soit le filtre causal (cf. Annexe B) ayant pour matrice de réponse impul-
sionnelle H, de dimension n X p, telle que :

-~ | H(t,1) si T7<t
H“’T)_{ 0 si t<t’

On constate que I'application matricielle, de dimension n X p :
H : (t,7) — H(t,T) n’est pas continue.

On peut alors considérer que Z(t) est la réponse de ce filtre pour 'entrée

z(t) :

Z(_t)y fI(t,t) é@

Figure 3. Filtre linéaire causal de matrice de réponse impulsionnelle H (t,7)

Démonstration
e Par définition (cf. Annexe B) :
= e ﬁ[(t, T) z(T) dT.
e Mais ce filtre étant causal on a ]:l(t, T) =0;t < T et,par conséquent :
2 [' H(t7)z(r)dr.
e De plus : z(T) =0; 7 <ty et, par conséquent :
ft 7)dr QED.

Et soit Zo(t ) I'estimateur optimal, au sens des moindres carrés, (défini
ci-apres) de I'état x(t) tel que :

o(t) £ [} Ho(t, 7)2(7)dr on :

6. p. 36 éq. 2.1.8; il s’agit de la continuité en moyenne quadratique
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Hy : (t,7) — Hy(t,7) est une application matricielle, de dimension n X p,

supposée continuement différentiable ; Vt; V7.

Par conséquent Zo(t) = 0; ¢t < tg

Soit le filtre causal (cf. Annexe B) ayant pour matrice de réponse impul-

sionnelle ﬁo, de dimension n X p, telle que :

~ Hy(t,7) st 1<t
Ho(taT):{ 0(0 ) Si t<7‘ .

On constate que I'application matricielle, de dimension n x p :
Hy : (t,7) — Ho(t,7) n’est pas continue.

On peut alors également considérer que Zy(t) est la réponse de ce filtre

pour Uentrée z(t) :

20, H(t,7) LA

Figure 4. Filtre linéaire causal de matrice de réponse impulsionnelle
HO(t7 T) .

Remarque :

Soit pour ty < t : z[ty t[= {2(7)|7 € [to t[}.

D’apres ce qui précede on peut dire que :

~ . Mat)|2[to t] si tg<t
””0“)_{ 0 s t<ty’

Pour tout covecteur déterministe x*, de dimension n, et a tout instant ¢,

considérons la variable aléatoire (donc scalaire) X £ z*z(t). Alors X appar-
tient & un espace vectoriel X, de dimension 1 (X € X).

Considérons également les variables aléatoires (donc scalaires) :

) =z ft 7)dT et
xo( =z ftoHO t,T) ()dT.

L.
L

X
X0

Elles appartiennent a un sous espace vectoriel X de x.

En effet si X' £ z* j;t H(t,7)z(r)dr et X" £ ft (1) dr
alors X' — X" = 2* ft ,7) 2(T)dr avec H(t,7) = H (t, T) H (t,T) et
X -X"ex.
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Considérons de plus

X&X-X=ala(t) -3(1)] = 2" ()et

Xo 2 X = Xo = a*[a(t) — To(t)] = 2*To(1).

Zo(t) est tel que, par définition, X, est l'estimateur optimal, au sens des
moindres carrés, de X, Vx*.

Par conséquent

(1) [|X]]” = [|X]]; VX € X <= (2) Xp- X = 0; VX € X. Soit :

(1) B{z*z(t) 2" (t)=*T} > E{a*%o(t) 5 (t)z*"}; Va*; VH, ou :

(2) E{x"To(t) [, 2" (1) H' (¢, 7) dr] 2"} = 0; Va* ; VH.

2.6.1 Conséquences de (1)
(1) s’écrit : o*[E{Z(t) 2T (t)} — E{To(t) 2L (t)}] 2T > 0; Va* et VH.

Donc il faut et il suffit que la matrice E{Z(t) 27 (t)} — E{Zo(t) 7L (t)} soit
semi-définie positive VH, ce que 'on écrit :
E{E(t)x (1)} — E{zo(t) 2t ( )} = 0;VH ou:
ELE0 T ()} > E{Go(t) 75 ()} : VH.

En ce sens on dit que 'estimateur optimal, au sens des moindres carrés,
To(t) minimise Pautocovariance E{Z(t)ZT(t)} (qui est une matrice semi-
définie positive). Donc est tel que :

E{E(t)Z"(t)} > E{Zo(t) %' (1)} 2 0; VH |,

2.6.2 Conséquence de (2)
(2) s'éerit : a*[ [, E{To(t) 27 (r)} HT(t,7) dr]2*T = 0; Va*; VH.
Remarque
Sit <t alors 7 < tyet z(1) =0 et "équation (2) est triviale.
Sit =ty 'équation (2) est également triviale.

Supposons donc maintenant que ty < t.
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2.6.2.1 Principe d’orthogonalité

Pour ty < t I’équation (2) est équivalente a :

E{Zo(t) 21 (1)} =05 tg <7 < t|.

Il s’agit du principe d’orthogonalité qui signifie que ’erreur de ’estimateur
optimal Zo(t); t9 < t est non corrélée a 'observation z(7); V7 : tp < 7 < t
(on dit conventionnellement que cette erreur et cette observation sont ortho-
gonales) :

A
X0
Espace des z( 1)

Figure 5. Principe d’orthogonalité : Zo(t) et z(7) sont orthogonales.

Démonstration de la condition suffisante
C’est évident QED.
Démonstration de la condition nécessaire

Pour ty < t choisissons une application matricielle H telle que
H(t,7) = E{Zo(t) 2T (1)} ; to < 7 < t . Alors I'équation (2) s’écrit :

x*[j:; E{%o(t) 27 (1)} ET{Zo(t) 27 (1)} d7] 2*T = 0; Va*. Soit :
Sl B{Go(t) 27 ()} dr = 0; Va.

Etant donné que l'intégrande est une fonction de 7 continue et positive
On en déduit que : *E{Zo(t) 27(1)} = 0; Va*; to < 7 < t et par conséquent
que E{Zo(t) 27 (1)} =0; to <7 <t QED.

Remarque : le principe d’orthogonalité n’est pas, a priori, valable pour
T=1tyet T =1.
2.6.2.2 Corollaire
E{Zo(t) 2l (1)} =0; to < t|.
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Démonstration
E{zo(to) /m\g(to)} =0 car 57\0(750) =0et:
E{Zo(t) 25 (1)} = E{Zo(t) [[;, Ho(t,7) 2(7) d7]" }

= ftz E{Zo(t) 27 (1)} HI (t,7)dr = 0; ty < t d’apres le principe d’orthogona-
lité QED.

]T

2.6.2.3 Unicité de ’estimateur optimal et de son erreur

I'estimateur optimal Zy(t) = fti Ho(t,7) z(7) dr et son erreur To(t) sont
uniques.

Démonstration
Supposons que Zy(t) soit un autre estimateur optimal.

Soit X, = #*%)(t). On a vu que X, = Xo; Vz*. On en déduit donc que
To(t) = To(t) et donc que I'estimateur optimal
To(t) = fto Hy(t,7) z(7) dr ainsi que son erreur Ty(t) = z(t) — To(t) sont
uniques QED.

2.6.3 Equation intégrale de Wiener-Hopf

To(t) = ftto Hy(t,7) z(1T) dT est l'estimateur optimal ssi on a 1’équation
intégrale de Wiener-Hopf :

f;; Hy(t,0) E{2(0) 2T (1)} do = E{x(t) 2T (1)} ; to < T < t|.

2.6.3.1 Démonstration de la condition nécessaire

E{x(t) 2T(1)} = E{Zo(t) 27 (1)} + E{Zo(t) 27 ()} et donc d’apres le prin-
cipe d’orthogonalité : E{x(t) 2T (1)} = E{Zo(t) 2T (1)} ; to < 7 < t. Soit :

E{x(t) 2" (1)} = E{[/;, Ho(t,0) z(0) do] 2" ()}
= ﬁi Hy(t, o) E{z(0) 2" (1)} do ; to < T < t QED.

2.6.3.2 Démonstration de la condition suffisante

Soit Hy tel que ft'; Hy(t,0) E{z(0) 2T (1)} do = E{x(t) 27 (1)} ;
to <T <t
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Considérons l'estimateur Z(¢ j; Hy(t,7) z(7) dr. On peut écrire :
E{#(t) 2" (1)} = E{[/,, Ho(t,0) ( ) do] 27 (1)}
= ftto Hy(t,o) E{z(0) 2T (1)} do = E{x(t) 27 (1)} ; to < T < t, d’apres I'équation
intégrale de Wiener-Hopf.

Par conséquent si z(t) = x(t) — Z(t) est 'erreur de cet estimateur on a :
E{z(t) 27(7)} = E{z(t) 2T (1) }—E{Z(t) 27 (1)} = 05ty < 7 < t. Et d’apres le
principe d’orthogonalité et I'unicité de I'estimateur optimal on a Z(t) = Zo(t)
et Z(t) = Zo(t) QED.

2.6.3.3 Résolution de I’équation intégrale de Wiener-Hopf

La résolution de I’équation intégrale de Wiener-Hopf fournit Hy(t,7) et
par conséquent l'estimateur optimal Zo(t ft Ho(t,7) z(7) dr. Mais cette
résolution est en général tres difficile (cf. Chapltre 5).
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Annexe : exemple pour lequel s n’est pas gaussien
Cet exemple cité par [12]7 est du a [14].

Soit s = [ ’ ] un vecteur aléatoire, de dimension 2, ayant pour d.d.p. :

ps(a,c) = <= si(a,c) € Detpy(a,c) = 0si(a,c) ¢ Dou D est le domaine
suivant du plan (a,c) :

—In{a)---------- e .

a=e “ou c=—In(a’

-
a e 1

Figure 6. Visualisation du domaine D.

2.6.4 Calcul de p,(a)

pe(a) = [ ps(a,c)de = [7] de = L[—eZ,, = 1;a € (0,1).
Donc x est uniformément distribué sur (0, 1).

On vérifie que fo pz(a) da = fo da =1.

7. Ex. 1.1 p. 8
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2.6.5 Calcul de pz(c)

p2(c fo ps(a,c)da = | _. 6: da=e“[lna]l . =ce; c€(0,00).
On vérifie que fo p.(c)dc = fooo ce de=1.

2.6.6 Calcul de p,.(alc)

ps(a,c)

D’apres la regle de Bayes p,.(alc) = R Donc
pajz(ale) = L si (a,¢) € D et py.(ale) = 0si (a,c) ¢ D.

On vérifie que fo Paz(ale) da = fe Lda=1{nal, .=1;ce (0,00).

€ac

2.6.7 Calcul de p,|,(c|a)

ps(a,c)

D’apres la regle de Bayes p.j;(cla) = oy - Donc

Papz(cla) = T si(a,c) € D et pyg(cla) =0si (a,c) & D.
Donc en fait p.|,(cla) = ps(a,c).

On vérifie que [° p.jo(cla) de = [J° ps(a, ¢) de = py(a) =1; a € (0.1).

2.6.8 Calcul de m,
= folapx(a) da = folada =1

2.6.9 Calcul de m,
= [ epe(e)de = [T e cde = 2.

2.6.10 Calcul de 7y = my.

Ty = My, = fol apy-(alz) da = fe . 1da = == 11 $'agit d’une variable
aléatoire.

2.6.11 Calcul de mz, = my,, et de mz
Many, . = 0C>O l_e_c p-(c)de = fooo(l —e e Cde= %

On a bien maUO My, = My €t Zo est un estimateur non biaisé. De plus
mz, = 0 et T est une erreur centrée.

44



2.6.12 Calcul de R,

Ry = cov{z,z} = E.{(x — m,) } fo ac( ) da = o1 (a— %)2 da.
Soit Ryp = 15

2.6.13 Calcul de R..

R.. = cov{z, 2} = E{(z —m.)’} = I (e — 2)* p.(c)dec = fol (c—2)ce “de.
Soit R,, = 2.

2.6.14 Calcul de R,.

R,. = cov{x,z} = E.{(x—my) (z—m.)} = fol I (a—3) (¢=2) ps(a, c) dade
On peut calculer analytiquement cette intégrale double par rapport a a
puis par rapport a ¢ ou par rapport a ¢ puis par rapport a a. On obtient :
R,. = —1.
Tz 4

2.6.15 Calculde 7, = K2+ k&

KZR:}:ZRZ_ZIZ_% etk:mx_szRz_zlmZ:%
Ty =—52+3[12]®

2.6.16 Calcul de mj;, et de mg,

_ 1 3 _ 1

mz, ——§m2+z—§ R
On a bien mz, = m, et T; est un estimateur non biaisé. De plus mz, =0

et 7; est une erreur centrée.

2.6.17 Calcul de E {5;'2
Ty} = fo fo ) ps(a,c)dade.

Le calcul analythue semble hors de portée. Un calcul numérique (avec
Maple) donne E {72} = 0,04565...

2.6.18 Calcul de E {73

~ 1
Bz} = [, [ (a+5c— —) ps(a, ) dade.
On peut calculer analythuement cette intégrale double par rapport a a
puis par rapport a ¢ ou par rapport a ¢ puis par rapport a a. On obtient :

E{73} = & =0,05208....

8. p. 18
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2.6.19 Comparaison de F,{73} et E {77}
On a bien E{7?} > E {73}

2.6.20 Remarque

En fait « est une variable aléatoire uniformémemt distribuée sur (0, 1) et
z = In(2) +w ot w est une variable aléatoire de d.d.p. p,(w) = e ¥ si w > 0

et pw(w‘s = 0 si w < 0, indépendante de z.
Dans ces conditions :
Pape(cla) = pule —In(3)] [17].
Soit puja(cla) = e M) = <% i ¢ > In(L) et pup.(cla) = 0sic < In(L).
ou p.z(cla) = < si (a,c) € D et pyu(cla) = 0si (a,c) ¢ D.

Et donc, d’apres la regle de Bayes : py(a.c) = p.j.(cla) pz(a) ; soit :
ps(a,c) = = si (a,c) € D et py(a,c) = 0si (a,c) ¢ D.

On retrouve bien les hypotheses précédentes.
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Chapitre 3

Filtre discret de Kalman

Pour le filtre discret de Kalman [6] [5] ! considérons des instants discrets
t(), tl :t0+A, t2:t0+2A,

3.1 Définitions

a) r; = x(t;); i = 0, 1, ... état du processus : vecteur aléatoire, de
dimension n
On verra que x; est gaussien et centré.

A A . . .
II; £ Ry = cov{z;,x;}; i =0, 1, ... autocovariance de z; : matrice
déterministe, d’ordre n, symétrique (II] = II;).

b) vgi = vg(t;); i =0, 1, ... bruit du processus ou bruit d’état : bruit
blanc gaussien, centré : vecteur aléatoire, de dimension n ; donc tel que :

My, =0;1=0, 1, ...

Ry 0y £ cov{vg, vgi b = Vi 6;; 2 intercovariance de vg; et vg ;7 =0, 1, ...;
7=0,1, ... avec:

Vi; 1 =0, 1, ..., supposée connue, matrice déterministe, d’ordre n,
symétrique (VI = V).

c)y; =y(t;);i =0, 1, ... observation non bruitée de I’état du processus :
vecteur aléatoire, de dimension p.

Bien entendu cette observation non bruitée n’est pas disponible.

On verra que y; est gaussien et centré.

d) wg; = wy(t;); 1 =0, 1, ... bruit d’observation : bruit blanc gaussien,
centré : vecteur aléatoire, de dimension p , donc tel que :

1. legon 17. pp. 242-258
2. 4;; symbole de Kronecker
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My, =0;4=0, 1, ...
7y

Ruyjwg = cov{wgi, weg} = Wa 6534 =10, 1, ... intercovariance de wy; et
wgi; 7 =0, 1, ... avec:
Wais @ = 0, 1, ..., supposée connue, matrice déterministe, d’ordre p,

symétrique (WL = Wy,;), définie positive (Wy; > 0).

e) zi = z(t;); 1 = 0, 1, ... observation bruitée du processus : vecteur
aléatoire, de dimension p.

Cette observation est disponible.

On verra que z; est gaussien et centré.

f) Zia 220 20" i=1,2, ... vecteur aléatoire, de dimension i p.

On verra que Z;_; est gaussien et centré car on verra que 2g, ..., Z_1
sont gaussiens et centrés.

g) Zi 2 T2 = (28,217 i = 0,1, ... vecteur aléatoire, de
dimension (i + 1) p.

On verra que Z; est gaussien et centré car on verra que zp, ..., z; sont
gaussiens et centrés.

h) 31 2 ¢T ... ¢ ;i =1,2, ... une réalisation de Z;_; : vecteur
déterministe, de dimension i p.

i) 32T ) =37, i =01, ... une réalisation de Z; :
vecteur déterministe, de dimension (i + 1) p.

j)xXg £ xg et x; & (15]Zi1 = 3i1); 4 = 1,2, ... vecteur aléatoire, de
dimension n.

On verra que x; ; @ = 0, 1, ... est gaussien car on verra que z; et Z,_;

sont gaussiens (et centrés).

A . , . . .
k) xi = (x;|Z; = 3i);i=0, 1, ... vecteur aléatoire, de dimension n.
On verra que X:r ;1 =20, 1, ... est gaussien car on verra que z; et Z; sont

gaussiens (et centrés).

A A . , .
1) 720 = 29 et z; = (2| Zi1 = 3i21); 1 = 1,2, ... vecteur aléatoire, de
dimension p.
On verra que z;; 1 = 0, 1, ... est gaussien car on verra que z; et Z; 1 sont

gaussiens (et centrés).

A A A .
m) Weao = Rypsy = cov{zo,20} = R.,., = cov{zy, 20} autocovariance
A A .
de zg et Weg; = R, = cov{zi,z;} = cov{z;, zi|Zi-1 = 3i1}; i =1,2, ...
autocovariance de z; matrice déterministe, d’ordre p, symétrique
T _
(Wogi = Wear)-

e
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On verra que W,y est indépendante de 3;_, car on verra que z; et Z;_;
sont gaussiens et que, par conséquent, Weg; = cov{z;, zi|Zi_1};i=1, 2, ...
— A A — — . _
n) By = R = cov{xg, X} = Raype, = Ilo autocovariance de xq
— A A — — .
et P, = in—xi— = cov{x;,x; } = cov{w;,xi|Zioy = Bica}; i = 1,2, ...
autocovariance de x; matrice déterministe, d’ordre n, symétrique

(P7T = P7). On verra que P, est indépendante de 3;_; car on verra que z;

et Z;_ 1 sont gaussiens [13]? et que, par conséquent, P, = cov{z;, x;|Z; 1} ;
i=1,2, ...
0) PF 2 R+ & cov{x) x|} = cov{wy,w|Z; = 3;};i =0,1,...

autocovariance de x;” matrice déterministe, d’ordre n, symétrique
(P = P). On verra que P, est indépendante de 3; car on verra que
z; et Z; sont gaussiens [13]% et que, par conséquent, P;" = cov{z;, x;|Z;} ;
i=0,1, ...

p) RX;ZZ, 2 cov{x;,z;} = cov{ws, 2| Z;_1 = 3;_1};i=1,2, ... intercova-
riance de x; et de z; matrice déterministe, de dimension n X p.

On verra que R_-_ estindépendante de 3;_1 car on verra que x;, z; et Z;_1

X,L- Z;

sont gaussiens et que, par conséquent, RX;ZZ_ = cov{w;, zi|Zi1};i=1,2, ...

3.2 Conditions initiales

On suppose que m,, = 0 et que 1l est connue.

3.3 Hypotheses

On suppose que :

e 1, est gaussien.

A R . . .
® Ry = cov{vai,wgy =0;1=0, 1, ...;7=0, 1, ... intercovariance
de vy et wy; (on pourrait ne pas le supposer : [5]°).
A . . .
® Ry, = cov{zo,vg} =0; j =0, 1, ... intercovariance de xq et vy

(xo et vg; ne sont pas corrélés donc sont indépendants puisqu’ils sont gaus-
siens).

® Roguwy £ cov{rg,wg} =0; j =0, 1, ... intercovariance de 7 et wy;
(zo et wq; ne sont pas corrélés donc sont indépendants puisqu’ils sont gaus-
siens).

3. éq. 5-16
4. éq. 5-32
5. ch. 9. p. 310 et suivantes
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3.4 Etat discret du processus

3.4.1 Equation discrete stochastique d’état

On suppose que I'évolution de I'état du processus est donné par I’équation
discrete :

’xi—&-l :Adiasmtvdi;i:O, 1, ‘ [13]6

Ay, supposée connue, matrice déterministe, d’ordre n, supposée stable,
ou de Hurwitz, i.e. telle que ses valeurs propres sont situées strictement dans
le demi-plan complexe gauche.

3.4.2 Vecteur z;;1=0, 1,
3.4.2.1 Le vecteur z;; =0, 1, ... est gaussien
Démonstration

T est gaussien
x1 = Ago o + vqo est gaussien par combinaison linéaire de vecteurs gaus-
siens.

To = Ag1 T + vg1 est gaussien pour la méme raison et, par conséquent,
de proche en proche on démontre que z; est gaussien QED.

3.4.2.2 Le vecteur z;; =0, 1, ... est centré

my, = 054 =20, 1, ... vecteur déterministe, de dimension n et x; est
bien centré.

Démonstration
Maiy = MAg v — Agi Mz + My, = Adgi My, -

Donc puisque m,, =0 : m,, =0, m,, =0, ... QED.

3.4.3 Calcul de R,,,, £ cov{z;, vy} pour i < j
Ry =0;i=0,1,..;j=i,i+1,...
Démonstration

levdj = AdO R:L'dej + Rvdovdj = 07
Rzgvdj - Adl Rzlvdj + Rvdlvdj - 0

6. éq. 5-1b (en supposant I'entrée nulle)
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Finalement, de proche en proche :
Ry, =050=0,1,...;7=14,1+1,... QED.

3.4.4 Calcul de R,,,, = cov{w,wg};i=0,1,...;
i=0,1,...
Ropy =050=0,1,...;5=0,1,....
Démonstration

lewdj - R(Ado x0+vd0)wdj — AdO Rmowdj + Rvdowdj - 0
Racgwdj = R(Adl T1+v41) W Adl Rl'lwdj + Rvdlwdj =0.
Finalement, de proche en proche :

Riwy; =0;1=0,1,...;7=0,1,... QED.

3.4.5 Calcul de I’équation discrete déterministe vérifiée
par ’autocovariance de I’état

i = Ay I; AL +Vy ;i =0, 1, ..., avec la condition initiale ITy connue.
Démonstration

Il 44 £ R$i+1xi+1 = R(Adi xi+vgi) (Ads Titvas)
= Adi Rxlxl Agz‘—i_Rvdivdi +Adz R:cz Udi—i_Rgivdi A?i; = Adi 1I; Az;ﬂ‘vdz 1= Oa 17 s
QED.

3.5 Observation discrete du processus

3.5.1 Equation discrete stochastique d’observation bruitée

On suppose que 'observation bruitée disponible z; est telle que :

2i=Cimi+wg i=0, 1, \ [13)7

avec (;, supposée connue, matrice déterministe, de dimension p x n.

Remarque : y; = C;z;; ¢ =0, 1, ... est 'observation non bruitée non
disponible.

7. éqs. 5-4 et 5-20
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3.5.2 Vecteur z;; =0, 1,
3.5.2.1 Le vecteur z;;i=0, 1, ... est gaussien
Démonstration

z; = C; x;4+wy; est gaussien par combinaison linéaire de vecteurs gaussiens
[13] QED (et bien sur y; est gaussien).

3.5.2.2 Le vecteur z;;i=0, 1, ... est centré
m, = 0;7=0, 1, ... : vecteur déterministe, de dimension n et z; est
bien centré (et bien sur y; est centré : my,, =0;i=0, 1, ...).
Démonstration

Mz = MC; mitwa; — & Mg, 4 My, = 0 QED.

3.5.3 Vecteurs 7, ;;:=1, 2, ...et Z;;1:=0, 1,

3.5.3.1 Les vecteurs 7, ;¢ =1, 2, ... et Z;5: =20, 1, ... sont
gaussiens
Démonstrations
Zia=2L ... zﬁl]T et 2o, ..., zi_1;1=1,2, ... sont gaussiens QED.
Zi=[ ... zZT}T et zg, ..., z;; 1 =0, 1, ... sont gaussiens QED.
3.5.3.2 Les vecteurs 7Z; ;i =1, 2, ... et Z;5 1 =0, 1, ... sont
centrés
mz,_, =07 ... 07" i =1,2, ... vecteur déterministe, de dimension i p

et Z;_1 est bien centré.

my = [0 ... OT]T; i=0,1,...:vecteur déterministe, de dimension
(i + 1) p et Z; est bien centré.

Démonstrations
T T 17 _ T, _
oot T=p.. 07;i=12 .. QED.
my, =[m? .. .mT)" =0...0";i=0,1,... QED.

20 Zi

mz, , = [m

3.5.4 Calculsdem,, 7, ;i=1,2,...etm,z;:=0,1,...

On verra plus tard que ces deux vecteurs sont les estimateurs de x;.
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_ -1 A

Mz, = Reyz Ry 5 Zia;i=1,2, ...
-1 .

Mz, = Rz, Ry g Zi; 1 =0, 1, ...

Démonstrations
x; et Z;_1 étant gaussiens et centrés :

My Z;_y = My + Rwizi—l RZi_lzi_l (Zz—l mZi—l)
— -1 L
= RIiZ@;1 RZi—lzi—l Zi—l ;1= 1, 2, N QED

x; et Z; étant gaussiens et centrés :

My, z; = Mg, +R967;Z¢ RE}ZZ, (Zl —mZZ.) = inzi RE}ZZ, Zz ) 1= 0, 1, e QED

3.5.5 Calculde m,z ;i=1,2,...
On verra plus tard que ce vecteur est 1’estimateur de z;.
Moz, =Rz R, ,  Zia;i=1,2, ...
Démonstration
z; et Z;_1 étant gaussiens et centrés :

_ —1
M|z = My, + RZiZifl Rzi,lzi,l (Zi—l - mZifl)
— -1 Ci
- RZiZi,1 RZi71Zi71 Zi,l ) 1= 1, 2, PN QED

3.5.6 Calcul de R.,, = cov{z;, v} pour 0 <i<j
Ry =056=0, 1, ..;j=i,i+1,...
Démonstration

Rzivdj - R(Ci Titwg;) vy Ci Rﬂ?ivdj + Rwdﬂ)dj =0;
1=0,1, ...;7=14,1+1, ... QED.

3.5.6.1 Corollaires

RvdiZiﬂ = COU{Udia Zz’—l} =0;:=1, 2, ...
Rz, £ cov{vg;, Z;} =0;i=0, 1, ...
My Zi1 = 0, 1= 1, 2, ..

My Z; :O; ZIO, 1,

cov{vgi, Vai| Zioa} = Vs i =1, 2, ...
cov{vgi, vai| Zi} = Vg0 =0, 1, ...
cov{x;,vg|Zi1} =0;1=1, 2, ...
cov{z;,v4|2;} =0;1=0, 1, ...
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Démonstrations

_ pT  _ _ pT _ _ pT  _
Ryjizo = Ry, =0, ooy Rygiz oy = R,y =0, Ryyey = RS, = 0. Donc
vg; Nest pas corrélé avec zo, ..., z_1 (i.e. n’est pas corrélé avec Z;_1) et n’est
pas corrélé avec zo, ..., z; (i.e. n’est pas corrélé avec Z;). Donc R,,.z,_, = 0;

1=1,2,...QEDet R,,,z,=0;7=0, 1, ... QED.
vai, Zi—1 et Z; étant gaussiens :

® Myy 7y = Moy + R”dizi—l Rzl,lzi,l (Zifl - mZiq) =0;¢=1,2, ...
QED.

® Myy|z; = Mug; + Rz, REZ-IZZ- (Zl - mZi) =0;:=0, 1, ... QED.

] CO’U{'UdZ', ’Udi’Zifl} = Rvdivdi—RvdiZFl Rzllei71 RdeiZFl = Vdi 3 1= 1, 2, Ce
QED.

o cov{vai, vai| Zi} = Rugvy — Rogze Rz'z RE 7 =Vai;i=0, 1, ... QED.

xi, Vg et Z;_1 étant gaussiens :

_ -1 T N
o cov{w;,vai|Zi 1} = Raypwyy — Rz Ry 5 R,z =05i=1,2, ...
QED.

T, Vg et Z; étant gaussiens :

o cov{w;,v4i|Z;} = Ruoyy — Ruiz, Rz)z RY, , =0;i=0, 1, ... QED.

3.5.7 Calcul de R.,,, = cov{z,wg};1=0, 1,
;5 7=0,1, ...
Ruy = Waibij5i=0,1, ...;5=0,1,....
Démonstration

Rziwdj - R(Cl wi+wdi)wdj - Ol Rmiwdj + Rwdiwdj - Wdz 61] QED

3.5.7.1 Corollaires

RwdiZi—l £ cov{wdi, Zi—l} =0;:=1, 2, ...

Mg 21 = 0; 1= 1, 2, A

cov{wai, Wgi | Zi-1} = Wai=1, 2, ...,

cov{z;, wg|Z; 1} =0;i=1, 2, ...

Weai = Ci P CT + Wy i=0, 1, ... [13]% et [5]°.

8. éq. 5-25
9. éq. 9-2-18
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Démonstrations

_ T _ _ T _ )
Ruyyizg = Ropwy = 0, ooy Rugziy = R, = 0. Donc wg; n’est pas
corrélé avec zp, ..., z;—1 (i.e. n’est pas corrélé avec Z;_1). Donc Ry, z,_, = 0;

1=1, 2, ... QED.
wy; et Z;_ étant gaussiens :

® My |Zi—y = My T Ryyz, 4 Rzl,lzi,l (Zifl - mZ¢71) =0;:1=1, 2, ...
QED.

d COU{wdi? wdi|Z'—1} = Rwdiwdi - RwdiZi—l RZ_lZi_l deiZi_l = Wai;
1=1, 2, ... QED.

i, Wy et Z;_1 étant gaussiens :

] COU{QJi, wdi\Zi,l} = inwdi _RwiZi71 Rgil—lzi—l deizi_l = 07 1= 1, 2, ce
QED.

eSii=0: WedO - Rzozo - R(C’o zo+wqo)(Co zo+wyo)
= Co Rugay Cf + Rugywao + Co Reguway + R,y C3 = Co Py Cf + Wao QED.

eSii=1,2 ...: Wey = cov{z, z|Zi_1}
= cov{(C; zi+wa), (C; xi+wa)| Zi—1} = Ci cov{zy, x| Z; 1} CF+cov{wg;, wai| Zi 1}
+ Cz COU{QJi, wdi\Zi,l} + COUT{.Z'i, wdi]Zl-,l} CZT = Cz P; ClT + Wdi QED

3.5.8 Vecteurs x; et x; ;i=0, 1,

3.5.8.1 Les vecteurs x; et x; ;i=0, 1, ... sont gaussiens

Démonstrations

X, = Zo est gaussien QED

x; et Z;_1 étant gaussiens :

X; = (24|Zi-1 = 3i-1) ;i =1, 2, ... est gaussien QED

x; et Z; étant gaussiens :

x| = (z;]Z; =3:i);i=0, 1, ... est gaussien QED.

3.5.8.2 Moyennes des vecteurs x; et x; ;i=0, 1, ...

On verra plus tard que ces deux moyennes sont les estimées de x;.

my- =0
o -1 e . . .. .
my- = Ryz, Ry 5 3ic1;i=1,2, ... vecteur déterministe, de di-
mension n.
o -1 L . , .o . .
Myt = R,z RZiZi 3;,;1=0,1, ...:vecteur déterministe, de dimension n.
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Démonstrations
m.- =mg = 0 QED
X xo Q
x; et Z;_1 étant gaussiens et centrés :

-1 -1
mxi— = mxi + inZi—l RZ¢—1Z1'—1 (37;—1 - mZi_l) = R-'EiZi—l RZi—lzi—l 31'_1 ’
i=1,2,...QED

x; et Z; étant gaussiens et centrés :

Mt = My, + Ra,z, R;}Zi (3i —mz) = Ruz, Ry, 3::i=0,1, ... QED.

3.5.9 Vecteur z;;:=0, 1,

3.5.9.1 Le vecteur z;; i =0, 1, ... est gaussien

Démonstrations
7o = 2g est gaussien QED
z; et Z;_1 étant gaussiens :

zi = (z|Zi-1 = 3i21) ;1 =1, 2, ... est gaussien QED.

3.5.9.2 Moyenne du vecteur z;; ¢ =0, 1, ...
On verra plus tard que cette moyenne est 1’estimée de z;.

My, =0
m, = R,z _, RZAZH 3i—1; 4 = 1,2, ... : vecteur déterministe, de di-

7

mension n.

Démonstrations

My, = My, =0 QED

z; et Z;_1 étant gaussiens et centrés :

- -1 _ -1 .

My, = My + RziZifl Rzi,lzi,l (31'*1 - mZ’L71> - RziZifl Rzi,lzi,l 32'*1 )
1=1,2,... QED
3.5.9.3 Autocovariance du vecteur z;; i =1, 2, ...

Wesi = R.,., — R R, RT

edi — “lz;z; 2i i1tz z, Az
Démonstration

Weai = Rzizi = COU{% Zi\Ziq}-
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Et d’apres la formule de 'autocovariance conditionnelle dans le cas gaus-
sien :

_ -1 T
Wedz - Rzlzl - RziZi—l RZ,-_lz,-_l RziZi—l QED

3.5.10 Calcul de Ry, 31=0,1,...
R, =P Cliyi=01,...
Démonstration
Sii=0:
R,y = Ragzg = Rag(Comorwan) = Raoao CT + Rigw, = Py CF QED.
Sii=1,2,...:

R, -, = cov{w;, zi|Z; 1} = cov{z;, Ciwi + wai| Zi1 }
= cov{z;, ;| Z;_1} CF + cov{x;,wg| Z; 1} = P, CF QED.

3.5.11 Calcul de x; en fonction de x; ;i =0, 1, ...
xf=(x;|zi=¢);i=0,1, ...

)

Démonstration
Sii=0:
Xy £ (20| Zo = 30) = (zo]20 = o) = (% |20 = (o) QED.

On a vu que :
@] =[2]) =y =nley=mn =

Sii=1,2,...posons ¢ = x;, y = Z;_1, ( £ (;; alors [Z} = 7; et

n&3,_1, 2% 2, alors [ Z ] = 3;. Il s’en suit que :

(1U2'|Zz' = 32) = [(«ri‘Zi—l = 31‘—1)’(27;|Zi—1 = 31’—1) = Cz]
Soit x; = (x; |z: =¢);i=0, 1, ... QED.

3.5.12 Gain de Kalman K4;;:=0,1, ...

Posons :

edi

Ky, & Rx_le_ R;i;i =P C’iT W-l-i=0,1,...|: matrice déterministe, de

dimension n x p, appelée gain de Kalman [13] .

10. éq. 5-38
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3.5.13 Calcul de P en fonction de P, ;i =0, 1, ...

7

PZ-Jr - (I—KdzCJRi - P; _KdiWediKZl;; 7, == 0, 1, e [15]11 et [13] 12.

Démonstration

Etant donné que x;” = (x |z = ¢;) : P = R4+ = cov{xy,x; |z = ¢}

Etant donné que x; et z; sont gaussiens :

Pt =cov{x;,x; |z} =R- - —R-, R} R

= B~ (P CH) W (CiP) = (I~ Ky C)) P
= ]DZ'__(Pz‘_ CZT Wedi_l) Wedi (Wedi_l Cz 137,_) = Pz‘__Kdi Wedi K:i’; ; 1= 07 17 <.
QED.

Remarque 1 : on a aussi P = [(P7) " + CT W5, C’i]_l ;
i=0,1,... [13]"

Démonstration

Le lemme d’inversion matricielle (cf. Annexe A), valable pour P et W
définies positives (P, > 0 et Wy; > 0) s’écrit :

(P) "+ CT Wy € = P = P CT (G CT 4 Wail ™ G Py

K3 (2

=P —P CI'W, 'C;Pr =P ;i=0,1,... QED.
Remarque 2 : on a aussi P;" (Pi_)_1 =1—-K4;C;;i=0,1, ...
Démonstration

PP = (P = Pr T W™ GoPD) (P) ™ = 1= P CT Woa ™ €

(2

Remarque 3 : on a aussi Kg = PFCI W, ' i=0,1, ...
Démonstration
Le lemme d’inversion matricielle (cf. Annexe A), valable pour P, et Wy,
définies positives (P, > 0 et Wy > 0) s’écrit
Wt = (Ci B CT + Wa)) ™
_q,-1
= Wt = Wi GICTWe Gt (P) ] CT Wi

Par conséquent :

11. éq 17-12
12. éq. 5-35
13. éq. 5-32
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Ku= P CTW5' = PrCT W5 G [CT W3 G+ (P7) 7 el Wiyt
= P {1 = (CT WL C) [CT Wit G+ (P Y e wry!

= P {1 [CTW;' Ci+ (PO Y [CT Wit ¢+ (P

1

+(P) T W G+ (P Y eT Wy

(2

— (P CTWr O] CT W = PYOT Wt i =0, 1, ... QED.

2 7

3.6 Estimations optimales, au sens des moin-
dres carrés

Etant donné que nous ne considérons que des estimations optimales, au
sens des moindres carrés et afin d’alléger 1'écriture, nous notons 7 , Z; et
Z; les estimateurs optimaux de x; et z;, définis ci-apres et T; , T} et ¢; leurs
erreurs respectives, sans utiliser d’indice 0 contrairement a ce que nous avions

fait dans le chapitre précédent.

De méme nous notons 5:7, Ej et a les estimées optimales, au sens des
moindres carrés et afin d’alléger ’écriture, de x; et z;, définies ci-apres, sans
utiliser d’indice 0 contrairement a ce que nous avions fait dans le chapitre
précédent. Nous allons donc considérer :

Les estimateurs optimauzr T; et T, du vecteur aléatoire gaussien et centré
x; connaisant les vecteurs aléatoires gaussiens et centrés Z; | et Z;, respec-
tivement et I’estimateur optimal Z; du vecteur aléatoire gaussien et centré z;
connaisant le vecteur aléatoire gaussien et centré Z; ;.

Les estimées optimales é}— et é} du vecteur aléatoire gaussien et centré
x; connaisant les réalisations 3;_; et 3; des vecteurs aléatoires gaussiens et
centrés Z; 1 et Z;, respectivement et [’estimée optimale, au sens des moindres
carrés, (; du vecteur aléatoire gaussien et centré z; connaisant la réalisation
3;_1 du vecteur aléatoire gaussien et centré Z;_;.

3.6.1 Estimateurs et erreurs des estimateurs
3.6.1.1 Estimateurs 7; et 7 de z;5i=0, 1, ...

~ A , .. . .
T, = my, = 0 vecteur déterministe, de dimension n et

~ A _ -1 L . . .
T, = Muyz_, = Rezi Ry 5 Zic1; 1 =1,2, ... vecteur aléatoire,

de dimension n [13]* et [5] 5.

14. p. 228 mais qui ne le définit jamais
15. p. 114
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sion n [13]16.

T & M|z, = Rayz, RZZi Zi;1=20,1,...: vecteur aléatoire, de dimen-
Les vecteurs 7; et 7, ; i =0, 1, ... sont gaussiens
Démonstrations

z, = 0 est gaussien QED.

Z;_1 étant gaussien :

~— _ —1 o .

T, =Ryz_ Ry 5  Zioi;i=1,2, ... est gaussien QED

Z; étant gaussien :

~ -1 L .

T =Ryz Ry, Zi;1=0,1, ... est gaussien QED.

Les vecteurs 7; et 7, ; i =0, 1, ... sont centrés

m.-=0;1=0,1, ...
mA+—O 9, = 0,1,...

Démonstrations

zo = 0 donc mgz- =0 QED

— _ -1 — 075 —
Mar = MR, . R;' ,  Zia = Ryz, Ry 5 mgz_, =05i=12 ...
QED
mAJr—ng;ZR Rxl RZZmZ O.i:O,l,...QED.

Autocovariances des estimateurs 7; et 7, de z;; i =0, 1,

Soient : ¥ = Ra. o 1 = 0,1, ... : matrice déterministe, d’ordre n,
symétrique (X; T =37 )[5]
PIpE= = RA+A+, = O, 1, ... : matrice déterministe, d’ordre n, symétrique
(5" =5).
Alors :
Yo =0
E’L__RIZ Zi— IRZZ 12— IRZ—; Zi_ 1’7/_1 2
Z:—_sz 1RZZR.Z‘Z; _07]‘7'
P =11, - %7 0,1,...[5]18,
P =11 — Z* 2—0,1,....
16. p. 226
17. éq. 9-2-26
18. éq. 9-2-29
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Démonstrations
Yy =0carz, =0 QED
>, =R~ =R —1 —1
4 T X, Rayz; 4 RZi—lzi—l Zi—1Ra; 2,4 RZi—lzi—l Zi-1
T _

- -1 -1 -1 T .
- inZi—l RZi_IZi_l RZi—IZi—l RZi_lz,-_l R.Z‘iZi_l - RIiZi—l RZi_lzi_l R.Z’iZl‘_l )

i=1,2,... QED
Z:_ - Rij—i;r - RRIiZi Rgilzi ZiRy, 7, Rgilzi Zi

=Ruz R, Ryz R, R, =R,z R, RY ,i=0,1,... QED
Py =1I) — ¥y car ¥; =0 QED.

Et, d’apres la formule de ’autocovariance conditionnelle dans le cas gaus-
sien :

cov{w;, ;| Zi-1} = Rya; — Ruyziy R, 5 RL ,  soit P =1L — X7 ;
i=1,2,...QED

cov{w;, ;| Z;} = Ryo,— Ra,z, Ry RL , soit P =1L—%];i=0,1, ...
QED

Remarque

Du calcul de P;" en fonction de P, on déduit que :

SE=%+P CIW_CP ;i=0,1,...
Calculs de R, ;- et de R -+;:=0,1, ...
R, .-=%";1=0,1,...

x;
oyt
R~T1/~T\j_ _E’L ,Z—O, 1,
Démonstrations
R, - =% =0 (car 7, =0) QED
_ _ -1 T _ .
RIEZEZ_ - Rzi(RziZi,1 Rg'lflz',l Z’i—l) - RQZiZifl RZ’Lleifl RwiZi,1 - ZZ ’

1=1,2,... QED.
Ru’v@j - Rli(RmZi Rgl.lzi Z) — inzi Rgilzi RHJC;ZZ - Zj_; 1=0,1,... QED.
Calculs de R;-, et de R;-, ;i=0,1,...
Ry, =0;i=0,1,...

T, v

i .
R’r\i—wdi:O;Z:(),l,...
Démonstrations

R =0 (car 7, = 0) QED

Ty Vdi

61



— Ry R, , RT.,  =0;

RI Vdi (Ra;z;_ 1R_ 12,y Zim1)vdi i—1 " VdiZi—1
1=1,2,... QED
_ -1 T —N-
Rx;wdz (Reyz; 4 Rf@ 1Zi Zi_1)wg; inZifl RZi—lzifl Rwdizifl =0;

3.6.1.2 Erreurs 7; et 7; des estimateurs de z;; i =0, 1,

T; 2x;,—7; ;i=0,1,...: vecteur aléatoire, de dimension n (T, = ).
&, -7 =0, 1 . : vecteur aléatoire, de dimension n.

Les vecteurs z; et f:r; =0, 1, ... sont gaussiens
Démonstrations

x; et T; étant gaussiens : 7, =x; —7; ;i =0, 1, ... est gaussien QED
z; et T étant gaussiens : ) = x; — T, ;i =0, 1, ... est gaussien QED.
Les vecteurs 7; et 7 ;i =0, 1, ... sont centrés

m-—=0;2=0,1, ...

x

Q .
m%j:O;z:Q 1, ...
Démonstrations
M= = Mg, — M- =0et Mt = Mg, — M+ =0;7=0,1, ... QED.

Autocovariances des erreurs 7; et 7; des estimateurs de z;;
1=0, 1,

R.-— =P ;i=0,1,

Ri?ﬂ%f = ‘Pz+a l = 07 ]-7

Démonstrations

Ry o = Rosyywimsy) = Rowni + Barar = Roar — By o
=1L+ -2 -2 =1, - =P ;:=0,1, ... QED.

(2

R@*zj = R(a:i—ij)(mi—ajr) = Ry, + RA+A+ - R wiEt R:ﬁj
=1L+ -3 -3 =1, - % = P*; z—()l .. QED.

Calculs de Rii’vdi et de Rx w3 0=10,1, ...

RE.—vdi =0;:=0,1,

Ri;wdi =0;:=0,1,
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Démonstrations

Rf.ifudi = invdi - Ri'ivdi - O, Z - 0, 1, e QED
Rffwdi = Riiwdi - Rf'iwdi — 07 1= O, 1, ce QED

3.6.1.3 Estimateur z; de z;;i=0, 1, ...

~ A , .o . .

Zo = my, = 0 vecteur déterministe, de dimension p et

PN _ -1 o _ L,

Zi =My z,, = Rez Ry 5 Zici;1=1,2, ... vecteur aléatoire, de
dimension p.

Le vecteur Z;; i =0, 1, ... est gaussien
Démonstration

Zo = 0 est gaussien QED.

Z;_1 étant gaussien :

Zi=R.z Ry, Zii;i=1,2 ... cstgaussien QED
Le vecteur Z;; i =0, 1, ... est centré

mgizo;i:(), 1,...

Démonstration
2o = 0 donc mz, = 0 QED
= _ —1 PR
mz, = mRZ-Zz—lREil_lzi_l Zi — R..z,_, RZi—IZi—l myg, , =0;1=1,2,...
QED

Autocovariance de ’estimateur z; de x;;i =0, 1, ...

2050 = 0

. — -1 T R

ZiZi RZiZi—l RZZv_lZi_l RziZi_l pi=1,2, ...
Démonstrations

Rz =0 car zp = 0 QED

R/Z\ﬁi = RR%Z

-1 -1
i1 Bz ZiaRyz; Ry g, Zia

i—1Zi—1 -1

_ -1 -1 T _ -1 T c_
- RZiZi—l Rzi,lzi,l RZi—lzi—l RZ— RziZi,l - RZiZi—l Rzi,lzi,l RziZ L=

1,2, ... QED e
Calcul de Rz, ;1=0,1, ...
Rz, =05;0=0,1, ...
Démonstration

Rz0, = 0 (car zp = 0) QED

i—1"
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Rz, = R(RZ.ZZ

— -1 T —0N-
i Zi1 joflzifl Zi—1)vai Rz RZ1‘71Z1'71 R =0;
i— ... QED.

Vi Zi—1

3.6.1.4 Erreur ¢; de Pestimateur de z;; i1 =0, 1, ...
A —~ . , . . .
e; =z —2;1=0,1,...: vecteur aléatoire, de dimension n (eg = 2p).

Cette erreur est appelée innovation et par certains auteurs résiduel
(cf. la section : Introduction de 'innovation).

Le vecteur e¢; est gaussien; 1 =0, 1, ...

Démonstration

z; et Z; étant gaussiens : e; = z; — 2;; 4 =0, 1, ... est gaussien QED
Le vecteur e;; 1 =0, 1, ... est centré : m,, =0;:=0, 1, ...
Démonstration

me, =m,, —mz, =0;1=0,1,... QED.

Calcul de R, ;1=0,1, ...
Rew,, =0;1=0,1, ...
Démonstration

Rep,, = Reww,, — Rz, = 0:i=0,1, ... QED.

3.6.1.5 Calcul de z; en fonction de z; ; i =0, 1, ...
zZi=Ciz;;i=0,1,...
Démonstration
Zi =Mz, = MG witwal Ziy = CiMay 2,y + Mgz, = Ci Ty 5
1=0,1,... QED.
3.6.1.6 Calcul de ¢; en fonctionde z; ; i =0, 1, ...
ei=0Cix; +wg;1=0,1,....
Démonstration
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3.6.1.7 Autocovariance de ’erreur ¢; de ’estimateur de z;

Ree, =Weai; 1=0,1, ...

Démonstration

Etant donné que e; = C; T; +wg on a Re,., = R(Ci B was) (C &7 +war)
=C; Ry~ OzT + Rugwy + Ci Rifwdi + R%fwd. OzT =G P GzT + Wai = Weas ;
i=0,1,... QED. '
3.6.1.8 Calculde R_;-;:=0,1, ...

R, z=CP ;i=0,1,...

Démonstration
— — T _ —. i
3.6.1.9 Calcul de l’estimateur 7, en fonction de I’estimateur 7; ;
i=0,1,...

T =7 + Kgiei= (I — Kg; C)T; + Kgizi;i=0,1, ...
Démonstration

~ -1 S
] = Ry,z, Ry 5 Z;. Mais :

Ry .z RT Zi
— lz _ 1—144—1 ZiZi— Z . i—1
R{L'.L‘Zi - |: inZi,1 RZ‘-LZZ :|7 ZiZi - R R ! 9 T .
2iZi—1 ZiZi <i

De plus le lemme d’inversion matricielle (cf. Annexe A) permet d’écrire :

—1 —1 T —1 —1 —1 T —1
RZz‘ 1Zi—1 + RZ'ile'ifl Rzizi—l Raay ez, RZi—lzi—l 7RZ1'—IZ'i—1 Rzizi—l Raiz;

—1 —1 —1
—Ryu; Reyz, RZi,lzi,l Ryu;

-1
(rappel : RZiZi = Rzzzz - RZiZi—l RZi,lZi,l RZ'ZZ',l)
Alors le calcul de @L conduit & :

-~ _ -1 T —1
a:i - mi + (szzz - RIiZifl RZi,lzi,l RziZifl) RZZ'ZZ' €

Soit ;7 = Z; + R.-, R, (% — %;). Et finalement :

K3

L/U\—-F:/.T\i_‘i‘Kdiei:(]_Kdici)/x\i_‘i‘Kdizi;i:Oa L, ... QED.

7
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3.6.1.10 Calcul de ’erreur 7; en fonction de l’erreur 7; ;
i=01,...
T = - KuC)T; — Kgpwg;; =0, 1, ... [15] 1.
Démonstration

’er :Qiz—fj :xz—fj—Kdl(C’z&?;erdz) = (I—Kdzcl)f; —Kdiwdi;

7

i=0,1,.. QED.

3.6.2 Estimées
3.6.2.1 Estimées E; et Ej de z;;i=0,1, ...

A , .. . .

& = my- = 0 vecteur déterministe, de dimension n et

- A — -1 . . ; .

& = my- = Ryz,, Ry 5 Bic1; 1 =1,2, ... vecteur déterministe,
de dimension n [13] %°.

o A - . . . .

&= ma+ = Ryz Rzilzi .01 =20,1,...: vecteur déterministe, de di-

mension n [113] 21

3.6.2.2 Erreurs E; et g;’ des estimées de z;; 1 =0, 1, ...

E; =& —& ;1=0,1,...: vecteur déterministe, de dimension n

(2

(60_5 60)7 N

Er=¢&—-&i=0,1,...: vecteur déterministe, de dimension n.
3.6.2.3 Estimée (; de z,;i=0, 1, ...

G2 m,, = 0 vecteur déterministe, de dimension n et

GEmy =R,z , RZAZH 3i-1;1=1,2 ... vecteur déterministe, de
dimension p.
3.6.2.4 Erreur ¢; de ’estimée de z;; 1 =0, 1, ...

g, =C¢—C;i=0,1,...:vecteur déterministe, de dimension n (g9 = (),

19. éq. 17-10
20. éq. 5-14
21. éq. 5-9
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3.6.2.5 Calcul de a en fonction de E{; 1=0,1, ...
G=Ci& i=0,1,....
Démonstration
Les estimées sont les valeurs des estimateurs pour la réalisation 3,_; de
Z;i—1 QED.
3.6.2.6 Calcul de Ej en fonction de E; 1i=0,1, ...
& =& + Kye [13]2, 00 & = (I — K C) & + Ky ¢ [13] 23
Démonstration

Les estimées sont les valeurs des estimateurs pour les réalisations 3;_; et
3; de Z;_1 et Z; respectivement QED.

3.7 Transitionde ¢t/ at_,;i=0,1,...

3.7.1 Calcul de P_, en fonction de P";i=0,1, ...

PLi=Au Pt AL +Vyi=0,1,...|

Démonstration

P = cov{ziy1, 21| Zi} = cov{Agi 2 + Vai, Agi T3 + vai| Zi }
= Ag cov{x;, 2| Z;} AL + cov{vgi, vai| Zi}
+ Agi cov{zi, va:| Z;} + covT {xy, 045 Zi} AL = Ag; P AL + Vi QED.

3.7.2 Calcul de 7;,, en fonction de z;; i = 0,1, ...
(transition pour les estimateurs)

— AL St
T, =Aur;i=0,1,...|

Démonstration

Livr = May 112, = MAG 2itva:| Zi = Agi M| Z; + Mog|2; = Agi €y QED.

22. éq 5-34
23. p. 215
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3.7.3 Calculde &, en fonctionde & ;i =0, 1, ... (tran-
sition pour les estimées)

~ -~

§i_+1:Adi§i+;i:O, 1, ... [13]*

Démonstration

Les estimées sont les valeurs des estimateurs pour la réalisation 3; de Z;
QED.

24. éq. 5-15
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3.8 Equations du filtre de Kalman pour les

estimées
IAnitialisation
§ =0 [13]*

Py =1, (rappel : TIy supposé connu) [13] 26

Premiere forme avec calcul de W,y

Pour :=0,1,...:

Weai = C; P CT + Wy; (rappel : Wy; supposé connu)
Ky = P7 CI W' [13]%7

PZ-Jr = (I - Kdi Cz) F)ii [13] 28 ou P)i+ = P; - Kdi Wedi Kg;
& =& +Ku (G- C&) ondf = (1= KaC) & + Kai G [13]%
Eijrl = Adi/-\Pi+ Ag; + V;h [13] 30

§on = Aas & [13]7

Fin pour.

Seconde forme sans calcul de W4

Pour :=0,1, ...:

Pr=[(P) '+l wite]

Ky =Prcrwy!

& =8 + Ky (G—Ci&) ou &l = (I — Ky C) & + Ky ¢ [13] %
Py = Ag PFAG + Vs [13]%

€ = Aai & [13]

Fin pour.

Remarque : dans [13] 'agencement des équations du filtre est différent
car la premiere mesure est considérée a t; et non, comme ici, a tg.

25. éq. 5-41
26. éq. 5-42
27. éq. 5-38
28. éq. 5-40
29. éq. 5-39
30. éq. 5-37
31. éq. 5-36
32. éq. 5-39
33. éq. 5-37
34. éq. 5-36
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3.9 Introduction de 'innovation

3.9.1 Procédure recursive de Gram-Schmidt

Pour cette procédure cf. [5]%.

Soit, & partir des (i + 1) vecteurs aléatoires zy, ..., z;, de dimensions p,
les (i + 1) vecteurs aléatoires e, ..., €;*°, de dimensions p, tels que :

€y = ZO

€1 = Rzleo Re_oeo

€y = Rzgeo Reoeo RZ2€1 Re161

_ - 1

€i—1 = Zj—1 — Rzl 1€0 Reoeo e T Rzz 1€—2 Rel 2€;_2 €i—2

ei =2 — R.eo Rob e0— ... — Rziei VR e

En effet on va montrer que Ry, ..., Re,_,¢,_, sont définies positives
(Regeo > 0, ..., Rege, > 0) donc inversibles.

Alors : {zo, ..., z;} € L(eo, .., €;) (espace linéaire engendré par les vec-
teurs eq, ..., €).

Démonstration

20 = ey € L(eg)

21 = RZ160 Reoeo e +e € ,C(BQ, 61)
Rzleo Reoeo .+ Rziei 1 Re_z 1€i—1 €i—1 + €; € ‘C(eOa cety ei) QED
Et :
{eo, ..., e} € Lz, ..., 2).
Démonstration

€y = Zo € E(ZQ)

€1 = R2160 R6060 2o € ﬁ(ZO, 21)
€2 = R22€0 Reoeo RZ261 Relel ( Rzleo Re_oeo 0) S E('ZOv 21, 22)
et, de proche en proche, e; € L(z, ..., z) QED.

35. § 4.2.1 pp. 125-127
36. nous verons plus loin que e; est effectivement I'innovation introduite précédemment
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Par conséquent :
ﬁ(eo, Cey 62') = E(Zo, cey Zi)

L’intéret de cette procédure est que Re,e, =037 =0, ..., 9;k=0, ..., ¢;
J # k alors que R, ., # 0, dans les mémes conditions d’indices.

Démonstration

Z) 7=1

Reiey = Rojey — Riyey Ryl Rege, = 0 et donc Repe, = Rzleo =0
i) j =2

_ —1 —1 _
R8260 _ R22€0 - Rzzeo Regeo Reoeo - R22€1 Relel Releo =0 et donc
_ pT _
R€0€2 - REQEO - O

_ -1 -1 _
Reyer = Rupey — Rupey Rt Reger — Rupey B2t Reye, = 0 et done
_ pT _
Reo,=RL, =0

esel

Et ainsi, de proche en proche, R..., = 0; 7 =0,...,4; k =0,...,71;
Jj # k QED.

Soient :

Eig 20l . el )" i =1,2, ... vecteur aléatoire gaussien et centré,
de dimension 7 p.

E 2l el =[EL,e7)":i=0,1, ... vecteur aléatoire gaussien et

centré, de dimension (i 4 1) p.

3.9.2 Estimateurs

3.9.2.1 Calcul des estimateurs avec les innovations

Etant donné que L(eq, ..., e;_1) = L(zq, ..., zi—1) et que
L(eg, ..., €)= L(20, ..., z;) on en déduit que :

/fz_ = Myy|Z,1 = /‘fz_ = Mgy |E;_qs

~ _

~ _
Ty = Myy|z; = Ty = Myy| By
Zi = Myy|z,y = Zi = My B, -

Et, par conséquent :

~ _ —1

'Ii - inEifl REiflEifl Ei_l
~ —1

> —1
R = RZiEifl RE/L',lEifl Ei_l
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RGOGO 0 €o
Donc Z; = | Ruey - Repery | : : : :
0 N R€i7161‘71 €i—1
. LS 7—1 1 ]
Finalement : z; = 3 . R...; R_ ¢ €;.
Et, par conséquent, on constate que :
i—1
— 2o R, Re
Soit :
ei =z —z;; 1 =0,1,...: vecteur aléatoire gaussien et centré (cf. ci-

devant), de dimension p, souvent appelé innovation [13]37 et [5]3® est 'erreur
de l'estimateur z; de z; (rappel : ey = 2g).
=3 RW] Wedj ej;i=1,2,...[5%,

Z] =0 xze] ed] 6J7Z_O 1
ZZ o Ree, Woeji=1,2 ... (rappel Zo = 0).

3.10 Estimations prédites

Nous utilisons I'indice p pour les estimations prédites. Soient :

A . . , L. . .
Kpsi = Agi Kgi; @ = 0,1, ... : matrice déterministe, de dimension n x

p [5]%,
Apai & Agi—Kpgi Oy = Agi (I—K4Cy) ;i =0, 1, ... matrice déterministe,
d’ordre n [5] 1.

3.10.1 Estimateurs prédits
3.10.1.1 Calcul de 7, , en fonction de Z;

Ty = Aai Ty + Kpaiei [5] ™ ou T = Apai 7 + Kpai 2 [5]

37. éq. 5.61
38. p. 312
39. éq. 9-2-3
40. éq. 9.2.22
41. éq. 9.2.9
42. éq. 9-2-7
43. éq. 9-2-9
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Démonstrations

~ %
Lit1 - Ej =0 szﬂeg Wedj - ZJ =0 R (Adi zitvai)e; Wedj €j
. 1
- Adl Z] =0 RI i€ W dj €j + Z] =0 R”dzej Wedj
i—1
= Ay Y2 Ruve, Wik €+ Aui Rue, Wigh e

edj

== Adz {L‘ + Adz P CZT Wedz €; = Adi /l‘\z_ + Adi Kdi €; = Adi /l‘\z_ + Kpdi €; QED
Et :

f;—l—l = Adi &'\; + Kpdi (Zl' — CZ &'\;) = (Adz — Kpdi Oz) 53'\; + Kpdi Zi
= Apdi f; —+ Kpdi Zi QED

3.10.1.2 Calcul de 7;,, en fonction de z;

~— g e _ ~ 44
T = Au®;, +va — Kpgi e = Apai T + Vg — Kpai wa; [5] %

Démonstrations
Ty = i1 =2y = (Agi 2i+vai) — (Agi T +Kpai €i) = Agi Ty +vai—Kpai €
QED, et :

gi_-i-l = Adi Ez_ + Vdi — Kpdi (Cz EZ_ + wdi) = Apdi Ez_ + Vdi — Kpdi ’LUdZQED

3.10.1.3 Calcul de P, en fonction de P,
z+1 Adz P Adz + V;h — Kpdi Wedz KT [5] 45, et :

pdi

szrl Apdl P Apdz + ‘/C-ll + Kpdi Wdl K;:iz [5]
Démonstrations
p-

i+l R z+1“z+1 - R(Adz Z; +vai—Kpai €i)(Aas T, +vai—Kpdi €i)
T
= Ay R~—~— A i+ Royvg + Kpdi Rege; KK

pdi
+2 A4 Ry, — 2 Agi Ry o, Ky — 2 Roye, K1

pdi

:Adl_PZ_Ag;—i'_‘/dz—f_Kp ZWEdZKp 2AdZP CTKI;I,L

- Adi PZ-_ A,(Z;z +V;h —|— Kpdi Wede 2AdzP CT KZI; A,(Zi;
=AdiP‘A§;+wz+KpdiWede —2Ay4 P CFW I C P AL

- Adz P Azll+‘/;lz +Kpdi Wedz Kpdz (Adz P 07,T Wedz) Wedz (Wedi Cz Pi_ Agz)

— Adz PZ Adz + V;lz + Kpdi Wedz K -2 Kpdz Wedz Kp di
= Ay Pi_ A:‘Z + Vi — Kpdi W e K pdi QED et :

44. éq. 9-2-23
45. 6q. 9-2-14
46. 6q. 9-2-24
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szﬂ Ri- -~ =R

T 1T (Apai T; +va;—Kpas wai) (Apai T; +vai—Kpdi wai)
= Apai Ry Apgi + Rogvas + Kpai Rugywg Kpai
+ 2 Apas R~¢ — 2 A4 Rm wa; ngh 2Ry, 0wy KZ;IZ
= Apii P Apdz + Vi + Kpdz W K pdz QED.

3.10.1.4 Calcul de X, en fonction de ¥

Ce calcul n’intervient pas dans les équations du filtre de Kalman.

Y = A X AY + Kpai Weai K Jg; [5]

Démonstration
22_4_1 1—Ii+1 z+1 (Adz H A£+de) (Adz P_ Ag;"i_v;lz Kpdz Wedz Kg;h)
- Adz (H -PZ_) Adl + Kpdz Wedz Adz E Adz + Kpdz Wedz pd@ QED

3.10.1.5 Calcul de &, en fonction de &

En1 = A& + Kpaiei 5] et &1y = Apai & + Kpai Gi [5] %
Démonstrations
é\z—i-l = Adzf = Ay (I — Ky C )5 + Ky Cl] Donc :

Z) gz-i—l - Adlg + K pdi (CZ Ci Cz) Adzg + K pdi €i QED
7’7’) ’£z+1 - Apdz£ + Kpdi C@ QED

47. 6q. 9-2-27
48. p. 316
49. 6q. 9.3.1 et p. 318
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3.11 Equations du filtre de Kalman pour les
estimées prédites

Initialisation

& =015

Py =Tl (rappel : IIj supposé connu)

Pour :=0,1,...:

Weai = C; P CT + Wy, (rappel : Wy; supposé connu)
Kpai = Agi P CF Weai

gi=G—Ci& 5]

§i1 = Aai & + Kpaiei [5]”°

P = Au P AL 4 Vi — Kpagi Weas K,?,Fdi

Fin pour.

50. éq. 9-2-32
51. 6q.9-2-32
52. éq. 9-2-33
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Chapitre 4

Passage du filtre discret au
filtre continu de Kalman

Ce passage est expliqué par Kailath et al. [5] 1.

4.1 Introduction
Considérons toujours des instants discrets t; =tg+1A;1=0, 1, ...
(avec A < petit ).

Soit n(t); to < t un bruit blanc gaussien centré : vecteur aléatoire ; donc
tel que :

Mp(t) = E{n(t)} =0ty <t
Ron(t,7) = cov{n(t),n(t)} = N(t)6(t —7); to < t, o < 7.
Et soit n; £ % [ n(t) dt.

Alors n; =~ n(t;) et n; est un bruit blanc gaussien, centré : vecteur
aléatoire ; donc tel que :

mp, = E{n;} =0;1=0,

7

0,1, ...
Rninj = COU{TLZ‘, nj} = % N(t@> 5ij ) to < t, to < T.
Démonstration

my, = % jZiH mn(t) dt =0 QED

1. Chapitre 16, p. 617
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nm] = cov{% ft dt, L ;H )dT}_ s ftm Ron(t,7) dt dr

t1+1 Ltj+1 N (t dt dr = J+1 dT en posant
(

€
Az
L [[TUN(t) 6t — 7) dt

0 si 7€]—o0t
N(

7') si T G]tz ti+1[
0 si T G]tH_l OO[

Alors g(1) =

Donc si j #iona g(r) = 0sur Jt; ¢ et Ry, =0
et sij=1onag(r)=N(r)sur |t;t;1] et
Run, = 2z ftii“ N(1)dr =~ —NX").

Finalement Rninj = % N(tz> (5@' QED
On va considérer, pour tg < t :

1) v(t) un bruit blanc gaussien centré : vecteur aléatoire, de dimension n,
donc tel que :

Mm@y =05t <t

va(t,T) = V(t) 5<t — T) ) to é t, to g T

2) w(t) un bruit blanc gaussien centré : vecteur aléatoire, de dimension
p, donc tel que :

M@y = 05 tg <1
wa(taT) = W(t) 5(t - 7-); tO < t) t() g T.

Définition de vy(t) et wy(t)
Soient vy(t) = Awv(t) et wy(t) = w(t).
Alors, de toute évidence :

1) vg(t) est un bruit blanc gaussien centré : vecteur aléatoire, de dimen-
sion n, donc tel que :

Mgy =05 to < T
Ry (t,7) = A?V () 0(t — 7); to < t, to < 7.

2) wgy(t) est un bruit blanc gaussien centré : vecteur aléatoire, de dimen-
sion p, donc tel que :

M,y = 05 to <1
Rwdwd(t7 T) = W(t) 5(t - T) ylo <t lo < T.

Soient vg; = vy(t;) et wy; = wq(t;).
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D’apres ce qui précede :

1) vg; est un bruit blanc gaussien, centré : vecteur aléatoire, de dimen-
sion n ; donc tel que :

My, =0;1=0,1, ...
R’Udivdj - % AQ V(tl) (5”
Soit Rvdivdj = %(tl) 51‘]’ avec ‘/d(tl) £ A V<t1>

2) wy; est un bruit blanc gaussien, centré : vecteur aléatoire, de dimen-
sion p; donc tel que :

My, =0;1=0,1, ...

Rwdiwdj - % W(tl) 57,]

Soit Rwdi = Wd(tz) 57;]' avec Wd(tz) =S WXL)

wdj

Et par conséquent on peut passer des quantités discretes aux quantités
continues grace aux tableaux suivants.

4.2 Passage des quantités discretes aux quan-
tités continues

4.2.1 Quantités vectorielles

’ discret continu ‘
A )
W = w(t)
Ty = ()
S = (L)
2(t) = Zi
T = 1(t)
S = H(l)
€; = e(tz)
i = &(t)
Gi = ((t)
Gi C(t;)
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4.2.2 Quantités matricielles

’ discret continu H discret continu ‘
fust = Alt)
K= V) AV = V()
AWy = W(tz) % = W_l(ti)
C; =  C(t;)
()
P = Pt)
P, —P" . )
Z+A = P(ti)
X = X(t:)
Z;HA_E; Z(tl)
A Wedi = We (tz) Wzdl = We_l (t’l)
Fa =  K(t)
AT
IP:A . = Ap(tZ)
. Kp(ti)

Remarque : étant donné que la matrice Ay a été supposée stable il en
est de méme de la matrice A(t;). En effet si A est une valeur propre de Ay;
alors % est une valeur propre de A(t;) et A étant située strictement dans le

: : A A1
demi-plan complexe gauche il en est de méme de “%-.

On verra que W, (t;) = W (t;), alors que Weq; # Wy et que K,(t;) = K(t;),
alors que K,q # K.

4.3 Equation différentielle stochastique d’état

(t;) = A(t;) x(t;) + v(t;).
Démonstration

Tit1 = Agi x; + vg;. Donc :

Tiv1 —x; = (Agi — I) x; + vg; 5 S01t :
T = Adgl r; + . Finalement :
x(t;) = A(t;) x(t;) + v(t;) QED.
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4.4 Calcul de II(t;)

I(t:) = A(t:) TI(t;) + 10(t;) AT(8:) + V (t).
Démonstration
Hi+1 = Adi Hz chl; + Vdi- Donc :

My — 11 = Agi T A — TL + Vi
= [AA(t) + I TI(L) [A A(t) + 1) = TI(t;) + A V(¢;) ; soit, en négligeant les
termes en A? :

Mol = A(#) TI(t;) + TI(t:) AT (;) + V(t;). Finalement :
[1(t;) = A(t;) I(t:) + 1I(t;) AT (t;) + V(t;) QED.

4.5 Equation stochastique d’observation bruitée
Démonstration
Zi = CZ T; + Wg;. Donc :
z2(t;) = C(t;) z(t;) + w(t;) QED.

4.6 Calcul de W,(t;) et W 1(t;)

We(t:) = W(t;) et W (t;) = WH(t:).
Démonstration
Weai = C; P CT + Wy;. Donc :

Weltd — C(t;) P(t;) OT (t;) + W)

W.(t;) = AC(t;) P(t;) CT(t;) + W(t;) et en faisant tendre A vers O :
We(ti) = W(tl> QED et We_l(ti) = W_l(tl) QED

C’est un point essentiel du filtre continu de Kalman qui apparait plus
simple que le filtre discret car W,(t;) = W (t;) alors que Weg; # Wy;.

4.7 Calcul du gain de Kalman K (t;)

K(t;) = P(t;) CT(t;) W=L(t;).
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Démonstration

K4 =P CTW_!. Donc :

AK(t;) = P(t;) CT(t;) AW L(t;). Mais W (t;) = W(t;) et donc :
K(t;) = P(t;) CT(t;) W=(t;) QED.

4.8 Calcul de K,(t;)

Démonstration
Ky = Agi Kgi. Donc :

AK,(t;) = [AA(t;) + I] A K(t;) ; soit
K,(t;) = [AA(t;) + I] K(t;) et en faisant tendre A vers 0 :

Ky(t;) = K(t;) QED.

C’est une autre simplification du filtre continu de Kalman par rapport au
filtre discret car K,(t;) = K(t;) alors que K, # Ka;.

4.9 Calcul de A,(t;)

A, (t) = A(ti) — K(t;) C(t;).

Démonstration

Apai = Agi — Kpai C;. Donc :

AA)+ T = AA(t;) + 1 — AK,(t) C(t;). Mais K,(t;) = K(t;) et

finalement :

Ap(ts) = A(t;) — K(t;) C(t:;) QED.

4.10 Calcul de X(t;)

5(t;) = 11(t;) — P(ts)-
Démonstration

¥, =1I; = P . Donc :
X(t;) = () — P(t;) QED.
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4.11 Calcul de P(t;)

P(t;) = A(t;) P(t:) + P(t;) AT (t;) + V (t:) — P(t;) C(t;) W= (t:) C(t;) P(t;)

(équation de Riccati).
Démonstration
P+1 = Adz P Adz + ‘/dz Kpdi Wedz Kpdz Donc :

P(tie1) = [AA(t) +1) P(6) [A A(ts) + 1+ AV (t:) = A Kp(t) We(t:) K7 (8) 5

soit :

P(tis1) — P( i) = A2 A(t;) P(t:) AT(t:) + A A(t;) P(t:) + A P(t:) AT (t)
+ AV (t;) = AKp(t;) We(t;) K] (t;) et en négligeant le terme en A® :

Ple Pl = A(ty) P(t) + P(t:) AT(6) + V(1) — K, (1) Wel(ts) K7 (1),

Etant donné que K,(t;) = K(t;) et que W,(t;) = W(L;) on a finalement :
P(t;) = A(t:) P(t:) + P(t:) AT (t:) + V(t:) = K(t:) W(t;) K" (t;) QED.
Mais K (t;) = P(t;) CT(t;) W~(t;), donc :

P(t;) = A(t:) P(t:) + P(t:) AT (t:) + V (t:) — P(t:) C(t:) W(t:) C(t:) P(t;)
QED.

4.12 Calcul de X(t;)

S(t) = Alty) 2(t;) + S(t) AT(t) + K (t:) W(ts) KT(t;).
Démonstration

Etant donné que X(t;) = II(t;) — P(;) on en déduit que :

B(t:) = H(t;) — P(t i) = [A(t:) () + 1I(%:) AT (t;) + V (t:)]
— [A(t:) P(t;) + P(t;) AT (t;) + V(t;) — K(t;) W(t;) KT(t;)] et finalement :

N(ti) = A(t:) B(t:) + B(t:) AT (8:) + K (1) W (t:) K" (t;) QED.

4.13 Calcul de z(t;)
2(t;) = C(t:) x(t:)
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Démonstration
zi = C(t;) x; . Donc :
Z(t;) = C(t;) 2(t;) QED.

4.14 Calcul de e(t;)

e(t;) = z(t;) — 2(t;) = 2(ti) — C(t;) T(t;).
Démonstration

ei =2z —z2; =2 — C;z; . Donc :

elts) = =(t) — 2(t;) = =(ti) — C(t) 7(t:) QED.
Remarque : alors z2(t;) = C(t;) T(t;) + e(t;).

4.15 Calcul de Z(t;)

T(t) = A(t) T(t;) + K (&) e(t;) ou Z(t;) = Ay(t;) B(t;) + K (t;) 2(t)
Démonstrations
T, = A ®; + Ky e;. Donc :
B(ti) = [AA(t:) + 1 3(t:) + A Ky (t:) e(t), soit :
M) 80) — A(4) F(t) + K (1) e(t;). Mais K,(t;) = K(t;) et finalement :
B(t;) = A(t:) 2(t:) + K (t:) e(t;) QED.
De plus A(t;) = A,(t;) + K(t;) C(t;) et donc :
B(t:) = [Ap(ti) + K (t;) C(1:)] B(t:) + K (&) e(t:)
= A () B(t;) + K (&) [C8:) T(ts) + e(t)] = Ap(t:) B(t:) + K (£) 2(t;) QED.

AN

4.16 Calcul de ((t;)
C(t:) = C(t:) E(t:)

Démonstration
G = C’ig{. Donc :

~

((t;) = C(t;) €(t;) QED.
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4.17 Calcul de ¢(t;)
et:) = ((t:) — (L)

Démonstration

g; = ( — 7. Donc :

e(t;) = ¢(t:) — {(t;) QED.

4.18 Calcul de g(tz)

§lt) = A(t) €(t) + K (1) e(t) on €(t:) = Ap(t:) E(t:) + K (1) C(t)
Démonstrations

gz_Jrl = Aui é\_ + Kpq;€;. Donc :
( i+1) = [AA(t;) + 1] E(tz) + A K,(t;) e(t;), soit :

E(ts +1) E(ti) _ Aty )g( ti)+ Kp(t:) e(t;). Mais K,(t;) = K(t;) et finalement :

€(t:) = A(t:) E(t:) + K (t:) e(t:) QED.
De plus A(t;) = A,(t;) + K(t;) C(t;) et donc :

(¢
E(t:) = [Ay () + K (1) C()]E(t:) + K (1) e(t)

Cti)l € Jelts)
— Ayt B(t) + K (8) [O(1) E(t) + £(t:)] = A1) E(ts) + K (1) C(t;) QED.
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4.19 Equations du filtre continu de Kalman

Finalement si nous remplacons ¢; par ¢t nous obtenons les équations du
filtre continu de Kalman.

4.19.1 Premiere forme sans les termes prédits

Initialisation

§(to) = 0 et P(to) = I(to).

1) Calcul de P(t) par résolution de I’équation différentielle de
Riccati

P(t) = A(t) P(t) + P(t) AT(t) + V(t) — P(t) CT(t) W—(t) C(t) P(t) avec
la condition initiale P(ty) = I1(¢y).

2) Calcul du gain de Kalman K (¢)

K(t) = P(t)CT(t) WL(¢).

~

3) Calcul de £(t) par résolution de I’équation différentielle :

-~ o~ o~

E(t) = A() E()+K (1) [C(t)—C(t) £(t)] avec la condition initiale £(to) = 0.

4.19.2 Seconde forme avec les termes prédits

Initialisation

E(to) = 0 et P(tg) = I(ty).

1) Calcul de P(t) par résolution de I’équation différentielle de
Riccati

P(t) = A(t) P(t) + P(t) AT(t) + V(t) — P(t) CT(t) W—(t) C(t) P(t) avec
la condition initiale P(ty) = I1(tp).

2) Calcul du gain de Kalman K ()

K(t) = P(t)CT({t) WL(¢).

3) Calcul de A,(?) :

A,(t) = A(t) — K(t) C(t).

-~

4) Calcul de £(t) par résolution de I’équation différentielle :

~ ~

g(t) = A, () &(t) + K(t) ((t) avec la condition initiale £(#y) = 0.

Nous allons retrouver ces équations par I’étude directe du filtre continu
de Kalman.
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Chapitre 5

Filtre continu de Kalman

Pour le filtre continu de Kalman ou filtre de Kalman-Bucy [8] [13] [5]
considérons les instants continus ¢ (¢ € R). Rappel : une fonction du temps
est appelée signal.

5.1 Définitions

5.1.1 Définitions générales
a(t) : vecteur aléatoire, de dimension n,.
ma = E{a(t)} moyenne de a(t) : vecteur déterministe, de dimension n,.
b(t) : vecteur aléatoire, de dimension ny.

mpy = E{b(t)} moyenne de b(t) : vecteur déterministe, de dimension ny.

Rap(t,7) £ cov{a(t),b(r)} £ E{[a(t) — mag) [b(T) —myen]" }
(rappel : cov covariance) intercovariance de a(t) et b(r) [si a(t) = b(T) on
parle d’autocovariance] : matrice déterministe, de dimension n, X ny.

Remarque 1 : Ry, (7,t) = RL, (t,7) (démonstration facile).

Remarque 2 : un signal aléatoire est centré ssi il est de moyenne nulle.

5.1.2 Définitions particulieres

a) x(t) état du processus : vecteur aléatoire, de dimension n (on verra
qu’il est gaussien et centré).

I1(t) £ R,,(t,t) autocovariance de x(t) : matrice déterministe, d’ordre n,

symétrique [[I7(t) = TI(¢)].
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b) v(t) bruit d’état : bruit blanc gaussien, centré : vecteur aléatoire, de
dimension n ; donc tel que :

My = 0, Ryw(t,7) =V (t)6(t — 7), avec :

V (t), supposée connue, matrice déterministe, d’ordre n, symétrique
[VI(t) = V(t)], semi-définie positive (V (t) > 0).

On suppose 'application V' : ¢+ V(¢) continuement différentiable [8].

c) y(t); to < t sortie non bruitée du processus : vecteur aléatoire, de
dimension p (on verra qu'’il est gaussien et centré).
Bien entendu cette sortie non bruitée n’est pas disponible.

d) w(t); ty <t bruit d’observation : bruit blanc gaussien, centré : vecteur
aléatoire, de dimension p , donc tel que :

My = 05t < T, Rypu(t,7) = W(t)6(t —7);5 o <t to < 7, avec :

W (t); to < t, supposée connue, matrice déterministe, d’ordre p,
symétrique [W7T'(t) = W (t)], définie positive [W(¢) > 0].

On suppose l'application W : ¢t +— W (t) continuement différentiable [§].

e) z(t); to < t observation bruitée du processus : vecteur aléatoire, de
dimension p (on verra qu’il est gaussien et centré).
Cette observation bruitée est disponible.

5.2 Conditions initiales

Soit ty un instant quelconque qualifié d’instant initial. On suppose que
My(y) = 0 et que II(tg) est connue.

5.3 Hypotheses

On suppose que z(tg) est gaussien.

Ry(t,7) = 0'; to < 7 : v(t) et w(r) ne sont pas corrélés donc sont
indépendants puisqu’ils sont gaussiens..

R,(to, 7) = 0 : (o) et v(7) ne sont pas corrélés donc sont indépendants
puisqu’ils sont gaussiens.

Ryw(to,7) = 05 tg < 7 1 z(ty) et w(r) ne sont pas corrélés donc sont
indépendants puisqu’ils sont gaussiens.

1. on pourrait ne pas le supposer : [5]
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5.4 Etat continu du processus

5.4.1 Equation différentielle stochastique d’état

On suppose que I’évolution de I’état est donnée par I’équation différentielle
stochastique :

#(t) = A(t) 2 (t) + o(t) |

Avec A(t), supposée connue, matrice déterministe, d’ordre n, supposée
stable, ou de Hurwitz, i.e. telle que ses valeurs propres sont situées strictement
dans le demi-plan complexe gauche.

5.4.1.1 Résolution de cette équation

Soit ¢(t) une matrice fondamentale de &(t) = A(t) z(t) i.e. une matrice,
d’ordre n, dont les n colonnes sont n solutions linéairement indépendantes
de cette équation [i.e. o(t) = A(t) p(t)] [2] %

Soit @ (¢, 7) la matrice, d’ordre n, de transition d’état de ©(t) = A(t) x(t) :
O(t,7) = @(t) = (1) [2]°.

L’application ® : (t,7) — ®(¢,7) est continuement différentiable. Alors :

O(t,1) = o(t) o~ 1(75) =1,

O 1(t,7) = (7)o (1) = B, 8),
(1,0) 2(0,1) = [p(r) ¢ “Ho)][e(o) o (0] = @(T) (L) = (7. 1),
T = o) oM () = A) p(t) 9} (1) = A(t) B(t, 7).

Alors la solution aléatoire x(t) de I'équation différentielle stochastique

d’état vérifie :

x(t) = ®(t, 1) x(T)—I—f: ®(t, o) v(o) do et, en particulier, en posant 7 =t :
x(t) = O(t, to) x(to) + [, (t,7)v(r)dr.

Démonstration

i(t) = 28D a(r) + [1289D () do + B(t, t)v(t), dapres la regle de
dérivation composee de LlebIllZ Sorc

(t) = A(t) ®(t, 1) z(7) + f Alt ,o)v(o)do +v(t) ou

z(t) = A(t) [(I)(t,T) z(T) + fT O(t,0) v(a) do] + v(t). Et finalement :
x(t) = A(t) z(t) +v(t) QED.

2. déf. 4-1, p. 136
3. déf. 4-2, p. 137
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On peut considérer que z(t) est la sortie d’un filtre linéaire causal [2]*
ayant pour matrice de réponse impulsionnelle (cf. Annexe B) :

~ A O, 1) si T , .
O(t,7) = { 0 < -, ©tpourentrée v(t) :

\Q/ d(t,7) é(g

Figure 7. Filtre linéaire de réponse impulsionnelle &D(t, 7).

(par conséquent : ®(t, ) = O(t,t) = I).
Démonstration
x(t) 2 [ d(t,m)v(r)dr = [*_®(t,7)v(T)dr [8]°
Donc (ty) = [*_ ®(to,7) v(7)dr et on a :
x(t) = [ Ot 7)o(r)dr + [} Ot 7)v(r)dr

= ®(t,to) [ B(to,7)v(7)dT + [} B(t,7)v(7)dT

o0

= O(t,to) z(to) + [, @(t,7)v(r)dr QED.

On constate que I'application P : (t,7) — &)(t, 7) n’est pas continue.

5.4.1.2 Le vecteur z(t) est gaussien
Démonstration

x(tg) et v(t) sont gaussiens par hypothese donc x(t) est gaussien par
combinaison linéaire de vecteurs gaussiens, grace au calcul ci-devant QED.

5.4.2 Calcul de la moyenne de I’état
Mg = 0 vecteur déterministe, de dimension n et () est bien centré.
Démonstration

My () = O(t,10) M (t) + ft’; O(t, 1) My(ry dT = 0 QED.
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5.4.3 Calcul de R,,(t,7)

O(t,T)V(r) si T<t
0 st t<T

Démonstration

D’apres I'annexe B on a :

Rou(t,7) = [T ®(t,0) Ryy(o,7) do = s &(t,0) V(o) 6(oc —7)do
=1 [@(t,7 — 0) + ®(t,7 4+ 0)] V() car I'application V est continue mais
I’application ® ne 'est pas.

Par conséquent :

esiT<t:7—0<t;soit &)(t,r —0) = ®(t, 7) et on peut toujours choisir
T+ 0 < t;soit D(t,7+0) = (¢, 7) et alors Ry, (¢, 7) = ®(¢,7) V(1) QED,

esiT=1t:1t—0<t;soit P(t,t —0) = O(t,t) = et t < t+0; soit
O(t,t +0) =0 et alors R,,(t,t) = @ QED,

esit <7:t<T7+0;s0t ®(t,7+0) = 0 et on peut toujours choisir
t <1 —0;soit &(t,7 —0) =0 et alors R,,(t,7) = 0 QED,

On constate que application R, : (t,7) — R,(t,7) n’est pas continue.

5.4.4 Calcul de R,,(t,7)

O(t,7)II(r) si 7<t
Ry.(t,T) = I1(¢t) si 7=t ,avec:
I(t) T (r,t) si t<T
= ['_o(t,7) V() DT (t,7)dr.
Démonstrations

D’apres I'annexe B on a :

Ro.(t,7) f f <I> t,o) ””<0Lp) (5T(T, p)do dp
EA B Vil - il s
5@t p—0)+ ®(t, p+0)] V(o) BT (7, p) dp

Mais sit < ponat < p+0 soit (¢, p+0) = 0 et on peut toujours choisir
t < p—0soit ®(t,p—0) =0.

Etsip<tonap—0<tsoit 5(t,p —0) = ®(t, p) et on peut toujours
choisir p+ 0 < ¢ soit (¢, p+ 0) = B(t, p). Par conséquent :
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Reo(t,7) = [MD 01, p) V(p) 97 (7, p) dp. Donc :
A

i) I(t) & R ZJf o(t, p) V(p) D (t, p) dp QED,

zz) siT <t Ry = [T ®(t,p) V(p) D" (7, p) dp
) [ ®T m¢W7mdp— O(t,7) Rou(r,7) = (t, 7) II(1) QED,
m) sit< T Rm(t, 7) = REL (1,t) = T1(t) ®T(7,t), d’apres i) QED.

On constate que l'application R,, : (t,7) — R..(t,7) est continue.

5.4.5 Calcul de R, (t,7);tg < T
Row(t,7)=0;tg <7
Démonstration

Ryu(t,m) £ cov{a(t), w(r)} = cou{ [, @(t,0) v(o) do,w(T)}
= fjooo (1)<t7 0) va<0', T) do = O; to < T QED

5.4.6 Calcul de I’équation différentielle déterministe
vérifiée par ’autocovariance de 1’état
TI(t) = A(t) TI(t) + TI(t) AT(t) + V(1)
Démonstration
= [ _®(t,7) V()T (t,T)dr.
Donc, d’apres la regle de dérivation composée de Liebniz :
() = f* 20D v(7) o7 (t, 7)dr + [* @(t,7) V(r) 2200 gr
+®(t, 1) V(1) OT(t, )

= At) [' @, 1) V(r)T(t,7)dr + [['_®(t, ) V() T (¢, 7) dr] AT (1)
+ V() = A(t) TI(¢) + T1(t) AT(t) + V(t) QED.

Remarque : I1(t) vérifie donc une équation différentielle matricielle linéaire,
a coeflicients variables, dont on a supposé la condition initiale

II(ty) = ffooo O(ty, 7) V(1) DT (tg, 7) dT connue.
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5.5 Observation continue du processus

5.5.1 Equation continue stochastique d’observation bruitée

2(t) = { Ct)z(t) +w(t) si to<t

0 si ot <ty

Avec C(t); to < t, supposée connue, matrice déterministe, de dimension p X n.

Par conséquent, en fonction de ce qui précéde .

o) = C(t)D(t,tg) x(ty) + C(t ft T)dr +w(t) si ty<t
N sit < to
Remarque
t .
y(t) = {C(t)@(t,to)x(to)—i—C'(t) S @@ v(m)dr st to<t
0 sit <ty

sortie non bruitée.

5.5.1.1 Les vecteurs y(t) et z(t) sont gaussiens
Démonstration

Les vecteurs y(t) et z(t) sont gaussiens par combinaison linéaire de vec-
teurs gaussiens, grace aux équations ci-devant QED.

5.5.2 Calcul de la moyenne de ’observation bruitée

m) = 0 vecteur déterministe, de dimension n et z(t) est bien centré.

Démonstration

- C(t) Mg(t) + Ma(t) = 0 si to <t
M) = { mo =10 si t <t QED

5.5.3 Calcul de R,,(t,7); to <t

Rey(t,7) = O(t) Ry, 7) = cln sioT=
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Démonstration

Ray(t,7) = cov{z(t), v(1)} = cov{C(t) (1) + w(t), v(7)}
= CO(t) Ru(t,7) + RL (7,1) = C(t) Ry (t,7) ; to < t, d’out le résultat d’apres
le calcul de R,,(t,7) QED.
5.5.3.1 Conséquences

Pour tq < t soit (rappel) z[ty t[= {2(7)|T € [to t[}. Alors :

May(t)zlto ¢ = 0 o < T,
cov{v(t),v(t)|z[to t[} =V (t); to < t.

Démonstration

R,.(t,7) = RL (1,t) = 0; 7 < t. Donc v(t) et 2(7); T € [to t[ ne sont pas
corrélés donc sont indépendants puisqu’ils sont gaussiens. Et alors :

Mozl ¢} = M) = 05 1o <t QED. Et :

cov{uv(t),v(t)|z[te t[} = cov{v(t),v(t)} =V (t); to <t QED.
5.5.4 Calcul de Ryw(t,T) sto <ty tg < T

Ryu(t,7) =0; tg < t; to <

Démonstration

Ry (t,7) = cov{y(t), w(r)} = cov{C(t) x(t), w(1)} = C(t) Rews(t,7) = 0;
to < t:to <7 QED.
5.5.5 Calculde R.,(t,7);tg <ttty <T

R.(t,7) = Ruw(t, 7)) =W(@)d(t —7);to < t;tog < 7.

Démonstration

Rew(t, ) = cov{z(t),w(r)} = cov{y(t) + w(t), w(7)}
= Ryw(t, 7) + Ry (t,7) = Ry (t,7) = W(t) 6(t — 7); to < t; to < 7 QED.

5.5.5.1 Conséquences

Ma(t)|=[to ¢ = 03 to < 1,
cov{w(t), w(t)|z[to t[} = W(t); to < t.
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Démonstration

Ry.(t,7) = RL (1,t) = 0; 7 < t. Donc w(t) et z(7); T € [ty t[ ne sont
pas corrélés donc sont indépendants puisqu’ils sont gaussiens. Et alors :

Maw(t)|z]to ¢| = Muw() = 03 to <t QED, et :
cov{w(t), w(t)|z[to t[} = cov{w(t),w(t)} = W(t); to <t QED.

5.5.6 Calcul de R,,(t,7); tg <7
Ry:(t,7) = Ryy(t,7) CT (1) = { H(t) CT(t) siT=t ;tg< T

Démonstration

Ra:(t,7) = cov{x(t), 2(r)} = cov{a(t), C(1) x(r) + w(r)}
= Ry(t,7) CT(T) + Ryu(t,7) = Ryu(t,7) CT(7), d’olt le résultat d’apres le
calcul de R,.(t,7); to < 7 QED.

On constate que lapplication R,, : (t,7) — R,.(t,7) est continue.

5.5.7 Calcul de R, (t,7); to <t; ty <

T
Oy B(t,7) T(7) CT(7) si 7 <1
Fop(t,7) = C() Ruslt, 1) CT(1) =4 CONCT()) st m=t
T @7 (r, ) CT(r) si 1<

to <t:to <
Démonstration

Ryy(t,7) = cov{y(t), y()} = cov{C(t) a(t), C(r) x(r)}
= C(t) Rye(t,7) CT (1), d’0lt le résultat d’apres le calcul de R,,(t,7); to < t;
t() <7 QED

On constate que I'application Ry, : (t,7) — R,,(t,7) est continue.

5.5.8 Calcul de R,.(¢t,7); to <t; ty <

-
Ct)yet,n)I(r)CT(r) si 7<¢t
() ()CT(t) si T=1 ;

Rys(t,7) = O(t) Ras(t, 7) C"(7) = {
C() () @ (7,t) CT(r) si t<7

lo<t;to<T.
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Démonstration

R,.(t,7) = cov{y(t), (7))} = cov{y(t), y(T)+w(r)} = Ry, (t, 7)+Ryu(t, )
= C(t) Rye(t,7) CT (1), d’0lt le résultat d’apres le calcul de R,,(t,7); to < t;
to <7 QED

On constate que 'application R, : (t,7) — R,.(t,T) est continue.

5.5.9 Calculde R..(t,7);tg <t;ty<T

R..(t,7) = C(t) Rm(t T)CT(1) + W (t)o(t —7)

) +
[ C)e(t, ) (1) CT(r)+ W) d(t—7) si Tt '
_{ C()H()(I)T(T t)CT(T)+ (t) ( ) si t<T ito <ty tg < T

Démonstration

R..(t,7) £ cov{z(t), 2(7)} = cov{y(t) + w(t),y(r) + w(r)}
= Ryy(t,7) + Ryw(t,7) + Ryu(t, 7) + R}, (7,1)

= C(t) Ry (t,7) CT (1) + W (t) 6(t — 7)

:{ C(t) @(t, ) (r)C ( )+ W(t)ot—7) si 7<t

CH)TIE) BT (r,£) CT(7) + W) ot — 1) si t<r D

5.6 Estimations optimales, au sens des moin-
dres carrés

Ces estimations s’effectuent a partir de l’instant initial ty, donc aux ins-
tants t tels que ty < t. On considére qu’elles sont nulles auz instants t tels
que t < tg.

Etant donné que nous ne considérons que des estimations optimales, au
sens des moindres carrés et afin d’alléger 1’écriture, nous notons z(t) et z(t)
les estimateurs optimauzx de z(t) et z(t), connaissant z[tq t[ et
T(t) = 2(t) — 2(t) et e(t) = z(t) — 2(t) leurs erreurs respectives, sans utiliser
d’indice 0, contrairement a ce que nous avions fait dans le deuxieme chapitre.

Par conséquent Z(tg) = mg(y) = 0 et B(t) = Ma))0 4[5 Lo < t €t
/Z\(tg) = My(ty) = 0 et g(t) = M(t)]z]te ¢ 5 Lo < T

De méme nous notons E(t) et Z(t) les estimées optimales de x(t) et z(t),
connaissant [ty t[2 {¢(7)|7 € [to t[}, olt {(7) est une réalisation de z(7), sans
utiliser d’indice 0, contrairement a ce que nous avions fait dans le deuxieme
chapitre.
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5.6.1 Estimateur optimal

L’estimateur optimal Z(t) est la réponse d’un filtre causal (cf. Annexe B)
ayant pour matrice de réponse impulsionnelle H, de dimension n x p, telle
que :

= [ H(t,7) si T<t
H<t’7)_{ 0 st t<T

Y

ou l'application H est continuement différentiable et pour entrée z(t).
Alors (cf. Chapitre 2) :

z(t) = f;; H(t,7) z(7) dr et par conséquent Z(t) = 0; t < 1.

Ce filtre est détaillé ci-apres (cf. Schéma du processus, de I'observation
et de l'estimateur d’état).

5.6.1.1 Calcul de la moyenne de cet estimateur optimal

Mz = 0 : vecteur déterministe, de dimension n. Donc Z(t) est un esti-
mateur centré.

Démonstration

mgg(t) = ftz H(t, T) mZ(T) dr =0 QED

5.6.1.2 Définition de Iautocovariance de cet estimateur optimal

Soit Y(t) & Rzz(t,t) 'autocovariance de cet estimateur : matrice déterministe,
d’ordre n, symétrique [X7(¢) = X(¢)].

Remarque : 3(t) = 0; t < 1.

5.6.2 Erreur de cet estimateur optimal
Soit Z(t) £ z(t) — Z(t) : vecteur aléatoire, de dimension n.

Remarque : Z(t) = z(t); t < 1.

5.6.2.1 Calcul de la moyenne de ’erreur de cet estimateur optimal

mz@) = 0 : vecteur déterministe, de dimension n. Donc Z(t) est une erreur
centrée.

Démonstration

M) = Moy — Mz = 0 QED.
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5.6.2.2 Définition de 'autocovariance de l’erreur de cet estima-
teur optimal

Soit P(t) £ Rzz(t,t) I'autocovariance de I'erreur de cet estimateur : ma-
trice déterministe, d’ordre n, symétrique [PT(t) = P(t)].

Remarque : P(t) =11(¢); t < to.

5.6.3 Principe d’orthogonalité

Nous avons obtenu, dans le deuxieme chapitre, le principe d’orthogonalité,
que l'on peut donc écrire, pour des signaux centrés, avec les covariances :

Rz.(t,7) =0; tg < 7 < t [12]% et son corollaire Rzz(t,t) = 0; to < t.

5.6.4 Conséquences du principe d’orthogonalité

5.6.4.1 Calcul de autocovariance de I’estimateur optimal

ft (t,7)RL (t,7)dr; to < t.

Démonstration
E(to) =0et
Y(t) = Rsz(t, t) = Rau(t, t) Rm(t t) R 2(t, t) = cov{Z(t),xz(t)}
= COU{UZ) H(t,7)z(r)dr],z(t)} = fto T)RL (t,7)dT; ty <t QED.

5.6.4.2 Calcul de 'autocovariance de ’erreur de ’estimateur op-
timal

P(t) =T1I(t) — X(t); to < t.
Démonstration

P(t) 2 Raz(t,t) = Reo(t,t) — Raa(t,t) = Rin(t,t) = Ryu(t.t) — Ra(t,t)
=TI(t) — Raa(t,t) — Rm(t t)=1I(t) — X(t); to < t QED.

5.6.5 Equation intégrale de Wiener-Hopf

Nous avons également obtenu, dans le deuxieme chapitre, I’équation inté-
grale de Wiener-Hopf que I'on peut donc écrire, pour des signaux centrés,
avec les covariances :

6. éq. 1.123
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[LH(t,0) Roo(0,7)do = Ry.(t,7); to < 7 < t (WH)|[12]7 [5]®.

to

Comme nous 'avons dit, dans le deuxieme chapitre, la résolution de cette
équation conduit a H(t,7) et donc a l'estimateur optimal Z(t).

Remarque : étant donné que R,.(t,7) = C(t) R,.(t,7) I'équation de
intégrale Wiener-Hopf s’écrit aussi :

fti Ct)H(t,o0)R..(0,7)do = Ry, (t,7); to < T < t.

Nous utiliserons cette remarque pour comparer cette équation avec I’équation
stationnaire de Wiener-Hopf.

5.6.6 Résolution de I’équation intégrale de Wiener-Hopf

Onavuque R,,(t,7) = Rux(t,7) CT(7) ; tg < 7. Par conséquent I'équation
(WH) s’écrit :

[V H(t,0) Ro(0,7) do = Ruu(t,7) CT(7) 5 tg < 7 < t (E1) | [12]°.

to

On en déduit, par dérivation et d’apres la regle de dérivation composée
de Liebniz, que :

H(t,t) Roa(t,7) + [ 2O R, (0,7) do = PesbT) 0T (1) s g < 7 < t (E2) |
]10‘

car H est continuement dlfferentlable [12

5.6.6.1 Premieére partie : Calcul de H(t,t) R..(t,7); to <7 <t

Pour t) < t; tg <
H(t,t)R..(t,7) = H(t, t) [C(t) Rea(t, ) CT(7) + W () 6(t — 7)].
Par conséquent si tg <7 <t:

H(t,t) Re.(t,7) = H(t,1) C(t) Raa(t, ) C(7),

soit d’apres ’équation (E1) :
H(t,t)R..(t,7) = H(t,t) C(t) [

o H(t,o)R,.(o,7)do;ty <71 <t

Et finalement :

H(t,t) R..(t,T) = ftz H(t,t)C(t) H(t,0) R..(0,7)do; to < T < t (E3)|[12] .

éq. 1.125
éq. 16-9-2
éq. 3.79
éq. 3.80
éq. 3.81

= o © o

— =
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5.6.6.2 Deuxiéme partie : Calcul de Ze®0) OT (1) 5 ¢ < 7 < t

R (t,7) = cov{z(t), z(7)}. Donc :

eelT) — cov{i(t),2(1)} = cov{A(t) x(t) + v(t), z(1)}
= A(t) Rye(t,7) + RL (7,1).

Par conséquent si tg < 7 < t, étant donné que Rfv(T, t)=0:
WeslbT) — A(t) Ryo(t, )5 to < 7 < t [12]12

On en déduit :

ORertT) OT (1) = A(t) Ro(t,7) CT(7); o < 7 < 1.

Soit, d’apres l’équation (El) :

8RI§ttT CT(r ft R..(o,7)do;ty <71 <t.

Et ﬁnalement

ORert) OT(7) = [ A(t) H(t,0) Ruzlo,7) dos to < 7 <t (E4)| [12] 13,

5.6.6.3 Troisieme partie
Posons :
A(t) 2 A(t) — H(t,t) C(t); to < t et :
H(t,7) 2 ZD A4 H(t, 7))ty <7 <t

Alors si on reporte les équations (E4) et (E3) dans ’équation (E2) on

obtient :
ftz H(t,0)R..(0,7)do =03ty <71 <t (E5)|

5.6.6.4 Quatriéme partie : résolution de ’équation (E5)

La condition :

H(t,7) = 0ie 2D — A(t)H(t,7); tg < T <t (E6)

Y

est nécessaire et suffisante pour résoudre 1’équation (E5) [12] 1
Démonstration de la condition suffisante

C’est évident QED.

12. éq. 3.82
13. éq. 3.83
14. éq. 3.84
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Démonstration de la condition nécessaire

Remarqons que H (t,7) + H(t, 7) satisfait I’équation intégrale de Wiener-
Hopf; en effet :

ft (t,o) + H(t,0)] R,.(0,7)do = fti) H(t,o)R..(0,7)do
+j; ZZO'T)dO’—ft (t,0) R,.(0,7)do = Ry, (t,7); to < T < t,
d’apres 1 equatlon (EB).

Etant donné I'unicité de Pestimateur optimal, vue dans le deuxieme cha-
pitre, on a :

ft dT—ft (t,7)+H(t, )] 2(r)dr;to<T <t
Par conséquent :

ft H(t,7)z(T)dr =05 tg <71 <t.

to
On en déduit que :
T cov{ft 7)dr, ft Yz(0)do}tx*T =0;
Va* t0<r<t t0<a<t
Soit :

‘T*UZ) jz; H<t77—) Rzz(T, U) HT<t,O') dr dO‘} A 0;
Var st <7 <t;tg <o <t.

Et comme :
R..(1,0) = C(T) Ryu(1,0) CT(0) + W(T)§(T —0); tg < T, tg < 0, 0n a:
w*[f} [1 H(t,7) C(7) Ryw(7,0) CT(0) HT(t, 0) de ]

+ x*[fti fti Ht, )W (r)d(r — o) HT(t,0)dr do]z*T = 0;

Ve tg <71 <t;tg<o<t(E).
Mais z* [ftz ft'; H(t,7)C(T) Ryw(1,0) CT(0) HT (t,0) dT do] x*T =
E{[e* [ H(t,7) C(r)a(r)dr] } >0,
et ([} [ H(t, 7)W(r)d(r — o) H (t,0) dr do] 2*T =
x* [ftz H(t, 7) W(r)HT(t,7) dr] 2*T > 0 en raison de la définie positivité de la

matrice W (7), sauf si H(¢,7) = 0; to < 7 < ¢ [8] *. Par conséquent 1’équation
(E) ne peut étre satisfaite que si H(t,7) =0; to < 7 <t QED.

15. p. 42
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5.7 Equation différentielle stochastique véri-
fiée par ’estimateur d’état

5.7.1 Calcul de cette équation
Z(t) = AW Z(t) + K(t) 2(t) ; to < t,

avec !

A

K(t) & H(t,t) = P)CT(t)W=L(t); ty < t gain de Kalman et par
conséquent :

At) = A(t) = K(1) C(t) = A(t) = P(t) CT () WH(#) C(1)
= A(t)— P(t)U(t), en posant U(t) = CT(t) W~1(t) C(t) matrice symétrique,
d’ordre n [UT(t) = U(t)].

Remarque : on constate donc que f/l\(t) = A,(t) ou A,(t) est la matrice
prédite introduite dans le chapitre précédent.

Démonstration
Premiere partie

Etant donné que T(t ft T)dT; tg < 7 < t on en déduit. par
dérivation et d’aprés la regle de derlvatlon composée de Liebniz, que :

Z(t) = t)+ f = ”) T)dT;tg < 7 < t, car H est continuement
différent1ab1e [12] 16

Soit, d’apres ’équation (E6) :

ﬂw:H +ﬁ“ ) 2(7) dr
= H(t,t) z( ft dr
:E@ﬂ)+ﬂ@w(ym<7<umﬂ

Deuxiéme partie

Si on tient compte du fait que :

Ro.(t,7) = C(t) Ry (t, 7) CT(T) + W(t) 0(t = T) 5 to <, 8o < 7,

I'équation (E1) s’écrit :

fti H(t,0)[C(0) Ryw(o,7) CT(7) + W(c) (0 — 7)]do = Ryup(t, 7) CT(7);
to < T <t.

16. éq. 3.86
17. éq. 3.87
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Soit :
ft H(t,0)C(0) Rez(o,7) CT(1)do + H(t,T) W(7) = Rup(t,7) CT(7);

to
to <71 <t,car W et H sont continues.

Ou :
R..(t,T) — j; (t,0) RL (1,0)do] CT (1) = H(t,7)W(T); to < T < L.

Par conséquent :

H(t,7) = [Rpo(t,T) — ft (t,0) RL (1,0)do] CT(T) W(1); tg < T < L.
Et, étant donné que W et I sont continues :

H(t,t) = {R..(,1) ft (t,0) RL (t,0)do} CT(t) W(1)
= [TI(t) — ()] ¢ (¢ )W Ht) = P) CT () W),
d’apres les résultats précédents.

Posons K (t) £ H(t,t) = P(t) CT(t) W=L(t); to < t, alors :

T(t) = A T(t) + K(t) 2(t) : to < t QED.

5.7.1.1 Résolution de cette équation

Soit 1(t) une matrice fondamentale de Z(t) = A\(t) Z(t) i.e. une matrice,
d’ordre n, dont les n colonnes sont n solutions linéairement indépendantes
de cette équation [i.e. ¥(t) = A(t) ¥(t)].

Soit W(¢, 7) la matrice, d’ordre n, de transition d’état de Z(t) = A\(t) z(t) :
U(t,7) =) (1); tog < t; to < 7. Alors :

U(t,t) =) v=H(t) =1

) to <,
Ut 1) = () (¢ \If( t);to <t;ty <,
U(r,0)¥(o,t) = [¢ Ho)l [y

Do N p@) 6 0] = B e () = W(r,0):
to <t;ty <oty <T, -
DVLT) Z (1) g () = A() $(8) 6N (r) = AW) Wt ) o < £ o < 7.

Alors la solution aléatoire Z(t) de I'équation différentielle stochastique
vérifiée par I'estimateur d’état est :

z(t) =V(t,7)x(1T) + f: U(t,o) K(0)z(o)do; tg <t;tg < T,0u:
¢
= fto U(t,7) K(7T)z(7)dT; to < t.
Démonstration

2(t) = 2D 3 (r) + [F 2 K (5) 2(0) do + W(t, t) K () 2(t) 5 ty < t,
d’apres la regle de derlvatlon composee de Liebniz. Soit :

<
<t

~—
~—

/-\/_\
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Z(t) = A@) W (t,7)F(r) + [P A(t) U(t,0) K(0) 2(0) do + K (t) 2(t) ; L

ou .

Z(t) = A@) [O(t, 1) T(7) + [LW(t,0) K(0) 2(0) do] + K (t) 2(t) ; to < t. Et

finalement :
2(t) = A(t) B(t) + K (t) 2(t); to < t QED.
En particulier z(t) = f U(t,7) K(1)z(T) dr car Z(ty) = 0.
Donc H(t,7) = ¥(t,7) K(1).

N

t,

5.7.2 Schéma du processus, de ’observation et de I’es-
timateur d’état

/F’(t) ° R
v(t) , + X(1) j- £ x(t)_c(t)_y(t + X+ Zlt) K() X_(tlj //K(E)

4

/|

[

Alt)

observation estimation

: Alt)
processus i

Figure 8. Schéma du processus, de 'observation et de I'estimateur d’état
(les tirets obliques indiquent que les signaux correspondants sont
multivariables).

5.8 Equation différentielle stochastique vérifiée
par ’erreur de ’estimateur d’état

5.8.1 Calcul de cette équation
() = A F(t) +o(t) — K@) w(t); to < t.
Démonstration

Z(t) = x(t) — z(t). Donc :
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= A(t)z(t) + v(t) — A(t) 2(t) — K(t) [Ct) z(t) + w(t)]
= A(t) [z(t) — 2(t)] + v(t) — K(t) w(?)
= A T(t) + v(t) — K w(t); to <t QED

5.8.2 Résolution de cette équation

La solution aléatoire T(t) de cette équation est :

() = W(t, to) F(to) + [, W(t, 7) [v(r) — K(7)w(7)]dr
= U(t,ty) x(te) + [; U(t,7) [v(r) — K(r)w(r)]dr; ty < t,
car T(tg) = x(ty) — Z(to) = z(to) [12] 5.

Démonstration

Elle est identique a celle de la résolution de I’équation différentielle vérifiée
par l'estimateur d’état QED.

5.9 Calcul de R;,(t,t) et Rz,(t,t)

5.9.1 Calcul de Rz, (t, 1)

Ra(t,t) = 20 4 < t.

Démonstration

Rz, (t,t) & cov{f(t), 1t)(t)} t
= cov{[¥(t,to) x(to) +ft You(T dT—ft K(T)w(T) dr],v(t)}
= U(t, tg) Ruy(to,t +ft Ryy(7,t)dr — ft T) K(7) Ry (7, 1) d.

Mais, par hypothese :

Racv<t07 t) - 07
Ryo(m,t) = RL (t,7) =VTI({t)6(t —7) =V (t)6(t — 7),
Ruo(,t) = R (t,7) =05 to < 7.

Doncsit0<t't0<7<t

Si on con81dere que 1’1mpulsion de Dirac est centrée en t et ne compte
donc que pour moitié dans l'intégrale de £y a ¢ on obtient :

Rz, (t,t) = YOV _ VD QED,

18. éq. 3.91
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5.9.2 Calcul de Rz,(t,1)

R§w<t7t) = _w; to <.

Démonstration

Rzw(t,t) = cov{f(t),tw(t)}
= cov{[V(t,to) x(to) —i—ft ft 7) K (1) w(T)dr],w(t)}
= U(t,tg) Ryw(to,t —I—ft ( t)dr — ft (t,7) K(T) Ry (T, 1) dr.

Mais, par hypothese :

me<t07t> = Oa to < t7

va(Ta t) = 07 tg < t,

Ryw(T,t) = RL (t,7) =WT ()6t —7) = W(t)6(t — 7).

Donc si tyg <t :

Rz (t,t) _—ﬁ (T)W(t)o(t —7))dr; to < T < t.

Si on considere tOIlJOUIS que l'impulsion de Dirac est centrée en t et ne

compte donc que pour moitié dans l'intégrale de ty a ¢ on obtient :
» Y ) KW . K@)W(t)
me(tat) - 2 - 2 QED

5.10 Calcul de ’équation différentielle détermi-
niste vérifiée par I’autocovariance de I’er-
reur de ’estimateur d’état

P(t) vérifie une équation différentielle matricielle non-linéaire de Riccati,
a coeflicients variables :

P(t) = A(t) P(t) + P(t) AT(t) + V(t) — P(t) U(t) P(t); to < t |
avec la condition initiale P(tg) = TI(t) [12] 1.

Démonstration

P(t) & Rz(t,t) = cov{Z(t),7(t)}. Donc :

P(t) = coo{i(t), 7(t) + 5(1) T (1)}
= cov{[A(t) — K () C()] (t) + v(t) — K(t) w(t), (1)}
+cov{z(t), [A(t) — K(¢) C(1)] Z(t) + v(t) — K(H)w .
= [A(1) —K(t)C(t)]P t) + Ruz(t,t) — K(t) Ruz(t,t) + P() [A() — K(¢) C(t)]
+ Rao(t,t) — Rug(t,t) KT (t)
= A(t) P(t)+ (t)A ()—K(t) C(t) P(t)—P(t) CT(t) KT (t)+V (t)+K (t) W (t) K (¢).

19. éq. 3.101

t
t
(
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Mais K (t) = P(t) CT(t) W=1(t), et, par conséquent :
P(t) = A(t) P(t) + P(t) AT(t) + V(t) — P(t) CT(t) W1(t) C(t) P(t).

5.10.1 Résolution de cette équation

On peut ramener la résolution de cette équation a celle de deux équations
différentielles linéaires, a coefficients variables. Pour cela on pose :

P(t) = N{t) M= (t) = M~T(t) NT(t) [car PT(t) = P(t)], ou les matrices
M(t) (supposée réguliere i.e. telle que det[M(t)] # 0) et N(t), d’ordres n,
sont solutions du systeme différentiel :

M(t) = —A"(t) M(t) + U(t) N(1),

N(t) = V(&) M(t) + A(t) N(t),

avec les conditions initiales M (ty) = I et N(to) = I1(to).

Démonstration
P(t) = N(t) M~ (t) + N(t) F[M(t)].
Mais : M (t) M~Y(t) = 1 = M(t) L[M~1(t)]+ M (t) M~ (t) = 0, et donc :

(

[M=Y(t)] = —=M~'(t) M (t) M~'(t) . Alors :
p(t) =[V({t) M U A(t) N ()] M~(t)
— N(t) M7H(t) [=AT(t) M(t) + U(t) N(£)] M~(t). Soit :

P(t) = V(t) + A(t) P(t) + P(t) AT(t) — P(t) U(t) P(?)
= A() P(t) + P(t) AT (1) + V(1) — P(t) CHE) W) C(1) P(0), et
P(to) = N(to) M~!(to) = II(to) QED.

Si, de plus, la matrice U(t) est réguliere {i.e. si det[U(t)] # 0} la ma-
trice M (t) vérifie une équation différentielle matricielle linéaire a coefficients
variables, avec condition initiale imposée :

AY@>=[U@>U‘%w+—U@)A()U;%) AT M(t)
+ UM UT)AT@) +UR) A UL ) AT () + U () V(t) — AT(t)] M (¢).

Et alors : N(t) = U~'(t) [M(t) + AT (t) M (t)).
Démonstration
Si U(t) est réguliere : N (t) = U~ () [M(t) + AT(t) M (t)]. Alors :

20. attention : %[M*l(t)] £ [%t(t)]_l

N
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M(t) = —AT(t) M(t) AT(6) M(t) +U(t) N(t) + U(t) N(t)
= —AT(t) M(t) = AT(t) M(t) + U(t) U (1) [M(t) + AT (t) M (1)]
(t) {V(6) M(t) + A(t) U (1) [M () + AT(£) M(1)]}
= [U(t) UH(t) + U(t) A(t) U (t) = AT(t)] M(¢) ,
HU@R) UTH(E) AT () +U ) A) UTH(E) AT () +U () V(8) — AT()] M (t) QED.
La résolution analytique de cette équation n’est pas, en général, possible.
Si, de plus, la matrice V (¢) est réguliere {i.e. si det[V (t)] # 0} la ma-
trice N(t) vérifie une équation différentielle matricielle linéaire a coefficients
variables, avec condition initiale imposée :
Nt = [V()VHE) = V() AT( S O+ ADING
+[=VE VI A + V() AT V) A®) + V(O U () + A9 N ().
Et alors : M(t) = V=1(t) [N(t) — A(t) N(t)].
Démonstration
Si V(1) est réguliere : M(t) = V=1 (t) [N(t) — A(t) N(t)]. Alors :
(t) = V() M() + V(0 M(0) + AW N (1) + A) N0
—V()V H(t) [N (t) = A(t) N(1)] , ,
+V () {=AT () V() [N() - A(t) N(#)]+U(t) N(#)}+A(t) N(t)+A) N(t)
=V V) -V ATV )+A( )N (2) ,
+HEVO V) AR+ V() AT VIR AR + V() U (1) + A(®)] N(t) QED.
La résolution analytique de cette équation n’est pas, en genéral, possible.

Remarque : la matrice M~7(t) est une matrice fondamentale de Z(t) =
A(t)Z(t) ie. telle que 4 [M-T(¢)] = A(t) M~"(t) et on peut donc choisir
Y(t) = M7T(t).

Démonstration

~

i) M ()] = =M (2) N (1) M7 () et V(1) = — AT (6) M()+U (1) N(1)

par conséquent :

M (1) =

- A
=A{t) M~T(t)-M~T(t) NT[ HU)M™T(t)=A@t) M~T(t)-P@)U () M~T(t)
ii) At) M7 (1) = |

iti) Donc L [M~T(t)] = /Al(t) M~T(t) et on peut choisir :

U(t) = M~T(t) QED.

Par consequent \IJ(t 7') () @/1*1(7) = M~T(t) M*(T).

Et Z(t ft T)dr = ft Ty MY (r) P(r) CT () W(7)dr
= Ji M~ ()MT( )M ( ) T(7)CT(7) W—L(r) dr. Finalement :

2(t) = MT(1) [ NT(r) CT(r) W=(7) 2(r) dr.
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5.11 Introduction de 'innovation ou du rési-
duel

Soit Z(t) I'estimateur optimal, au sens des moindres carrés, de z(t), connais-
sant z[tg t[. On a :

Z(t) = C(t) z(t).
Démonstration

Z(t) = M) 2lto 1 = Me@ z@+w@)slto tf = C ) Ma)sfto tf T Ma(t)|2lto 1
— C(t)Z(t) QED.
Remarque : on a donc y(t) = 2(t) = C(t) z(1).

Et soit e(t) £ z(t) — Z(t) I'erreur de cet estimateur, appelée innovation

ou résiduel. Alors :
e(t) = C(t) z(t) + w(t) (démonstration évidente).
Et donc : Z(t) = A(t) Z(t) + K(t) e(t).

5.11.1 Nouveau schéma du processus, de I’observation
et de ’estimateur d’état

wit)
0 y(t) z(t) elt) A A
t (t t X(t) x(t)
"o [ A oA A A k40 [ |4
//i : , //
AQ— | / AQ
| ko ~
processus i observation i estimation

Figure 9. Nouveau schéma du processus, de 'observation et de I'estimateur
d’état (les tirets obliques indiquent que les signaux correspondants sont
multivariables).
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5.12 Equations du filtre continu de Kalman

Finalement les équations du filtre continu de Kalmane s’écrivent avec
Pestimée &(t) de I'état x(t) et la réalisation ((t) de 'observation z(t), sous
I'une des deux formes qui suivent. On retrouve bien les équations du chapitre

précédent.

5.12.1 Premiére forme

Initialisation

~

§(to) = 0 et P(to) = TI(to)

1) Calcul de P(t) par résolution de I’équation différentielle de
Riccati

P(t) = A(t) P(t) + P(t) AT(t) + V() — P(t) CT(t) W—(t) C(t) P(t) avec
la condition initiale P(ty) = II(tp).

2) Calcul du gain de Kalman K ()

K(t) = P(t) CT(t) W=L(¢).

-~

3) Calcul de £(t) par résolution de I’équation différentielle :

-~ -~ ~

E(t) = A(t)&(t)+ K (t) [C(t) —C(t) £(t)] avec la condition initiale £(ty) = 0

5.12.2 Seconde forme

Initialisation

o~

&(to) =0
P(to) = I1(to)

1) Calcul de P(t) par résolution de 1’équation différentielle de
Riccati

P(t) = A(t) P(t) + P(t) AT(t) + V(t) — P(t) CT(t) W—(t) C(t) P(t) avec
la condition initiale P(ty) = I(¢y).

2) Calcul du gain de Kalman K ()

K(t) = P(t) CT(t) W=L(t).

3) Calcul de A(t) :

A(t) = A(t) — K(t) C(t) = A(t) — P(t) U(t)

-~

4) Calcul de £(t) par résolution de I’équation différentielle :

-~ -~

g(t) = A(t)E(t) + K (t) ¢(t) avec la condition initiale &(to) = 0
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5.13 Filtre de Kalman dans le cas tnvariant
et statzonnaire

5.13.1 Cas général matriciel
Nous nous placons dans le cas ot :

i) les équations d’état et d’observation sont invariantes ; alors les matrices
A(t) et C(t) sont constantes et respectivement égales a A (rappel : que 'on
suppose stable ou de Hurwitz) et C,

i1) les bruits d’état et d’observation sont stationnaires ; alors les matrices
V(t) et W(t) sont constantes et respectivement égales a V' et W (rappel :
que l'on suppose définie positive; W > 0).

Alors la matrice U(t) devient constante et égale & U = CT W1 (.

5.13.1.1 Régime transitoire

Calcul de ¢(t) et ®(¢,7)

Dans ce cas on a ¢(t) = et et ®(t,7) = p(t — 7) = A7),
Calcul de x(t)

On a vu que l'on peut considérer que x(t) est la sortie d'un filtre linéaire
et causal ayant pour matrice de réponse impulsionnelle :

Gy ) =et—7) =T s T ,
O(t, 1) = { 0 G t<, Cctpourentrée v(t).

Remarque : si 'on pose :

~ H=eAt si 0<t ~ ~
sy { FOT S DS ona b = g1
x(t) = eAl=t) 4 [} A= y(7) dr.

Calcul de I1()

Dans ce cas on a II(t) = ffoo ot — 1)V T'(t — 7)dr; alors la matrice
I1(t) est constante et égale a II et, en particulier, I1(ty) = II.

Démonstration

It = ffoo ot — 1)V T (t' — 7)dr. Faisons le changement de variable
T =7+t—1t,avectett fixés. Alors dr’ = dr et

() = [ ot —7) VT (t —7)dr = T0(t) QED.
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Par conséquent II vérifie ’équation matricielle algébrique :
ATI+TTAT +V =0.

Cette équation permet de déterminer II plus simplement que l'intégrale
précédente.

calcul de P(t); tp <t

P(t) vérifie dans ce cas I’équation différentielle matricielle non-linéaire de
Riccati, a coefficients constants :

P(t)=AP(t)+ P(t)AT +V — P(t)U P(t); to < t, avec P(to) = II.

On peut ramener la résolution de cette équation a celle d’une seule équation
différentielle matricielle linéaire, a coefficients constants. Pour cela on pose :

P(t) = N(t) M~'(t) ot les matrices M(t) et N(t) sont solutions des
équations matricielles suivantes.

i) Si la matrice U est réguliere [i.e. det(U) # 0] :

M@t)=(UAU = ATYM @)+ (UAU AT U V) M(t); to < t,
avec M(tg) =1 et :

N(t) =U[M(t) + AT M(t)]; to < t, avec N(to) = II.
ii) Si la matrice V' est réguliere [i.e. det(V) # 0] :

Nt)=(-VATV I+ ANt +(VATV A+ VU)N(t); to < t,
avec N(tg) =1l et :

M@t) =V UN(@{t) —AN®)]; to < t, avec M(ty) = I.

La résolution analytique des équations précédentes est, en général, tres
difficile, voire impossible.

Calcul de X(t); to <t

(t)=T—Pt)=T1— N@t) M (t); to < t.

Calcul de K (t); ty <t

K{t)=Pt)CTWL=N@t) M (t)CTW=; to < t.

Calcul de A(t); to < ¢
At)=A—KH)C=A—PH)U=A—-NE)Mt)U; ty < t.
Calcul de ¥(t) et V(t,7)

Y(t)=M"T(t) et U(t,7) = M~T(t) M (7).
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Calcul de Z(t); to <t

B(t) = MT(t) [} NT(r)CT WL z(r)dr; to < t.

Calcul de certaines covariances et de certaines fonctions d’au-
tocorrélation

R, (t,7) =V i(t — 7).

Ryw(t,7) = W(t — 7).

AT si 7<t
Ro(t,7) = { MeA" 0 & t<7°
CeAt-IICT s 7<¢t
_ T _ S
Rtr) = C Rt ={ o0 3 T2

R..(t,7) = Ry,(t,7) + Ryw(t, 7)
[ CceAtIICT+ Wt —T1) st T< ¢t
T\ CHeA O CT Wt —71) si t<T

On en déduit les fonctions d’autocorrélation :
Ouu(T) £ Ry (t,t —71) =V (7).
Oww(T) £ Ryw(t, t — 1) =W o(T).

{ ATl & 0< 7

2 =
prw('r) - Rm:(tat T) He,ATT §i T<0"

{ CeA7IICT s 0L 7T

£ — = T — T .
Qoyy(7—> - Ryy(tat T) CQOIJJ(T) C CHefA T CT siT < 0

©2(T) 2 R.(tt—7)= pry(T) + Puw(T)
[ cerUCT+Wo(r) st 0<T
T\ Clle T CT+Wo(r) si T<0

Comme indiqué en Annexe B on constate :
i) que le signal z(t) est bien stationnaire,
i) que le signal y(t), qui est proportionnel a x(t), est bien stationnaire,

iii) que le signal z(t), qui est la somme des signaux stationnaires y(t) et

w(t), est bien stationnaire.
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Matrices &)(p) V(p) X(p) et matrice de transfert F(p) = %

Soient les transformées de Laplace bilateres (cf. Annexe B) :

b(p) £ LIP] 2 [, B(t)e " dt,
V(p) = Llp(t)] = [ v(t) e dt,
X(p) = Llx(@®)] = [7 x(t) e dt.
Y(p) = Ly(0)] = [T y(t) e dt.
Alors ®(p) = (pI — A)™
Démonstration

p)= [T pt)ePidt= [TettePidl = foooe*(pI*A)tdt
@f A)[ pIMLﬂ (o1 - A)" QED.
Alors (cf. Annexe B) on a X (p) = ®(p) V(p).

De plus Y (p) = C X (p) [démonstration évidente car y(t) = C z(t)] et par
conséquent :

F(p) £ 38 =Cd(p)=C(pI—A)"

Calcul de certaines densités spectrales de puissance
Soient les densités spectrales de puissance :

Puu(p) = Llpuo(T)],

Puw(p) £ L[pw(T)],

D0 (p) £ L]paa (7)),

Dy (p) 2 Lpyy (7)),

O..(p) £ Lpza(1)]-

Alors :

Py(p) =V

Dyu(p) =W

Ora(p) = —(pI— AV (pI+ A"

)
Oy (p) =—C(pI—A)'V(pI+A) TCT
)

D..(p)=—C(ppI-—A"'VpI+ATCcT+wW
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Démonstrations

D,,(p) £ [T _V(r)e?™dr =V QED.
Dyu(p) = ffooo Wo(r)e ™dr =W QED.
D’apres I'annexe B :

Byn(p) = O(p) Dy (p) DT (=p) = (pI — A) 'V (—pI — A)"
= —(pI—A)'V(pI+ A " QED.
Byy(p) = C Buu(p) CT = =C (pI — A)'V (pI + A)~" CT QED.

(I)zz(p) = (I)yy(p> + (I)ww(p>
= —CpI-A)""'"V(pI+A)"CT+W QED.

5.13.1.2 Régime permanent : tendance asymptotique du filtre de
Kalman vers le filtre de Wiener et matrices de transfert

U(p) et G(p)

Soit P, £ P(00) = limy_,o P(t). Alors P., est solution de I'’équation
matricielle algébrique de Riccati :

AP+ P AT +V — P UP,=0ct:

Yoo = X(00) = — Py et

Ky 2 K(0) = P, CTW L et :

Ay 2 A(co) = A— P U.

Remarque : il peut exister plusieurs solutions P, semi-définies positives

a l’équation matricielle algébrique de Riccati. Se pose alors le probleme du
choix de 'une des solutions.

En fait :

Si le couple {A, C} est détectable (i.e. si {AT, CT} est stabilisable) et

que le couple {A, V%} est commandable sur I’axe imaginaire alors I’équation
matricielle algébrique de Riccati possede une solution stabilisante P, i.e.
telle que A, est stable. De plus P, est unique et semi-définie positive [5] L.

Pour garantir une seule solution P,, semi-definie positive a I’équation
1 7.
matricielle algébrique de Riccati il faut que le couple {A, V2 } soit stabilisable

[5] 22‘

21. p. 642 Th. 16.7.1 et pp. 802-803 Th. E.9.2
22. p. 642 Th 16.7.2 et p. 804 Th. E.9.3
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Lorsque t — oo I’équation différentielle non-invariante :
T(t) = A@) () + K(t) ()

tend vers I’équation différentielle invariante :

T(t) = A T(t) 4+ Koo 2(2).

En prenant la transformée de Laplace bilatere de cette derniére équation
(cf. Annexe B) et en négligeant les conditions initiales [13] %, avec :

X(p) 2 L[Z(t)] et Z(p) £ L[2(t)] on obtient :
(1= A) X(p) = Koo Z(p).

-1

Soit, en posant W(p) = (pI — 121\00)
X(p) = ¥(p) Kn Z(p).

Le filtre de Wiener permet, par définition, d’obtenir I'estimateur y(t) de
y(t), au sens des moindres carrés, en fonction des observations z[tg t[.

Comme y(t) = z(t) = C'Z(t) la transformée de Laplace bilatere de ces
deux équations, avec :

Y(p) £ L[G(t)] et Z(p) £ L[Z(t)] donne :
Y(p) = Z(p) = C¥(p) Ko Z(p).
La matrice de transfert du filtre de Wiener est donc :

L Y0 _
G(p) = i = C ¥(p) K.
Remarque : le filtre de Wiener est présenté, dans le chapitre suivant,

dans le cas invariant et stationnaire, pour des observations scalaires.

Remarque : on a aussi :

Gp)=[1+C(pI—-A)" K]

1

C(pl—-A)"K..
Démonstration

D’apres le lemme d’inversion matricielle (cf. Annexe A, A-4 Corollaire)
on a:

[14+C(pI—A)"" K]

-1

—1-C(pl - A+ K,C) ' K. Alors :

23. p. 723 : < neglecting initial conditions >
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1+C(pl—A) " K] Cpl—A) " Ky
CpIl—A)""Ke—C(pl—A+ K CO) 'Ky C(pl —A) " K,
Clipl —A) ' —(pl — A+ K C) 'Ky C(pl — A Ky
Clipl —A) ' —(pl — A+ K. C) " (pl —A+ K, C)(pI — A"
(Pl = A+ K C) " (pI = A) (p] = A) ' Koo

Cpl — A+ K O) ' Koo=C(pl — A.) K. QED.

5.13.1.3 Exemple numérique

Considérons I’'exemple numérique suivant :

-1 =2

nz?,pzl,Az{ 0 1

V=IW=1.
Alors U = CTW-1(C = [

} (stable ou de Hurwitz), C' = [ 1 1],

1 . s
11 } et une matrice singuliere alors que V =1

est réguliere.

0 -2

2 0

De plus —V ATVl 4+ A= [ 3 6

]eﬂhﬂV1+VU:{23].

Régime transitoire

[ et —2te! e~ 2(t —71)e (7
o= 4 AT et = pten = | e
IT est solution de ’équation matricielle algébrique : AII+IT AT +V =0;
3 _1
SOit . H — 21 12 :|
L 2 2

P(t) est solution de I'équation différentielle matrielle non-linéaire de Ric-
cati, a coefficients variables : P(t) = AP(t) + P(t) AT +V — P(t)U P(t),
avec la condition initiale P(ty) = II.

On pose P(t) = N(t) M~*(¢) et, étant donné que la matrice U est sin-
guliere alors que la matrice V' est réguliere, on ramene la résolution de
I’équation différentielle précédente a celle de :

: 0 =21 » 2 3 e

N(t) = 9 0 N(t)+ 3 6 N(t), avec la condition initiale
N(to) = 1II et alors :

! :i } N(t), avec la condition initiale M (ty) = I.

ni (t) 12 (t)

La résolution donne N (t) = no1(t) naoa(t)
21 22

}, avec :
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nii(t) = % e~ V3(t—to) _ _\/34“ eV3(t—to) 4 9 p(t—to)
’)’le(t) = —% e(tfto)

na (t) = %ﬁ e~ V3(t=to) 4 —9+152\/§ eV3(t=to) _ 9 o(t—to)
Naa(t) = %e t=to),

| ma(t) maaft) .
Et M(t) = [ Mor(t) Mo (t) ], avec :

mll(t) = %[ e_\/g(t—to) + 3+Z\/§ @\/g(t—to)

mia(t) =0

moy (t) = 12-7V3 V3 (t—t0) 4 12+67\/g VB(t) g olito)
Moo (t) = e(t*to)

1(t) pi2(?) .
Alors P(t) = { gm(t) 222@) ], avec :

(9—4+/3) e~ V3 (t=10) 4 (9+441/3) V3 (t—t0)

pu(t) =5 (3-2v/3) e V31001 (312v/3) V3 1)
pia(t) = —3

par(t) = —3

paa(t) = %

}, avec :

—VB(t—tg) _ V3 (t—tp)
on(t) = — €
1 \/g (3—2v/3) e~ V3 (t=t0) 4 (342V/3) V3 (t—t0)

kll t
K(t) = { kzlgt% }, avec
Ll (1) = (3—v/3) e V3 (t=t0) 4 (34/3) eV3 (t—t0)
11( ) - (3_2\/3)6—\/§(t—t0)+(3+2\/§) e\/g(t_t())
koi(t) =0

~on L an(t) awn(t)
Alt) = [azl(t) Qo (t)

:| avec

(2—v/3) e~ V3 (—t0) £ (241/3) eV3 (1—t0)

all(t) = (3_2\/5) e*\/g(tfto)_i_(g_i_g\/g) eV3(t—tg)
~ _ (9-5VB3) e~ V3=t 4(9451/3) eV (t—t0)
a(t) = (3-2V/3) e~ V3 (-10) 1 (3421/3) V3 (t—t0)
ZL\21 (t) — 0

A22(t) = —1
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-7 Yu(t) ia(t) .
W(t)=M""(t) = {1/)21(75) V(1) } avec :

_ 6
/lrbll(t) - (3_2\/§) 6—\/§(t—t0)+(3+2\/§) V3 (t—tg)
bro(t) = —112=TV3) e=V3(1710) 4 (1247v/3) V3 (1=t0) 246~ (t~10)] e~ (*~10)
12( ) - (3—2v/3) e= V3 (t—t0) 4 (34+2/3) V3 (t—t0)
Yo (t) =0
Una(t) = e~ (t10)

ef(th)

N |+

B+r—t)e D L7
= <
R:c:r:(t7 T) |: (_% — T4+ t) 6_(T_t) %e_(T_t) sit< T

Ry, (t,7) = e It=71.

R..(t,7) = e 7l 4 5(t — 7).
On en déduit que :

oo (T) = T6(7).

Pun(T) = 0(7).

3 - (_1 -7
prz('r) = |: (2—_:7—6)_i ( 2;__26 :| si0<7et:.
2 2
G+7)eT e ] L
= <
90:1:70(7—) |: (_% . 7_) e T %677’ siT<0

Pyy(T) = eI,
©2o(1) = eI - 6(7).

1 2
& pHL 1 ~1
b) = [ 757 ET e = [ ]

p+1
(I)vv(p) =1
P y(p) =1
p?-—5 )
D,..(p) =— [ (1)251)2 (p2—1%(p+1) ]
(»?-1) (p—1) p>—1
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(I)yy(p) = _p22_1 .

2

(I)zz(p) = §2:§
Régime permanent

2v3-1 1
2 2 |,

|

1 1
2 2

On peut d’ailleurs obtenir cette matrice directement, plus simplement.
par résolution de 1’équation matricielle algébrique de Riccati?* :

AP+ P AT +V — P U P, =0.
s[5 0]

0 0
= [V
Ase = { _(\)/5 _(\/—§1+1) }
W0 = G | U0 s ] eow =

Voir comparaison avec le filtre de Wiener dans le chapitre suivant.

5.13.2 Cas général scalaire

Ce cas correspond a n = 1 et p = 1; nous le traitons en détails car les
calculs analytiques du filtre sont alors possibles.

Alors : A =a (a < 0 pour étre dans le cas stable), C' =c¢ (¢ #0), V =v
(v>0)et W =w (w>0). Alors U =u = % (u > 0) est réguliere de méme
que V =v (v >0).

De plus :

UAU' - AT =0, UAU AT + UV = N
VATV I+ A=0et VATV IA+ VU = N2

De plus posons A £ \/%.

24. On choisit la seule solution définie positive
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5.13.2.1 Régime transitoire
Calcul de ¢(t) et ®(t,7)
Dans ce cas on a ¢(t) = e et (¢, 7) = p(t — 1) = 27,
Calcul de x(t)

On a vu que l'on peut considérer que x(t) est la sortie d’un filtre linéaire
et causal ayant pour fonction de réponse impulsionnelle :

~ { Pt,T)=pt—T1)=eET) si T <t

O(t, 1) = 0 G (<. cbpourentrée v(t).

Remarque : si 'on pose :

~na | pt)=e" st 0<t ~ =
o(t) = { 0 G f<p Ona O(t,7) =t — 7).
z(t) = ert=10) p(to) + ftz et t=7) dr.

Calcul de II(#)

Dans ce cas on a I1(t) = ffoovcf(t —7)dTr =0 ffoo e2alt=") qr = _ v

2a
Alors la fonction II(Z) est constante et égale a m = —3% et, en particulier,
H(to) =TT = —%.

Remarque : 7 vérifie I’équation algébrique :
2am+v=0.

Cette équation permet de déterminer 7w plus simplement que l'intégrale

L L
précédente : T = —5-

calcul de P(t); to <t

P(t) vérifie dans ce cas I’équation différentielle non-linéaire de Riccati, a
coefficients constants :

P(t) =2a P(t) + v —uP%(t); ty < t, avec P(ty) =7 = —5
On peut ramener la résolution de cette équation a celle d’une seule équation
différentielle scalaire linéaire, a coefficients constants. Pour cela on pose :

P(t) = J\]\/;—((tt)) ou les fonctions M(t) et N(t) sont solutions des équations

suivantes :

M(t) = N M(t); to < t, avec M(ty) =1 et :
N(t)=%[M®)+aM(t)];to < t, avec N(tg) =7 = —5=,
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ou :

N(t) =N N(t); to < t, avec N(to) =7 = —5 et :

M(t)=L[N(t) —aN(#)]; to < t, avec M(t) = 1.

On trouve :
M(t) = =5 [(A—a)? 710 — (A - a)® e A 10)] 5 1y <t
N(t) = —1o5 [({(— a)) e “‘“)j (A) +a) e M) <t

A—a) e t=to) 4 (N\4q) e~ (t—to
P(t) =v ()(\_a)g o (tfto)i_g)\I[gQ oA (—to) to < t.
Calcul de X(t); to <t

22 oA (t—t0) _g—X (t—t0)

2(t) =TT — P(t) = _Qa’w . (,\7(1,)2eA(tftS)*(/\+a)2607>‘(t7t0) , t(] < t

Calcul de K(t); to <t

c cv _(A—a)er )4 (Aa) e A tt0)
K(t) = £ P(t) = % 2 S ot =+ o < 1.

Calcul de A(t); to < ¢

A\(t) - a— CK(t) —q— e P(t) -\ (A—a)? e t=t0) 4 (Ata)2 e= A (t—t0) to < t.

w (—a)Z e =) —(At+a)Ze > (t—t0) *
Calcul de ¢(t) et ¥(¢,7)

On peut choisir :

_ 1 _ —4a) :
U(t) = M@ — (—a)? ek(tfto)i?)\+a)2 iy ob

_ M) _ 0P ) (a e )
\I/(t; 7') T M) T (A—a)?er -t —(Ata)Z e (t—t0)

Calcul de certaines covariances et de certaines fonctions d’au-
tocorrélation

R, (t,7) =vé(t — ).

Ryw(t, 7) =wo(t — 7).

Rya(t, 7) = —5% e =l

R,,(t,T) = —022—: ealt=l,

R..(t,7) = —022—: =l 4w o (t — 7).

On en déduit les fonctions d’autocorrélation :
Ooo(T) = 0(T).

Cuww(T) = w (7).
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Pan(r) = =55 el
Puy(7) = — G2 el
pea(r) = =52 e+ wi(7).
Calcul de &)(p) et de F'(p)

o(p) = 4
F(p) = 35,
Calcul de certaines densités spectrales de puissance
., (p) =v.
D (p) = w.
q)x:r: (p) = _1)2+a2'
CZU
(Dyy(p) = Tpoa
p2_>\2
<Dzz(p) =w P2—a?

5.13.2.2 Régime permanent : tendance asymptotique du filtre de
Kalman vers le filtre de Wiener et fonctions de transfert

U(p) et G(p)
Py = =Gt (p ).

A—a c?
2
o2 - (50,
_ cv _ Aa
Koo = w(A—a) =~ ¢

Ay = =) (A <0).

Lorsque t — oo I’équation différentielle non-invariante :
2(t) = A T(t) + K(t) 2(t)

tend vers ’équation différentielle invariante :

T(t) = A B(t) + Koo 2(t) = —AT(t) + 229 2(1).

Calcul de ¥(p) et de G(p)

U(p) = 15 et
G(p) = 7%

Voir comparaison avec le filtre de Wiener dans le chapitre suivant.
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5.13.2.3 Exemple numérique
a=—-1l,c=1,v=1,w=1 Alorsu=1et A = 2.
ot)=etet ®t,7) =e 7).

(t) =7 = % et donc Il(ty) = %
L (14v2) eV t0) _(1—y/2) e~ V2 (tt0) . B
P(t) = (3+2\/§) eﬁ(t—to)—(3—2\/§) e—V2(t—tg) ? tO < t; P(t()) =TT =
1 eV2(t—tg) _e—V2 (t—tg) . . _
Z(t) =3 (3+2\/§)eﬁ(t*t0)7(372ﬁ)e*‘/§(t7t0) ; to < 3 E(tﬂ) =0.

K(t) = (1+v2)eV2(—t0) —(1—v2) e~ V2(-t0) to <t K(to) = 1

T (3+2v2) V2 () —(3-2/2) e V2 (mt0) 2’

A(4) — (3+2v2) eV2(1—t0) 1 (3-2/2) e~ V2 (- t0) YR
Alt) = —V2 i e v § To <1 Alt) =

_ 1 42 .
d}(t) — M@ (\/5_,_1)2eﬁ(t—to)_(\/g_lfe—\/?(t—to) et

M(r) _ (\/§+1)2 e\/ﬁ(T*tO)_(\/ﬁ_l)2 e—V2(r—10)
M) (\/§+1)2 e\/§(t—t0)_(\/§_1)2 V2 (t—tg) °

Ry(t, ) = 6(t — 7).
Ryw(t,7) =0(t — 7).

U(t, ) =

R (t,7) = %e*‘t”'.
Ry, (t,7) = %e_lt_ﬂ
R..(t,7)=3e =4+ 5t —7)

On en déduit les fonctions d’autocorrélation :

Puu(T) = 0(7).

Puw(T) = (7).

ou(T) = €7V
Pyy(T) =371

p--(1) = 57T +5(7)
O(p) = -4

F(p) = ;1.

Py(p) =1

Pou(p) =1
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(I)zx (p) _p21—1 :

(I)yy (p) - pzl,l

®..(p) = 53*?
Py =21 (Py >0).
Yoo =3 — V2 (2 > 0).
Ko =v2-1.

Ay = =2 (Ay < 0).

Lorsque t — oo I’équation différentielle non-invariante :
T(t) = A@) () + K(t) ()

1 5 et :

[ t

Figure 10. Allure de I’évolution des autocovariances II(t), P(t) et ¥(t) en
fonction du temps.

Voir comparaison avec le filtre de Wiener dans le chapitre suivant.
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Chapitre 6

Filtre de Wiener pour des
signaux scalaires, invariants et
stationnaires

Nous n’examinons que le cas de l'estimation (i. e. du filtrage) et non
ceux du lissage ou de la prédiction [5]' [23]? pour des signaux scalaires® et
stationnaires et des systemes invariants. La présentation faite est largement
inspirée de celle de P. Lefevre [11].

6.1 Définitions

Soient y(t) et z(t) deux signaux aléatoires scalaires centrés tels que [ (1)

est un signal vectoriel stationnaire, de dimension 2.

0y (T) & Ryy(t,t — 1) & E{y(t)y(t — 7)} fonction d’autocorrélation de
y(t), supposée connue [fonction paire : @, (—7) = @, (7)].

©..(T) & R..(t,t — 1) = E{2(t) 2(t — 7)} fonction d’autocorrélation de
z(t), supposée connue [fonction paire : ¢, (—7) = ¢..(7)].

0y (T) & Ry.(t,t — 7) = E{y(t) 2(t — 7)} fonction d’intercorrélation de
y(t) et z(t), supposée connue [p,,(—T) = @,.(T)].

On suppose y(t) non disponible et z(¢) disponible.

1. Chapitre 7. pp. 221-264
2. http ://en.wikipedia.org/wiki/Wiener-filter
3. la présentation doit pouvoir étre étendue a des signaux vectoriels
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6.2 Probléme a résoudre

Soit un filtre causal, de réponse impulsionnelle g(t) dont la réponse y(t)
est un estimateur de y(¢) connaissant le signal causal z[to t[ (cf. définition
dans le chapitre : Filtre continu de Kalman). Et soit 3(t) = y(t) —y(¢) Perreur
de cet estimateur.

Alors j(t) £ [ g(t —7) 2(7)dr & [[7° g(7) 2(t — 7) dr.
Mais le signal z étant causal on a z(t) = 0; t < ty. Et par conséquent :
y(t) = fjoo gt —71)z(1)dr = fooo g(7) z(t — T) dr.

De plus le filtre étant causal, afin d’étre réalisable, est tel que : g(t) = 0;
t < 0. Et par conséquent

gty = [ gt —7)z(r)dr = [ g(r) 2(t — 7) dr.

A YO
z(t) —y(t N y(0)
G{p)

Figure 11. Schéma de I'estimation avec un filtre causal.

Remarque : l'intérét d’étendre ainsi les limites d’intégrations a —oo et
oo sera de permettre de prendre les transformées de Laplace bilateres £ des
équations temporelles.

Le filtre de Wiener, de réponse impulsionnelle go(t), est le filtre causal qui
conduit au meilleur estimateur yo(t) de y(¢) — au sens des moindres carrés —,
avec :

Do(t) = [ 7 go(t = 7) 2(7) dr = [T go(7) 2(t — 7) dr.

Il s’agit donc de déterminer la réponse impulsionnelle go(¢) du filtre qui
minimise le critere quadratique scalaire :

Q £ B{y*(t)}.
6.3 Détermination, dans le domaine tempo-
rel, du filtre de Wiener

6.3.1 Calcul du critere
Q = E{[y(t) — 5(t)*} = EQA(t)} — 2 E{y(t) 4(1)} + E{F*(1)}.
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6.3.1.1 Calcul de E{y*(t)}
E{y*(t)} = @y (0).

6.3.1.2 Calcul de E{y(t)y(t)}

E{y() y(t)} = E{y(t) [7o, g() 2(t —7)dr}
= [ 9(7) E{y(t) (t—T)}dT—f 9(1) py=(7) dr.

6.3.1.3 Calcul de E{7*(t)}

E{y ()} E{[f g(r) 2(t = 7)dr] [[7 g(0) 2(t — o) do]}
= [~ f E{z(t—T) (t —o)}drdo
_f f g( ) ¢z(0 — 7) do]dr

6.3.1.4 Calcul de Q
Q = yy(0) =2 [7 9(7) @ya(r) dr + [Z g(T)[J 7, 9(0) pz:(0 —7) do]dr.

6.3.2 Minimisation de )

Soit go(t) qui conduit au critére minimum @ et g(t) = go(t) + ndg(t);
n € R qui conduit au critere ) = Qo + 0Q), ou, bien entendu, la réponse
impulsionnelle dg(t) doit étre causale afin que la réponse impulsionnelle g(t)
le soit ; ce qui impose : dg(t) = 0 pour ¢ < 0.

On peut écrire :

Qo+5Q Pyy(0) — 2 f 7) +10g(7)] ¢y (1) d7
+ 7 [go(T) +ndg(r {f +7759( )] sozz(a—f)dv}dT
—<Pyy —2f 9o(T (pyz( dT—i—f 90(T)[2, 90(0) 22(0 — 7) do] dr
—277f 7) @y (T )dr+nf go(T )[f 69(0) 9:(0 — ) do] dr
+n f f go(0) p..(c T) do) dr

ot 5 59 7)1, 39(0) (o — ) do] dr
=Qo+2n{[7, 59(7) [/ 7o 90(0) pez(T — o) do] dr — [7 0g(7) py:(7) dT}
+07 72 0g9(T) /7 09(0) ¢..(T — o) do] dr, car la fonction ¢.. est paire.

Donc :

5@ = 277 ffooo 59(7—) [fjooo gO(U) Qozz(T - O-) do — @yz(T)] dr
0 [ 8g(r) [, 69(0) @aa(T — &) do] dr.

On en déduit que :
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B2 =2 [ 69(7) |72 90(0) 92T — 0) do — pya(7)] dT
2 500 >u;oo 59(0) oe(7 — ) do] dr.
Et :

825Q =2 [% bg(r) [, 09(0) ¢..(T — o) do] dr, indépendant de 1.

La condition nécessaire et suffisante pour que go(t) conduise & un mini-
mum (au moins local) Qg de @ est que :

259],0 = 0 et [552], > 0.

La premiere condition entraine :

72 09(r) 1[5, 90(0) @oa(7 — 0) do — (7)) d7 = 0. Soit :
Iy 09() [/2o 90(0) @2z(7—0) do—py.(T)] dr = 0;V dg(7). Et par conséquent :
ffooo 90(0) szz(T - U) dO' = (pyz(T) ; v T 2 0 )

Il s’agit de I’équation intégrale stationnaire de Wiener-Hopf dont la solu-
tion conduit a la fonction gy(t) cherchée.

Pour démontrer que la seconde condition est effectivement réalisée considérons
un filtre fictif de réponse impulsionnelle d¢g(¢) soumis a 'entrée z(t). Sa sortie
s(t) est telle que :

s(t) = [7_dg() z(t — 7) dr. Alors :
E{s*(t)} = E{[J" 0g(7) 2(t — 7) dr][[= dg(0) 2(t — o) do]}

= [T 0g(7) [ 69(0) ¢..(T — ) do] dT car la fonction ¢.. est paire.
5

Alors 1 [8;72 =0 = %B;Tég = E{s*(t)} > 0 QED.

6.3.3 Résolution de I’équation intégrale stationnaire
de Wiener-Hopf

A partir de maintenant nous notons, afin d’alléger ’écriture, g la réponse
impulsionnelle du fitre de Wiener [et non plus go/.

Pour déterminer cette réponse impulsionnelle il faut résoudre I’équation
intégrale stationnaire de Wiener-Hopf :

7 9(0) poe(T —0)do = (T) =0; 7 2 0|,

Posons A(7) £ [%_g(0) p..(T — o) do — ¢,. (7).
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L’équation intégrale stationnaire de Wiener-Hopf s’écrit A(7) =0; 7 > 0.
La fonction A est donc anticausale.

6.3.4 Fonction de transfert du filtre de Wiener

En fait nous allons déterminer la fonction de transfert du filtre de Wiener
i.e. la transformée de Laplace bilatere G(p) (cf. Annexe B) de sa réponse
impulsionnelle g(7) :

G(p) = Llg(t)].

La solution de ’équation intégrale stationnaire de Wiener-Hopf sera alors
donnée par :

g(t) £ L7G(p)].

6.3.4.1 Densités spectrales de puissance
Soient (cf. Annexe B) :

®,,(p) = L]p,,(t)] la densité spectrale de puissance du signal aléatoire
y(t) (fonction paire) et :

y:(p) = Llpy: (1)),

Factorisons la densité spectrale de puissance ®,,(p) par rapport a l'axe
imagimaire. Cela consiste a décomposer cette densité en deux facteurs :

®..(p) = 1.(p) .. (p),

tels que les poles et les zéros de @ (p) sont situés dans le demi-plan
complexe gauche et les pdles et les zéros de ®_ (p) sont situés dans le demi-
plan complexe droit.

De plus, puisque la densité spectrale de puissance ®,,(p) est une fonction
paire on a :

6.3.4.2 Transformée de Laplace bilatere de 1’équation intégrale
stationnaire de Wiener-Hopf

Soit A(p) £ L[A(#)] la transformée de Laplace bilatere de la fonction
anticausale A(t). On a :

A(p) = G(p) D..(p) — Py.(p).
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La théorie des sytemes nous indique que A(p) a tous ses poles dans le
demi-plan complexe droit.

On en déduit que :
R — Golp) O2(p) - 322

.. (p) .- (p)

a tous ces poles dans le demi-plan complexe droit.

On observe que tous les poles de G(p) @7, (p) sont situés dans le demi-plan

complexe gauche alors que ceux de %&g sont répartis dans les deux demi-

plans complexes. Décomposons alors cette derniere fraction sous la forme :

Dy (p) — [':I)yz(p)]
(I’z_z(p) ‘bz_z(p) +

Py=(p)
[ézz(p)]_’

telle que tous les poles de [ |, sont situés dans le demi-plan complexe
gauche et tous les poles de | ]_ sont situés dans le demi-plan complexe droit.

, o . . . o

Cette décomposition revient a calculer les poles de qji;%
zZz

une décomposition en éléments simples, suivie d'un regroupement convenable

des divers termes.

puis a effectuer

On obtient donc :

A(p) Qy-(p)1 _ + _ [2yz(p)
o T lene . = @) 2 — 55,

Le premier membre a tous ses poles dans le demi-plan complexe droit et
le second dans le demi-plan complexe gauche; on en conclut que ces deux
membres sont nuls. Il vient alors :

1 [Py(p)
G =32 [<I>;z<p>]+ ‘

6.3.5 Cas particulier ou le signal disponible z(¢) est une
observation bruitee du signal non disponible y(t)

Dans ce cas le signal disponible z(t) est une observation bruitée du signal
non disponible y(t), telle que :

2(t) = y(t) + w(t) ou w(t) est un bruit stationnaire.
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wit)
YO a2

Figure 12. Observation bruitée.

Dans ce cas on a :
CI)yz(p) = (I)yy<p) + q)yw(p) et :

D..(p) = Pyy(p) + Pyu(p) + Puy(p) + Puuw(p).
Alors :

G(p) = 1 [ Pyy (P)+Pyw (p) ]
[y (P)+Pyw (P)+ Puwy (P)+Pww (P)T HPyy (P)+Pyuw () +Puwy (P)+Puww ()]~ 1 ¢

_ D, Py
A(p) = =[Py (2)+ Py )+ Py () + Lur 0)) g w2 s T

Démonstrations

py=(7) = cov{y(t), z(t — 7)} = cov{y(t), y(t — 7) + w(t — 1)}
= cov{y(t),y(t — 1)} + cov{y(t), w(t — 7)} = pyy(7) + pyu(7) et :
)

022 (1) = cov{z(t), z(t — 7)} = cov{y(t) + w(t),y(t — 7) + w(t — 1)}
= cov{y(t),y(t — 1)} + cov{y(t), w(t — 7)}
+ cov{w(t),y(t — 1)} + cov{w(t), w(t — 1)}
= Pyy (1) + ‘wa(T) + ‘Pwy(T) + Puw (7).

En prenant les transformées de Laplace bilateres des deux équations
précéentes on obtient :

D,.(p) = Pyy(p) + Pyu(p) et :
P..(p) = Cyy(p) + Pyu(p) + Puy(p) + Puw(p) et on en déduit G(p) QED.

6.3.5.1 Sous-cas particulier ou y(t) et w(f) ne sont pas corrélés

Dans ce sous-cas : @y (T) = @uy(7) = 0 et donc @, (p) = Py (p) =0 et
on en déduit :

- 1 Pyy(p)
G(p) T [ @yy(P)+Pww ()] T [[(Dyy(P)j‘EUJUJ(P)]7]+ ’

Et :
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Ap) = =[Py (9) + Pu ()] [ 42 =] -

Sous-sous-cas particulier ou w(t) est gaussien

Dans ce sous-sous-cas @y, (1) = W (1) et donc ®(p) = W et alors :

_ 1 D4y (p)
G(P) = G (oW,

Et :

A(p) = ~[2,, (D)W (D))~ [ B
Remarque : si W = 1 on montre que [5]* :

G(p) =1-Grm

[@yy (p)+W]T

6.4 Exemple 1

Reprenons 'exemple matriciel numérique du chapitre précédent mais pour
lequel les signaux y(t) et z(t) sont scalaires. On est dans le sous-sous cas
particulier précédent avec :

D, (p) =25 et W=1.

= 22
Par conséquent

3—p? —/3 3
Byy(p) + W = §25 = 20 500,

Par conséquent :

[ @y (p) + W]T = Z22 et [Dy,(p) + W]~ = B4,
Pyy (p) — —2 _ V3-1 _ V/3-1
[@yy(p)+W]™ (p+1) (p—V3) p+1 p—V3'
On en déduit que :
[ Pyy(p) ] — V31 et [ ®yy(p) ] — _V/B-1
[@yy(P)+W]— 14 P+ [Pyy(p)+W]—I_ p—V3°
Et finalement :
_ 1 @yy(p) _ V31
GP) = B iwF (@i, = pivs
et
_ o _
A(p) = —[Pyy(p) + W] [[q)yy(%fl)/v]f]_ = \f_ll-
4. p. 264

134



Remarque : comme W =1 on a aussi :

1 _ 1 _ 1 _ p¥l _ /3-1
G) =1~ g mmr =1~ 5 = s

On retrouve bien la méme fonction de transfert G(p) que dans I'exemple
matriciel numérique du chapitre précédent.

6.5 Exemple 2

Reprenons le cas général scalaire du chapitre précédent. On est dans le
sous-sous cas particulier précédent avec :

o, (p) = —]% et W =w.

Par conséquent : ®,,(p) + W = wE?=X?) _ vwptd) v lp-A)

p?—a? p—a pta
Par conséquent :

(@, (p) + W]T = % et [Dy,(p) + W] = ‘/mp(f;’\) (car rappel a < 0
et A > 0),

Cyy() v = —Lv 1l _ 1]
[Dyy (p)+W]~ Vw (p—a) (p—A) Vvw(A—a) lp—=x  p—al’
On en déduit que :
[ yy (p) ] — v 1 [ Pyy(p) ] _ ___ v _1
[@yy(p)+W]— 1 Vw(A—a) * p—a [@yy(p)+W]— 1 _ Vw (A=a) " p—A

. _ 1 Pyy(p) _ M .
Et finalement : G(p) = MO [[qhyy(%fw},h = % et
— (] w (A+a

Ap) = =@y () + W] [ tire] . = 5

On retrouve bien la méme fonction de transfert G(p) que dans le cas
scalaire général du chapitre précédent.

Ezxemple numérique du chapitre précédent
a=—-1,c=1,w=1alors A\ =1

G(p) = X254 et A(p) = L=

p+v2
Remarque : comme w = 1 on a aussi :
_ 1 _ 1 _ 1 _ p¥l _ V21
G =1-m omr =1 =75 = i

On retrouve bien la méme fonction de transfert G(p) que dans I'exemple
scalaire numérique du chapitre précédent.
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Annexe A : lemme d’inversion matricielle[10]° [13]6

Soient A, B, C, D quatre matrices de dimensions convenables telles que
A et D sont carrées.

A-1 Si les matrices carrées A et D — C' A~ B sont inversibles on a :

A Bl [EF

¢ D| ~ |G H

avec
E=A'4A"'B(D-CA'B)'CA!
F=-A'B(D-CA*'B)"!
G=—(D-CA'B)'CcA
H=(D-CA'B)".

Démonstration

11 suffit de vérifier que :

(A B]'[E F]_[E F]'[AB]_,
' C D G H| |G H C d| -

A-2 Si les matrices D et A — B D~! C sont inversibles on a :
A B [K L

¢ D| |MN

avec :

K=(A-BD'C)"

L=—(A-BD'C)"'BD™
M=-D'C(A-BD*C)"!
N=D'4+D'C(A-BD*C)'BD!

Démonstration
11 suffit de vérifier que :
ABI'[K L)1_[K L]'[AB]_,
C D M N| | M N c d|
A-3 Siles matrices A, D et D—C A~! B sont inversibles alors A—B D! C
est inversible et on a :

5. Propostion 2.8.7 p. 44
6. éq. 5-28
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A Bl [K L
C D | G H
Démonstration

Les matrices A et D — C A~! B étant inversibles la matrice F précédente
existe. La matrice D étant inversibls la matrice A — B D~! C existe et son
inverse K existe également car K = E QED.

A-4 Corollaire : lemme d’inversion matricielle

si les matrices A, D et D — C A~! B sont inversibles alors A — BD~!C
est inversible et K = F soit :

(A—BD'C) ' =A 4+ A'B(D—-CA'B) 'CA!

En particulier si P, d’ordre n et W, d’ordre p, sont définies positives
(P > 0et W > 0) elles sont inversibles et les matrices W + C P C7T et
P14+ CTW=1C, ou C est une matrice de dimension p x n quelconque, sont
définies positives (W +C PCT > 0et P71+ CT W~! C > 0) donc inversibles
et le lemme d’inversion s’écrit, avec A= P~!, B=CT et D = -W :

(P +CTWC) " =P -PCT(W+CPCT) ' CP.
Démonstration

1) Soit z une matrice colonne, de dimension p x 1, non nulle et x = C7 2z,
matrice colonne quelconque, de dimension n x 1. Alors :

dWH+CPCT)z=2"Wz+2"TPr>0car 2" Wz>0et 27 Pz > 0.
Donc W + C PCT > 0 QED.

2) Les matrices P~ et W' sont évidemmement également définies posi-
tives (P71 > 0 et W~! > 0). Soit x une matrice colonne, de dimension p x 1,
non nulle et z = C x, matrice colonne quelconque, de dimension p x 1. Alors :

PP+ CTWC) e =2 P2+ 2Wlz>0car 2" P'e > 0 et
ZTW=2>0. Donc PP+ CTW~'C > 0 QED.
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Annexe B

_ Considérons le systeme linéaire de matrice de réponse impulsionnelle
L(t,7), de dimension n, X n,, ayant pour entrée le signal b(t), de dimen-
sion ny, et pour sortie le signal a(t), de dimension n,, :

b -
é)y L(t,T)

a(t)
—>

Figure 13. Filtre linéaire de matrice de réponse impulsionnelle Z(t, T) .

Alors a(t) £ [ L(t,7)b(r) dr.

Supposons que b(t) est un signal aléatoire et centré [myy) = 0]. Alors a(t)
est également un signal aléatoire et centré car :

ma(t) = ffooo z(t, 7') mb(T) dT = 0.

Soient Ruq(t, 7) = cov{a(t),a(r)}, Ra(t,7) = cov{a(t),b(r)} et
Rup(t, 7) = cov{b(t),b(7)}; alors :

Roa(t,7) = [% [*° L(t,0) R0, p) LT (7, p) do dp et :

Ru(t,7) = [ L(t,0) Ry(0,7) do.

Démonstrations

Elles sont quasiment évidentes en écrivant a(t) = [~ L(t,0)b(o) do et
a(r) = [°2 L(r,p) b(p) dp QED.

Cas ou le systeme linéaire est causal

Dans ce cas on a, par définition [2] 7 :

~ | L(t,7) st T< ¢t
Lit,m) = 0 st t<T '

On suppose que 'application matricielle, de dimension n, x ny :
L : (t,7) — L(t,7) est continuement différentiable; Vt¢; V7 et on constate
que l'application matricielle, de dimension n, X ny :
L : (t,7) — L(t,7) n’est pas continue. Alors :

7. p. 76
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= [' L(t,7)b(r)dr.
Si, deplus b():()'t<t00na:
ft T)dr.
Cas ou le systeme linéaire est invariant
Lorsque le systeme linéaire est invariant on a L(t,7) £ 1(t — 7) et

a(t) & e T(t —7)b(7)dr & (T* b)(t) (ou * désigne la convolution). Alors :

aatT f f t—O' Rbb(g p)lT( p)dO'dp
= [7 [Z (o) Ru(t — 0,7 — p) 17 (p) do dp et :

Roy(t,T) = ffooo It — o) Ry(0,7) do = I (o) Ry(t — 0, 7) do.

o0

Démonstrations

Ruo(t,7) = [ 7 [t — o) Ry(0, p) 1T (7 — p) do dp et -
Ra(t,7) = [ l(t — o) Ryy(o,7) do.

Si on pose ¢ =t — o, avec t fixé; soit do’ = —do et p = T — p, avec
T fixé ; soit dp' = —dp on obtient bien les relations indiquées & condition de
supprimer les primes QED.

_ On peut alors prendre la transformée de Laplace bilatere £ des signaux
I(t), a(t) et b(t) (p désigne la variable de Laplace) :

L(p) £ £[ ()] = f ( )e Pt dt, matrice de dimension n, X ny,
(p) £ Lla(t)] £ [T a(t) e P! dt, matrice de dimension n, X 1,
B(p) £ L[b(t)] & [ b(t) e " dt, matrice de dimension n, X ny,.

Alors A(p) = L[(I+b)(t)] = L(p) B(p).
Démonstration

A(p) = ffooo a(t) e Ptdt = ffooo[ffooo 7(15 —7)b(7)dr] e Ptdt
_f foo (t —71)e Ptdt]b(T)dr.

Posons o =t — 7, avec T fixé ; soit do = dt. Alors :

Alp) = [2 1S, U(0) e ) do] b(7) dr
= [/ Wo) e 7 do][[7 b(r)e™?T d7] = L(p) B(p) QED.
Cas ou, de plus, le signal b(t) est stationnaire

Soit alors oy, (7) = Ryy(t,t — 7) la fonction (vectorielle) d’autocorrélation
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du signal b(t). Alors le signal a(t) est également stationnaire et sa fonction
d’autocorrélation gO,m(T) 2 Rua(t,t —7) est :

Caa(T) = [°2 [ U(0) puw(T — 0 + p) T (p) do dp.

De plus @u(7) £ Rap(t,t — 7) la fonction (vectorielle) d’intercorrélation
des signaux a(t) et b(t) est :

oan(T) = [ 1(0) (T — o) do = (I % o) (7).

Démonstrations

Raatt =% [ o) Ryt — ot —7 — p) L (p) do dp
=[5 (,Dbb(T —0+ p) ZT( ) do dp ne dépend que de 7, donc le signal

a(t) est statlonnalre QED et :

Caa(T) 2 Raa(t,t—7) = [T [T 1(0) eu( (r — o+ p) % (p) do dp QED.
De plus :

goab( ) £ Ryp(t,t —7) = fOOOOZ(J) Ry(t — o, t — 1) do

= [2U0) (T — o) do = [7 (T — o) (o) do = (I ) (1) QED.

Soient :

<I)aa (p) é Spaa
q)ab (p) = QDab
q)bb( ) SObb

les densités spectmles de puissance. Alors :

®oa(p) = L(p) Pyo(p) LT (—p) et :
Pup(p) = L(p) Pou(p)-

J75 CaalT) €77 drT,
f_ Cab 7')6 PT (T,
foooo@ YePTdr.

A
é
A

Démonstrations
=/~ gpaa Ye PTdr
f f 25 o) o (r — o+ p) X (p)do dp] e 7 dr.

Soit =T — o + p, avec o et p fixés; alors du = dr et :
Daalp) = [ Uo) e do] [[72, wmw(n) 7 dpd] [[°2, 1T (p) €7 dp]
= L(p) P(p) L* (—p) QED,
et :
as(p) = Llpan(7)] = LIT* o) (1)] = L(p) @os(p) QED.
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