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Résumé :

Pour mener & bien leur mission, les satellites de télécommunications doivent rester
a la verticale d'un méme point de la Terre, sur une orbite dite géostationnaire, pour
laquelle la période de révolution des satellites sur leur orbite est identique a la période
de rotation de la Terre sur elle-méme. Cependant, a cause des perturbations orbitales, les
satellites tendent a s’en éloigner, et il est alors nécessaire de concevoir des stratégies de
commande pour les maintenir dans un voisinage de cette position de référence. Du fait
de leur grande valeur de poussée, les systemes a propulsion chimique ont largement été
utilisés, mais aujourd’hui les systéemes a propulsion électrique avec leur grande impulsion
spécifique sont des alternatives viables pour réduire la masse d’ergols du satellite, et ainsi le
coflit au lancement, ou allonger la durée de vie du satellite, ce qui permettrait de limiter
I’encombrement dans I’espace. Cependant, 'utilisation d’un tel systéme propulsif induit des
contraintes opérationnelles issues en partie du caractere limité de la puissance électrique
disponible a bord. Ces contraintes sont difficiles a prendre en compte dans la transcription
du probleme de maintien a poste en un probleme de controle optimal & consommation
minimale avec contraintes sur 1’état et le controle.

Ce manuscrit propose deux approches pour résoudre ce probleme de commande opti-
male. La premiere, basée sur le développement et ’exploitation de conditions nécessaires
d’optimalité, consiste & découper le probleéme initial en trois sous-problemes pour former une
méthode de résolution a trois étapes. La premiere étape permet de résoudre un probléme de
maintien a poste expurgé des contraintes opérationnelles, tandis que la deuxiéme, initialisée
par le résultat de la premiere, produit une solution assurant le respect de ces dernieres
contraintes. La troisieme étape permet d’optimiser la valeur des instants d’allumage et
d’extinction des propulseurs dans le cadre du formalisme des systemes a commutation. La
seconde approche, dite « directe », consiste a paramétrer le profil de commande par une
fonction binaire et a le discrétiser sur ’horizon temporel de résolution. Les contraintes
opérationnelles sont ainsi facilement transcrites en contraintes linéaires en nombres entiers.
Apres l'intégration numérique de la dynamique, le probléme de contréle optimal se résume
a un probléme linéaire en nombres entiers.

Apres la résolution du probléme de maintien a poste sur un horizon court d’une semaine,
le probléme est résolu sur un horizon long d’un an par résolutions successives sur des
horizons courts d’une durée de I'ordre de la semaine. Des contraintes de fin d’horizon court
doivent alors étre ajoutées afin d’assurer la faisabilité de I’enchainement des problémes sur
I’horizon court constituant le probleme sur I’horizon long.

Mots Clés : Maintien a poste, satellite GEO, poussée faible, controle optimal




Abstract :

Geostationary spacecraft have to stay above a fixed point of the Earth, on a so-called
geostationary Earth orbit. For this orbit, the orbital period of the spacecraft is equal to
the rotation period of the Earth. Because of orbital disturbances, spacecraft drift away
their station keeping position. It is therefore mandatory to create control strategies in
order to make the spacecraft stay in the vicinity of the station keeping position. Due to
their high thrust capabilities, chemical thrusters have been widely used. However nowadays
electric propulsion based thrusters with their high specific impulse are viable alternative in
order to decrease the spacecraft mass or increase its longevity. The use of such a system
induce the necessity to handle operational constraints because of the limited on-board
power. These operational constraints are difficult to take into account in the mathematical
transcription of the station keeping problem in an optimal control problem with control
and state constraints.

This thesis proposed two techniques in order to solve this optimal control problem. The
first one is based on the computation of first order necessary conditions and consists in
decomposing the overall problem in three sub-problems, leading to a three-step decomposition
method. The first step solves an optimal control problem without the operational constraints.
The second steps enforces these operational constraints thanks to dedicated equivalence
schemes and the third one optimises the switching times of the control profile thanks to a
method borrowed from the switched systems theory.

The second proposed method consists in parametrising the on-off control profile with
binary functions. After a time discretisation of the station keeping horizons, the operational
constraints are easily recast as linear constraints on integer variables, the dynamics is
numerically integrated and the station keeping problem is recast as a mixed integer linear
programming problem.

After the resolution of the problem over a short time horizon of one week, the station
keeping problem is solved over a long time horizon of one year. To this end, the long time
horizon is split in shorter horizons over which the problem is successively solved. End-of-cycle
constraints have been set up in order to ensure the feasibility of the solution one short
horizon after another.

Key words : Station Keeping, GEO spacecraft, low thrust, optimal control
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Nomenclature

Symbole Signification

a demi-grand axe
a partir du chapitre 3 : demi grand axe relatif

A(t) matrice dynamique de ’équation d’évolution linéaire

Ancw matrice de la dynamique pour les équations de Hill-Clohessy-Wiltshire

Ay matrice de la dynamique pour la résolution du probleme de maintien a poste
képlérien hors-plan

Ag demi-petit axe de ’ellipse de la trajectoire libre relative hors-plan

Ay demi-petit axe de l’ellipse de la trajectoire relative hors-plan contrdlée par une
poussée positive ou négative

Ay demi-petit axe de 'ellipse de la trajectoire de phase du vecteur adjoint du
probleme de maintien a poste képélrien hors-plan

b demi-petit axe

be matrice de calcul du vecteur d’état (terme constant) pour le probléme en
nombres entiers

b, matrice de calcul du vecteur d’état (terme proportionnel & I’état initial) pour
le probléme en nombres entiers

Ba base géocentrique inertielle

Bor, base orbitale locale

Bsat base liée au satellite

B(t) matrice de commande de I’équation d’évolution linéaire, le controle étant
exprimé comme 'accélération des propulseurs dans la base orbitale locale

B(t) matrice de commande pour ’expression de la dynamique, le contréle étant
exprimé au travers des fonctions de poussée des propulseurs

B matrice de calcul du vecteur d’état (terme proportionnel au contréle) pour le
probleme en nombres entiers

Bucw matrice de commande pour les équations de Hill-Clohessy-Wiltshire

By matrice de commande pour la résolution du probléme de maintien a poste
képélrien hors-plan

C(t) matrice de transformation linéarisée entre les éléments orbitaux équinoxiaux

relatif et la position géographique relative
cercle de centre (0,0) et de rayon ¢
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e excentricité

[ matrice de calcul du vecteur des dérivées des positions géographiques (terme
constant) pour le probléme en nombres entiers

s matrice de calcul du vecteur des dérivées des positions géographiques (terme
proportionnel & I’état initial) pour le probléme en nombres entiers

€r premiére composante du vecteur excentricité
a partir du chapitre 5 : premiere composante du vecteur excentricité relatif

ey deuxieéme composante du vecteur excentricité
a partir du chapitre 5 : deuxieme composante du vecteur excentricité relatif

E anomalie excentrique

¢ matrice de calcul du vecteur des dérivées des positions géographiques (terme
proportionnel au contrdle) pour le probléme en nombres entiers

Eq anomalie équinoxiale excentrique

E(t) matrice dynamique pour ’équation d’évolution de la position géographique
linéarisée

fe fonction de commutation issue du Principe du Maximum de Pontryagin

fe fonction de commutation approchée

fa contribution des potentiel perturbateurs a la dynamique non linéaire au travers
des équations de Gauss

fr contribution des potentiel perturbateurs a la dynamique non linéaire au travers
des équations de Lagrange

F(t) vecteur de controle du satellite en fonction des fonctions de poussée de chaque
propulseur

F(t) vecteur de controle du satellite en fonction des fonctions de poussée de chaque
propulseur normalisées

F vecteur des variables binaires de controle

Floax valeur maximale de la poussée

FNe fonction de poussée du propulseur Nord-Est

" fonction de poussée du propulseur Nord-Est normalisée

Fsp fonction de poussée du propulseur Sud-Est

F fonction de poussée du propulseur Sud-Est normalisée

Fno fonction de poussée du propulseur Nord-Ouest

I3 fonction de poussée du propulseur Nord-Ouest normalisée

Fso fonction de poussée du propulseur Sud-Ouest

F, fonction de poussée du propulseur Sud-Ouest normalisée

o 8 matrice de calcul du vecteur des positions géographiques (terme constant)
pour le probléme en nombres entiers

Oa matrice de calcul du vecteur des positions géographiques (terme proportionnel
a I’état initial) pour le probleme en nombres entiers

g constante de gravitation

(6] matrice de calcul du vecteur des positions géographiques (terme proportionnel
au controle) pour le probléeme en nombres entiers

h vecteur moment cinétique

hy premiére composante du moment cinétique dans la base géocentrique inertielle
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hy deuxieme composante du moment cinétique dans la base géocentrique inertielle

h, troisieme composante du moment cinétique dans la base géocentrique inertielle

H Hamiltonien

1 inclinaison

iy premiere composante du vecteur inclinaison
a partir du chapitre 5 : premiere composante du vecteur inclinaison relatif

Ty deuxiéme composante du vecteur inclinaison
a partir du chapitre 3 : deuxieme composante du vecteur inclinaison relatif

I, matrice identité de dimension n

*; évaluation de la matrice ou du vecteur * a I'instant 7;

J fonction objectif (consommation du satellite)

J fonction objectif réduite (sans termes multiplicatifs constants)

K jy nombre de contraintes linéaires approchant la contrainte de fin de cycle positive
dans le plan de I’équateur

K, nombre de contraintes linéaires approchant la contrainte de fin de cycle négative
dans le plan de I’équateur

K, nombre de contraintes linéaires approchant la contrainte de fin de cycle hors-
plan

IN(x*y nombre de contraintes linéaires approchant la premiére contrainte de maintien
a poste quadratique dans le plan de ’équateur

K 2y nombre de contraintes linéaires approchant la deuxiéme contrainte de maintien
a poste quadratique dans le plan de ’équateur

K, nombre de contraintes linéaires approchant la contrainte de maintien & poste
quadratique hors plan

lro longitude excentrique

Lyro longitude moyenne
a partir du chapitre 3 : longitude moyenne relative

) longitude vraie

m nombre de pas de temps nécessaires au respect de la contrainte de latence
entre deux poussées d’'un méme propulseur

Msat masse du satellite

meg masse de la Terre

M anomalie moyenne

Mg anomalie équinoxiale moyenne

n mouvement moyen

N nombre de points de discrétisation de I'intervalle [tg, ]

P nombre de pas de temps nécessaire au respect de la contrainte de durée
minimale pour chaque poussée

P nombre total de poussées

P nombre de poussées du propulseur Nord-Est

i) nombre de poussées du propulseur Sud-Est

Ps nombre de poussées du propulseur Nord-Ouest

Py nombre de poussées du propulseur Sud-Ouest
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q nombre de pas de temps nécessaires au respect de la contrainte de latence
entre deux poussées de deux propulseurs différents

Q nombre de cycles pour le probléme de maintien & poste képlérien hors-plan

r distance centre de la Terre - satellite

i vecteur centre de la Terre - satellite

S variable indépendante pour le probléme de controle optimal & commutation

Sk k®™me instant de commutation

s1 fonction de commande binaire pour le propulseur Nord-Est

S9 fonction de commande binaire pour le propulseur Sud-Est

S3 fonction de commande binaire pour le propulseur Nord-Ouest

S4 fonction de commande binaire pour le propulseur Sud-Ouest

fonction de commande binaire pour le propulseur Nord-Est sur I'intervalle
(7, i1l

fonction de commande binaire pour le propulseur Sud-Est sur l'intervalle
(75, 1]

fonction de commande binaire pour le propulseur Nord-Ouest sur I'intervalle
(75, 7]

fonction de commande binaire pour le propulseur Sud-Ouest sur I'intervalle
(755 Tj41]

instant initial

instant final

instant de milieu de la j°™® poussée du propulseur i

temps de latence entre deux poussées de deux propulseurs différents

instant de début de la p®™¢ poussée positive du probléme de maintien & poste
képlérien hors-plan

instant de fin de la p®™¢ poussée positive du probléme de maintien & poste
képlérien hors-plan

instant de début de la p®™¢ poussée négative du probléme de maintien & poste
képlérien hors-plan

instant de fin de la p®™® poussée négative du probléme de maintien & poste
képlérien hors-plan

durée minimale d’une poussée

temps de latence entre deux poussées du méme propulseur

période de rotation de la Terre

k®™me intervalle sur lequel le controle est constant

vecteur de commande dans la base orbitale locale

composante selon @y de la commande

vecteur unitaire dans la direction du vecteur excentricité

vecteur unitaire dans la direction du moment cinétique

vecteur unitaire tel que la base (i, U, Uz,) est orthonormée directe
vecteur unitaire dans la direction du noeud ascendant

troisieme vecteur de la base orbitale locale

vecteur de poussée du propulseur Nord-Est dans la base orbital locale
vecteur de poussée du propulseur Nord-Ouest dans la base orbital locale
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UR composante selon #r de la commande

Uy premier vecteur de la base équinoxiale

o deuxieme vecteur de la base équinoxiale

UR, premier vecteur de la base orbitale locale

USE vecteur de poussée du propulseur Sud-Est dans la base orbital locale

71%6) vecteur de poussée du propulseur Sud-Ouest dans la base orbital locale

ur composante selon @y de la commande

U deuxiéme vecteur de la base orbitale locale

Uy vecteur unitaire tel que la base (i, @y, U)) est orthonormée directe

Uxg premier vecteur de la base inertielle géocentrique

Uy deuxieme vecteur de la base inertielle géocentrique

Uz troisieme vecteur de la base inertielle géocentrique

U vecteur de controle pour les probléemes de maintien a poste simplifiés pour un
satellite équipé d’un systéme propulsif idéal (un propulseur par face)

Upnax valeur maximale du contréle pour la résolution du probléme de maintien a
poste képlérien hors-plan

v norme de la vitesse du satellite dans le repére géocentrique inertiel

7 vecteur vitesse du satellite dans le repeére géocentrique inertiel

T abscisse de la position du satellite dans le repere géocentrique inertiel

Teart vecteur d’état du satellite en parametres cartésiens

TEOC vecteur d’état du satellite en éléments orbitaux classiques

TEOE vecteur d’état du satellite en éléments orbitaux équinoxiaux

Timp vecteur des éléments orbitaux équinoxiaux de maintien a poste

Ty abscisse relative de la position du satellite dans le repére orbital local

X vecteur d’état pour les problemes képlériens simplifiés pour un satellite équipé
d’un systéeme propulsif idéal (un propulseur par face)

Y ordonnée de la position du satellite dans le repere géocentrique inertiel

Y(TEOE, t) position géographique

Yr ordonnée relative de la position du satellite dans le repere orbital local

z cote de la position du satellite dans le repere géocentrique inertiel
vitesse relative dans le repére géocentrique inertiel

Zr coOte relative de la position du satellite dans le repére orbital local

2y vitesse relative dans le repere orbital local

21 premiere composante du vecteur d’état pour la résolution du probleme de
maintien a poste képlérien hors-plan

Zo deuxiéme composante du vecteur d’état pour la résolution du probleme de
maintien a poste képlérien hors-plan

Z vecteur d’état pour la résolution du probleme de maintien a poste hors-plan
analytique

Z espace admissible pour la résolution du probléme de maintien & poste hors-plan
analytique

Zr espace admissible final pour la résolution du probléeme de maintien & poste

képlérien hors-plan
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« paramétrage angulaire de la durée des poussées pour le probléme de maintien
a poste hors-plan analytique dans le plan de phase du vecteur adjoint

QNE angle de déflexion de la tuyeére Nord-Est

QSE angle de déflexion de la tuyere Sud-Est

QaNo angle de déflexion de la tuyeére Nord-Ouest

aso angle de déflexion de la tuyere Sud-Ouest

15} paramétrage angulaire d’un cycle incomplet final pour le probléme de maintien
a poste hors-plan analytique dans le plan de phase du vecteur adjoint

v(t) nombre de propulseurs actifs a 'instant ¢

~ vecteur des variables entieres comptant le nombre de propulseurs actifs a
chaque pas de temps

V5 variable entiere comptant le nombre de propulseurs actifs sur 'intervalle
(75> Tj 1]

r matrice de transformation du vecteur de contrdle en fonction de poussées des
moteurs dans la base orbitale locale

I'ne direction de poussée de la tuyére Nord-Est dans la base orbitale locale

I'sg direction de poussée de la tuyere Sud-Est dans la base orbitale locale

I'vo direction de poussée de la tuyere Nord-Ouest dans la base orbitale locale

T'so direction de poussée de la tuyere Sud-Ouest dans la base orbitale locale

) demi-largeur de la fenétre de maintien & poste

At; demi-largeur de la j°™® poussée du propulseur i

AT pas de la discrétisation de l'intervalle [to, ]

AT durée d’un horizon court

0% angles d’approximation de la contrainte de fin de cycle hors-plan par un
ensemble de contraintes linéaires

0y angles d’approximation de la contrainte de maintien a poste quadratique
hors-plan par un ensemble de contraintes linéaires

ONE angle de déviation de la tuyere Nord-Est

Ose angle de déviation de la tuyere Sud-Est

Ono angle de déviation de la tuyere Nord-Ouest

fso angle de déviation de la tuyere Sud-Ouest

O(t) ascension droite du méridien de Greenwich, aussi appelé temps sidéral

Omp matrice d’expression des contraintes de maintien a poste a partir du vecteur

d’état

ascension droite du satellite

ascension droite de maintien a poste

longitude géographique

a partir du chapitre 5 : longitude géographique relative

longitude géographique de maintien a poste

premieére composante du vecteur adjoint pour le probleme de maintien a poste
képlérien hors-plan

deuxieme composante du vecteur adjoint pour le probléeme de maintien a poste
képlérien hors-plan

vecteur adjoint pour le probleme de maintien & poste hors-plan analytique
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U parametre gravitationnel standard géocentrique

v anomalie vraie

Vlj angles d’approximation de la contraintes de fin de cycle positive dans le plan
de I’équateur par un ensemble de contraintes linéaires

v, angles d’approximation de la contraintes de fin de cycle négative dans le plan
de I’équateur par un ensemble de contraintes linéaires

17/;r angles d’approximation de la premiere contraintes de maintien a poste qua-
dratique dans le plan de ’équateur par un ensemble de contraintes linéaires

U angles d’approximation de la deuxiéme contraintes de maintien a poste qua-
dratique dans le plan de ’équateur par un ensemble de contraintes linéaires

vQ anomalie équinoxiale vraie

& paramétrage du demi-grand axe de 'ellipse de la trajectoire képlérienne relative
dans le plan de I’équateur

& paramétrage du demi-grand axe de ’ellipse de la trajectoire képlérienne relative
dans le plan de I’équateur

&t paramétrage du centre de 'ellipse de la trajectoire képlérienne relative dans le
plan de I’équateur

& paramétrage du centre de 'ellipse de la trajectoire képlérienne relative dans le
plan de I’équateur

= matrices des contraintes en nombres entiers

S fonction de seuil

<1 fonction de seuil pour le propulseur Nord-Est

S fonction de seuil pour le propulseur Sud-Est

S3 fonction de seuil pour le propulseur Nord-Ouest

<4 fonction de seuil pour le propulseur Sud-Ouest

Ti instant 4 de la discrétisation de I'intervalle [to, ]

%) latitude géographique

Pmp latitude de maintien & poste

¢ paramétrage de la position finale sur le cercle de maintien & poste pour le
probleme de maintien a poste képlérien hors-plan

P matrice de transition de la dynamique linéaire prenant en compte toutes les
perturbations orbitales

Pyow matrice de transition de la dynamique de Hill-Clohessy-Wiltshire

P fonction de pénalisation pour les contraintes de maintien & poste exprimées
avec la position géographique

¥ fonction de pénalisation pour les contraintes de maintien a poste exprimées
avec les éléments orbitaux équinoxiaux

v matrice de transition discréte pour les schémas numériques d’intégration de la
dynamique

w argument du périgée

We vitesse angulaire de rotation de la Terre

Q ascension droite du nceud ascendant

1 fonction indicatrice

nyy

matrice de taille p x v remplie de 0
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140 matrice de taille 4 x v remplie de 1
2, xv matrice de taille p X v remplie de 2

NOTATIONS MATHEMATIQUES

e z € RP = RP*! désigne un vecteur colonne de dimension p, x € R'*P désigne un
vecteur ligne de dimension p et M € RP*? désigne une matrice constituée de p lignes
et de ¢ colonnes.

T
e Soit z: t— z(t) = [xl(t) xn(t)} € R™ un vecteur dépendant du temps. La
dérivée temporelle de ce vecteur a l'instant ¢ est notée :
Ao T 1
i(t) =~ = in(t) ... oaa0)] € (1)
, dz;(t)
avec Vi =1,...,n, &;(t) = gr

e Soit f: R™ — R,z +— f(z) une fonction scalaire de la variable vectorielle z. La dérivée
partielle de f par rapport a z est donnée par :

e Soit f:R" - R™ z— f(z) = [fl(m) fm(x)}T. La dérivée partielle de f par
rapport a x est donnée par :

of(x) lafi(x)]

J— nxm
Ox 0z €R (3)

i=1,...,n
7j=1,....m

e Soit ¢ : RxR™ — R, (t,x) — (¢, x(t)). La dérivée temporelle totale de cette fonction
est donnée par :

dy(t, 2(1)) <‘?¢(t,»‘v(1ﬁ))Jr FY(t, (1)) 0x(t)

a ot pram (4)

e Soit M :t— M(t) = {MZ -(t)}izl .p € RP*? une matrice dépendant du temps. La

J: 7"'7q
dérivée temporelle de la matrice M est donnée par :

M(t)

_dMm (t) _ [dMij(t)

RP*4 5
dt dt L_L P < (5)
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Introduction

Ne jamais promettre le possible. Tout le monde en
est capable. Il faut prometire ['impossible, parce
que ’impossible est parfois possible si on trouve le
bon moyen, et on peut souvent repousser au Moins
les limites du possible. Et quand on échoue, eh
bien, c¢’était vraiment impossible.

Terry Pratchett, Les Annales du Disque Monde,
trad. Patrick Couton

Pour mener a bien leur mission, les satellites de télécommunications, comme ceux basés
sur les plateformes SpaceBus NEO de Thales Alenia Space ou Eurostar d’Airbus, doivent
rester a la verticale d’'un méme point de la Terre, sur une orbite dite géostationnaire. Sur
cette orbite, la période de révolution des satellites est identique a la période de rotation
de la Terre sur elle-méme, et leur position est repérée par la longitude de stationnement,
c’est-a-dire la longitude du point au-dessus duquel les satellites doivent rester.

L’orbite géostationnaire est une abstraction mathématique obtenue dans le cas ou seule
I’attraction gravitationnelle d’une Terre supposée sphérique et homogene est prise en compte.
Du fait de la présence d’autres forces, appelées perturbations orbitales, un satellite placé
sur une orbite géostationnaire voit sa position s’écarter progressivement de sa position de
stationnement. Le probléme du maintien a poste d’un satellite géostationnaire consiste donc
a mettre en place une stratégie de correction de la trajectoire afin que cette derniére reste
confinée dans une fenétre définie par une amplitude maximale pour I’écart par rapport a la
position de maintien a poste. Cette stratégie doit minimiser la consommation de carburant
pour assurer une durée de vie maximale du satellite.

Afin de réaliser les corrections d’orbite nécessaires pour le maintien a poste, les satellites
sont équipés de propulseurs. Depuis la conception des premiers satellites, les systémes
de propulsion chimique sont largement utilisés pour bénéficier du fort niveau de poussée
que ce type de systeme propulsif procure. L’analyse des corrections par des propulseurs
a poussée électrique est menée depuis la fin des années soixante-dix, mais ils ont peu été
utilisés a cause du faible niveau de poussée de ce type de systeme propulsif. Cependant,
bien que la poussée produite par les systémes propulsifs chimiques soit plus importante
que la poussée prod