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Notations

Ensembles :

N Ensemble des entiers positifs.

R™ Espace euclidien de dimension n et de norme |.|,,.

R7>m Ensemble des matrices réelles de dimension n lignes et m colonnes.

S Ensemble des matrices symétriques de dimension n X n.

St Ensemble des matrices symétriques définies positives de dimension n x n.
D7 Ensemble des matrices diagonales définies positives.

MR Ensemble des matrices de S’} commutant avec une matrice A donnée.

L%((0,1); R") Espace des fonctions de carré intégrable sur [0, 1] et & valeurs dans R™,

1 2
associé a la norme ||u|| = </ ]u(ﬂf)!2d$)
0

Matrices :
I, Matrice identité de dimension n.
0p, Matrice nulle de dimension n.

diag(A,B) Matrice block diagonale égale a [61 g] .

A B
L C} L’étoile x remplace I’entrée symétrique du block non diagonal correspondant & B”.
)

Pour chaque matrice carrée A € R™ ™ on définit He(A) = A + AT,
Amaz(A)  Valeur propre maximale d’une matrice symétrique A.
Amin(A) Valeur propre minimale d’une matrice symétrique A.

Opérateurs :

Oy Dérivée partielle de z par rapport a la variable temporelle .

0,  Dérivée partielle de z par rapport a la variable spatiale x.

f(t) Dérivée temporelle de la fonction f(t).

X:  Cette notation remplace X(0) = X (¢t + 6) pour tout § € [—h,0] ol h est un scalaire
positif donné.

Abréviations :
EDP Equations aux Dérivées Partielles
EDO Equations Différentielles Ordinaires
LMI Inégalités Matricielles Linéaires (Linear Matrix Inequalities)
SAR Systéme A Retard
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CHAPITRE 1

Introduction

La modélisation d’un systéme physique est une phase essentielle dans une démarche scien-
tifique qui vise ’analyse de son comportement et son contrdle pour améliorer ses performances.
Elle permet d’avoir une représentation simplifiée d’un systéme ou d’un phénomene physique.
Les équations différentielles ordinaires (EDOs) et les équations aux dérivées partielles (EDPs)
ont largement été exploitées pour la modélisation de systémes physiques [Kha96], [Cor07] et
[BC16]. Il apparait alors un compromis entre la commodité de I’étude d’un modele simple (li-
néaire et de dimension finie par exemple) et la conformité d’un modele plus élaboré (dimension
infinie et /ou non-linéaire) mais dont I’analyse et la commande peuvent générer des problemes
techniques menant a des verrous scientifiques. Il est par exemple possible de produire pour un
systéme physique donné un modele du second ordre linéaire ou un modele linéaire du premier
ordre retardé (Figure 1.1).

Réponse indicielle

1

0.8 J

206 .
2
g

< 041 1

or £ [ Modele du 1°ordre retardé | |

Modeéle du 2° ordre
O ‘ Il Il Il Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Tembs (seconds)

FI1GURE 1.1 — Réponse indicielle d’'un modele du second ordre et un modele du premier ordre
retardé.

D’autres systemes demandent des modeles plus compliqués pour étre décrits de maniere
plus précise. D’ou I'idée d’effectuer un couplage entre les deux types d’équations. L’analyse
et le controle de ces systemes, couplant EDOs et EDPs, est un sujet trés intéressant et
attractif, et a fait 'objet de plusieurs articles de recherche scientifique disponibles dans la



littérature ([Krs09], [SGK10], [PWBO08], [TPG15] et [PP06] par exemple) mais il reste un grand
nombre d’aspects et de verrous théoriques et techniques a traiter. L’intérét de cette classe de
systemes apparait également dans la possibilité de présenter plusieurs systeémes physiques dans
différents domaines tels que le contrdle de température de batiments intelligents [Cas+15],
contrdle dans les tokamak(plasma en fusion) [Wit+07] ou le contréle de la circulation (flux
de voiture) [JKWO06], controle de turbulence [Fei+17] ou controle d’écluses [BCN+09], parmi
beaucoup d’autres applications.

La difficulté premiere de ce type de systéeme est le couplage entre un état de dimension
finie vérifiant les EDOs présentes et un état de dimension infinie, solution de la ou des EDPs.
Plus précisément, nous parlons d’état de dimension infinie dans la mesure ou il s’agira de
fonctions (d’une variable d’espace par exemple), appartenant & un espace fonctionnel de di-
mension infinie. Il faut donc imaginer une maniere de généraliser les outils de 'automatique
classique a une classe de systémes dont la dimension n’est pas finie. Certaines approches
d’étude de stabilité de ce type de systémes consistent par exemple & travailler sur un mo-
dele approché, de dimension finie, afin d’éviter les différentes difficultés du systeme original.
Cependant, un systeme de grande dimension pourrait étre inévitable pour garder la nature
du phénomene considéré, conduisant & des difficultés spécifiques. Dans d’autres situations, de
telles approximations peuvent ne pas étre pertinentes, les principales caractéristiques de la
dynamique pourraient étre alors négligées. Par exemple, des phénomeénes de spillover peuvent
se produire (phénomeéne ou un contrdleur congu pour stabiliser le systéme approché a l’ordre
N, excite spécifiquement la premiere dynamique négligée dans 1’étude, c’est a dire le mode
d’ordre N + 1, situation que nous trouvons dans le contrdle des vibrations [Eva98]). Il est donc
naturel de dire que I’étude de stabilité ou du contréle des systemes couplés impliquant une
équation aux dérivées partielles représente un domaine difficile et intéressant de recherche en
automatique mais relevant aussi des mathématiques appliquées.

Dans cette these, nous nous intéressons en particulier au couplage d’EDOs a une équation
aux dérivées partielles de transport. Ce probléme a été identifié par la communauté d’auto-
matique comme un challenge pour les futures recherches [LL+17]. Ce modele spécifique peut
étre utilisé pour la description de plusieurs systémes physiques dans différents domaines. Nous
développons ici deux exemples de motivation de 1'utilisation de ce systéme couplé.

1.1 Motivation a travers quelques exemples applicatifs

1.1.1 Exemple 1 : Transport d’un flux de gaz

Ce premier exemple d’application concerne le transport d’'un flux de gaz (Figure 1.2)

étudié dans [SBS17b], [Col4-09], [DGL10] et [TPG15].

Il s’agit de considérer un systéme se composant de deux sous-systémes caractérisant la
dynamique d’une colonne chauffante équipée d’un tube d’évacuation du gaz. La dynamique
de la température est exprimée en termes de la masse volumique 79 du gaz dans la colonne



8. Débit dentrée

«— Colonne chauffante

«— Ventilateur d'entrée

Capteur température 1

Capteur température 2

Capteur température 3

FIGURE 1.2 — Schéma du contéle de température ([CWD12]).

chauffante en introduisant le changement de variable 7y = %ﬁo, et est décrite par 'EDO

—————79(t) = ———7p(t)d —_—
pin‘/O TO( ) pin%cv TO( ) Q - ’

To(t) = Vo

ou R est la constante universelle des gaz et Tj, représente la température du gaz a ’entrée du
tube. Ty est la température du gaz. Vj est le volume de la colonne chauffante et r;, représente
le débit d’entrée. d@ représente les échanges thermiques. C, est la chaleur spécifique du gaz
a volume constant. p;, représente la pression d’entrée. v = %Z ou C), est la chaleur spécifique
a pression constante du gaz.

La dynamique du fluide dans le tube d’évacuation est modélisée par des équations de transport
exprimées en fonction des variables primitives (masse volumique 7, vitesse de particule p et
pression p). Elle est donnée par les équations unidimensionnelles suivantes :

{ r@ ) +pour(@,t)=0  z€[0,1].

La vitesse des particules est donnée par p = :JX ou Ay représente la section du tube.
Le couplage est appliqué a travers la condition limite définie pour I’entrée du tube. Il est

exprimé par la condition suivante :
7(0,t) = 10(2).

Le document [CWD12] contient plus de détails concernant la modélisation de ce systéme
physique par le systéeme couplé EDO-équation de transport.



1.1.2 Exemple 2 : Réseaux de communication

Le deuxieme exemple concerne la modélisation des réseaux de communication traité
dans [Esp+17a] et [Esp+17b] et plus détaillé dans [Esp+16]. Dans ce systéme informatique,
les informations fournies par le serveur sont transmises a travers des canaux de communication
numérique. La dynamique du serveur y est représentée par une EDQO, et celle des canaux par
des équations de transport a vitesses différentes. Cela nous amene a chercher une représenta-
tion générale de ce systeme ou 'EDO est couplée & des équations de transport vectorielles a
plusieurs vitesses constantes.

FIGURE 1.3 — Exemple d’un réseau de communication ([Esp+16]).

La Figure 1.3 issue de [Esp+16] présente un exemple de réseau de communication compar-
timenté, ou la dynamique est donnée par des équations aux dérivées partielles et des équations
différentielles ordinaires. Les parametres g;; représentent les flux d’information circulant dans
le réseau et les d;(t) sont les flux extérieurs demandés. Les noeuds de 1 a 5 représentent les
serveurs contenant un buffer qui stocke les informations a traiter. Ces nceuds sont donnés par
la Figure 1.4 (issue de [Esp+16]) ou v; est la somme des flux entrant du i-éme buffer, r; est la
somme des flux sortant, z; est la quantité d’information accumulée et w; représente le controéle
d’acces au buffer. Le passage des informations d’un nceud & un autre n’est pas instantané et
peut avoir un certain retard. Ce dernier est présenté par les lignes de transmission exprimées
par des équations de transport & vitesse positive.

————

FIGURE 1.4 — Compartiment du serveur ([Esp+16]).



Le modele complet du réseau décrit par les Figures 1.3 et 1.4 est donné par :

{ Orqij(w,t) + pij0rqij(x,t) =0, i€Z,, jeD (1.1)

Zi(t) = wi(t)di(t) + DXpri pers, wi(t)ari(1,t) — ri(zi(t)),

ou p;; est la vitesse de transport moyenne des paquets a travers les buffers, Z,, représente
I’ensemble des nombres des compartiments de 1 a n, I’ensemble D; est celui des comparti-
ments en aval connectés directement au compartiment indexé par ¢, et U; est ’ensemble des
compartiments en amont connectés directement au compartiment indexé par 1.

Le couplage est effectué a travers la condition au limite

450, 1) = wig(O)ri(zi(t)), i =0,

avec les conditions initiales suivantes :

L’étude de stabilité de ce systéme couplé impliquant une équation de transport, per-
mettant de présenter d’une maniere précise plusieurs systeémes informatiques, a un intérét
considérable et demande des outils d’analyse tres efficaces.

La méthode de Lyapunov est I'une des méthodes les plus utilisées dans I’étude de stabi-
lité des systeémes physiques décrits sous forme de réseaux. On peut par exemple citer 'ar-
ticle [Bas+07] qui produit des conditions suffisantes de stabilité pour ce type de systémes en
utilisant la méthode de Lyapunov. Par ailleurs, on peut également mentionner le livre [Cor(7]
qui développe entre autre la méthode de Lyapunov pour ’étude de stabilité d’EDPs variées.
Enfin, plusieurs autres travaux de recherche exploitent cette méthode afin de produire des
approches de stabilité plus robustes. Le paragraphe suivant introduit la notion du transport
avant de développer par la suite notre approche conduisant a la stabilité de Lyapunov.

1.2 Notion de transport

Afin de préciser le phénomene de propagation (ou transport) considéré dans cette these,
précisons la résolution d’une équation de transport donnée :

Oz(x,t) + pOyz(x,t) =0, z € (0,1),t>0
z(x,0) = 20(x) z € (0,1) (1.2)
z(0,t) = h(t) t>0,

ol p est la vitesse de transport. Selon la valeur de celle-ci le transport s’effectue dans un sens
ou dans l'autre.
Une étude simple de 1’équation de transport peut étre lue dans [Cor07, Section 2.1, p24], sous

5



Sens du
transport

t

Fi1GURE 1.5 — Hlustration du phénomene de transport.

les hypotheses z° € L?(0,1), h € L?>(R*). Si nous nous trouvons dans un cadre plus régulier,
avec par exemple z° € C1([0,1]) et h € C*(R™) nous pouvons tout simplement démontrer
que la solution s’écrit, Vo € (0,1), Vt > 0,

z(x,t) = zo(x — pt). (1.3)

En effet, en posant u = x — pt, nous avons

Ozo(x —pt) _ Qudzo(u)

Opz(x,t) = o =% o 2o (u) (1.4)
Ozo(x — pt Ou 0zp(u
Oz (w,t) = O(at P _ 5 gi L (1.5)
d’ou
Opz(z,t) + pOpz(z,t) = —pz{(u) + pzi(u) = 0. (1.6)

Il faut enfin vérifier une condition de compatibilité en (z,t) = (0,0) qui s’écrit 2°(0) = h(0).
Le livre [Cor07] fournit ensuite une étude détaillée de la controlabilité de cette équation par
la fonction A qui n’est pas notre objectif dans cette these.

Nous illustrons dans la Figure 1.5 le fait que la solution de 1’équation de transport (1.2) est
propagée a la vitesse p, et que toute fonction arbitraire zo(z — pt) est une solution de cette
équation.

1.3 Stabilité au sens de Lyapunov

La méthode de Lyapunov est une des méthodes fondamentales pour la stabilité des sys-
temes dynamiques (voir [Kha96]). C’est un ensemble de résultats mathématiques basés sur
la décroissance de I’énergie totale d’'un systeme donné. Elle est tres largement utilisée pour
I'étude de stabilité de différentes équations différentielles (EDOs et EDPs) et consiste a choi-
sir, dans un premier temps, une fonctionnelle candidate de Lyapunov exprimée en fonction

6



de I’état du systeme étudié et respectant des propriétés de positivité et de dérivabilité, puis a
transformer la vérification de ces propriétés en un simple probléme d’optimisation. A chaque
type d’équation différentielle considérée, une fonctionnelle de Lyapunov appropriée doit étre
définie.

1.3.1 Notions de base

Dans cette section nous fournissons quelques définitions et théorémes de base concernant
I’étude de stabilité au sens de Lyapunov d’un systéme de dimension finie. Considérons I’'équa-

(1) = F(X(1)
{ o= (1.7

tion différentielle suivante :

ou X(t) € R™ est I'état du systeme fini.

Définition 1.1 (Point d’équilibre [Kha96]). Un état X. est un point d’équilibre du sys-
téme (1.7) si pour tout instant t > ty l'état du systéme X(t) = X.. Le point d’équilibre
X vérifie f(X.) =0.

Définition 1.2 (Stabilité d’un point d’équilibre [Kha96]). Le point d’équilibre X, est stable,
st pour tout € > 0 il existe A(e) > 0 tel que

X0 = Xeln A= |X(t) — Xe|n <6, VE>tg. (1.8)

Pour toute boule de rayon e et de centre X., il existe une boule plus petite de rayon A(e)
telle que si nous partons de n’importe quelle condition initiale de celle-ci, nous ne quitterons
jamais la premiere.

Définition 1.3. (Attractivité d’un point d’équilibre [Kha96]) Le point d’équilibre X, est at-
tractif s’il existe X > 0 tel que

X0~ Xeln < A= lim |X(t) = Xe|n=0 (1.9)

t— 00

Le point d’équilibre X, est dit attractif si la trajectoire X (¢), & un certain voisinage et
pendant un certain temps, converge vers ce point d’équilibre Xe.

Définition 1.4 (Stabilité asymptotique [Kha96]). Le point d’équilibre X, est asymptotique-
ment stable s’il est stable et attractif.

Partant d’une condition initiale au voisinage du point d’équilibre X, ’état X (¢) converge
vers celui-ci aprés un certain temps.



Définition 1.5 (Stabilité exponentielle [Kha96]). Le point d’équilibre X, est exponentielle-
ment stable s’il existe § > 0, € > 0 et \ tels que

X0 — X | < A= |X(t) — Xe|p < €| Xe — XO)e 0000 vt > ¢ (1.10)

Dans ce cas, I’état X (t) converge vers le point d’équilibre d’une maniére exponentielle et
la variable § caractérise la vitesse de cette convergence.

Définition 1.6. (Stabilité globale [Kha96]) Le point d’équilibre est globalement (asymptoti-
quement ou exponentiellement) stable, si les conditions de stabilité précédentes sont vérifiées
pour nimporte quelle condition initiale dans R™.

Théoréme 1.1 (Stabilité au sens de Lyapunov [Kha96]). Soit X, = 0 un point d’équilibre du
systéme (1.7) et D C R™ contenant X, = 0. s’il existe une fonction V de classe C* telle que

V(0)=0 et V(X)>0 dans D\{0} (1.11)

V(X) <0 dans D (1.12)

alors X, = 0 est stable. De plus, si

V(X) <0 dans D\{0} (1.13)

alors X, = 0 est asymptotiquement stable.

Maintenant, décrivons simplement et rapidement cette méthode pour une EDO linéaire
temps invariant. Ensuite, nous ’expliquerons pour I’étude de stabilité d’une équation de
transport linéaire. Enfin, nous détaillerons le cas d’un systéme couplant les deux équations.
Pour chacun de ces cas, nous rappellerons les conditions de stabilité et nous discuterons de
leur capacité a bien caractériser le comportement du systeme.

1.3.2 Méthode et outils pour ’analyse de la stabilité d’un systéme d’EDOs

Pour expliquer en détails le déroulement de cette méthode de Lyapunov pour un systeme
classique de dimension finie, considérons le systéme suivant ot X (t) € R™ et A € R™*" est
une matrice constante,

X(t)=AX(t). (1.14)

Le point d’équilibre X, du systéme (1.14) est le point ot la dynamique X () du systéme
est nulle. La méthode de Lyapunov consiste & discuter la stabilité des solutions du systéme
autour de ce point d’équilibre X.. En d’autres termes, si la solution commence proche du
point d’équilibre X, et reste proche de ce dernier, le point d’équilibre X, est stable au sens de
Lyapunov. En revanche, si la solution commence proche du point d’équilibre X, et converge
vers ce dernier, il est, de plus, asymptotiquement stable. I.’étude peut aller plus loin en
déterminant une vitesse de convergence ¢ avec laquelle la solution tend vers le point d’équilibre
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X, dans ce cas X, est exponentiellement stable.
Pour un systeéme tres simple tel que (1.14), le choix de la fonction de Lyapunov peut étre la
fonction quadratique suivante

Vepo(X (1)) = X(t)T PX(t), (1.15)
ot P € S".

Afin d’assurer la stabilité asymptotique du systéeme (1.14), la fonction Vgpo(X(t)) doit
satisfaire les propriétés de positivité (1.11) et de dérivabilité (1.13), définies en terme de
propriétés de la matrice P :

P -0, (1.16)

PA+ATP <0. (1.17)

La propriété de positivité de la fonction de Lyapunov (1.15) est garantie par l'inégalité
matricielle linéaire donnée en (1.16). Celle de la dérivée est assurée par la LMI (1.17) tirée de
la dérivée VEpo(X(t)) donnée par :

Vepo(X(t)) = X(t)T(PA+ ATP)X(t) <0, VX(t)#0, (1.18)

et qui garantit la stabilité asymptotique du point d’équilibre X.. Le systeme est donc asymp-
totiquement stable.

Pour des systémes linéaires invariants, les conditions (1.16) et (1.17) sont nécessaires et
suffisantes. En d’autres termes, le systéme (1.14) est asymptotiquement (et exponentiellement)
stable si et seulement s’il existe une matrice P vérifiant les inégalités (1.16) et (1.17) ([GCKO3]
et [Fril4]). Il convient alors d’étudier et de comprendre comment cette procédure simple peut
étre étendue au cas de systemes plus complexes incluant des dynamiques issues d’équations
aux dérivées partielles ou encore couplant des équations EDO avec des EDP.

1.3.3 Outils pour Panalyse de la stabilité d’une EDP de transport

Considérons maintenant I’équation de transport suivante

Oz(x,t) + ADpz(z,t) =0, t€ R+,
2(0,t) = Dz(1,¢), (1.19)
2(z,0) = 2%(x), z € [0,1]

ou A = diag(pilm,){i=1..p} est la matrice de transport, p; > 0 est la vitesse appliquée a m;
composantes de I'état z(x,t) avec m = Y0, m;, et 29 est la donnée initiale. Si 20 est donnée
dans C*([0,1],R™) et vérifie la condition de compatibilité 2°(0) = Dz(1,0), il existe une
solution classique z € C*([0,1] x R, R™) et nous pouvons étudier la stabilité de la solution
au sens de la norme

Supxe[0,1]|3x2($7t)| = ||Z<t)‘|6’1([0,1]7]Rm)-
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Mais si nous supposons seulement z° € L2((0,1),R™), c’est une solution au sens faible de
’équation que nous obtenons et c’est la norme L?, définie par

1
1 2
e W A
qui est la plus pertinente pour étudier la stabilité.

L’état instantané z(-, t) de ’équation de transport appartient a I’espace fonctionnel L%(O,l) Rm)-
Le choix de la fonctionnelle de Lyapunov pour ce type de systéme est plus compliqué, car
son état est de dimension infinie. Nous pouvons par exemple choisir une fonctionnelle de
Lyapunov candidate pour ce systéme de la forme suivante :

Vepp(2(-,t)) = /01 zT(x,t)Se_%Ail””z(m,t) dz, (1.20)

ot la matrice S € S est définie positive et commute avec la matrice A, et § > 0 est la vitesse
de convergence.

Remarque 1.1. Afin d’assurer la commutation des matrices A et S, il faut que cette derniere
ait les mémes blocs de Jordan que A. Par exemple, si la matrice A est de la forme :

pila 0 0
A= 0 P2 0 s
0 0 ps3l3

alors la matrice S doit posséder la structure suivante :

St 0 0
S=10 Sy 0],
0 0 53

ou les blocs S € Si, So € Ry et S3 € S:j’r.

—26A" 1

La matrice A € DT est diagonale. Donc, la matrice exponentielle e a la méme

forme que A et commute également avec la matrice S.

Comme pour 'EDO, afin d’assurer la stabilité du systéeme EDP cette fonctionnelle doit
respecter les propriétés de positivité et de dérivabilité suivantes, définies en terme de propriétés
de la matrice S :

S -0, (1.21)

DTASD — ASe™2A"" <0, (1.22)

La propriété de positivité est assurée par I'inégalité (1.21), et la condition de dérivabilité est
garantie par l'inégalité (1.22), obtenue & partir de la dérivée Vgpp(2(-,t)) de la fonctionnelle
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de Lyapunov (1.20) :

Vepp(z(,t) + 20Venp(2( 1))
= <8tZT(SU, t)Se_%Aile(x, t)+ 2" (x, t)Se_%Ailx@tz(x, t)) dx
0

+26 [ 2" (x, t)Se_%Ailzz(x, t)dz
1
:/ <8sz(x,t)ASe_25A1$z(m,t) —|—ZT(x,t)Se_26A1$A8z2($,t)> dx
0
1
+26/ ZT(x,t)Se_%A_lxz(x,t) dx,
0

et en exploitant la commutativité des matrices A et S

. 1 _1
Vinp(2(1) + 20Vepp(2(1) = — /0 8m<zT(x,t)ASe_25A xz(x,t)) dx

zT(a;,t)ASe_Q‘SA_lmz(a;,t)] ,
0

et en utilisant la condition initiale z(0,¢) = Dz(1,t), nous obtenons
Vipp(2(1)) + 20Vepp(2(-1)) = 2 (1,t)[DTASD — ASe‘QaAil]z(l, t) <0, Vz(1,t) #0,

(1.23)
ce qui garantit la stabilité exponentielle et donc asymptotique du systeme (1.19).

Comme pour le cas précédent, les inégalités (1.21) et (1.22) sont des conditions nécessaires
et suffisantes de stabilité ([Cor07]).

1.3.4 Outils pour ’analyse de la stabilité d’un systeme couplé

Maintenant, le couplage d’un systéme d’EDOs a des équations de transport suggere 1'uti-
lisation d’une fonctionnelle de Lyapunov composée de deux termes dépendant des différents
états du systeme. Cela reviendrait a rassembler les différentes fonctions et fonctionnelles de
Lyapunov précédemment considérées. Considérons donc le systéme couplé suivant :

X(t) = AX(t) + Bz(1,t), t>0,
Oz(x,t) + AOpz(x,t) =0, z € (0,1),t>0, (1.24)
2(0,t) = CX(t), t>0.

La fonctionnelle de Lyapunov est alors de la forme :

Vepo/epp(X(t),2(-t)) = Vepo(X(t)) + VeEpp(2(:,1))

= X(t)TPX(t) + /01 ZT($,t)Se_25A71xZ(;E7t) da. (1.25)

Le théoréeme de [Esp+16] suivant, adapté a notre étude simplifiée, donne la stabilité d'un
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systeme couplant EDOs et équations de transport en utilisant une fonctionnelle de Lyapunov
de la méme structure que (1.25).

Théoréme 1.2. Admettons qu’il existe 6 > 0, et une matrice symétrique définie positive

P € R™ " et une matrice bloc diagonale définie positive S € R™*™ wvérifiant
P=0, SA=AS, S0, (1.26)
tels que linégalité matricielle suivante soit satisfaite :
ATP+ PA+CTSAC +26P PB
MO - * _ASG_ZéA—l ‘< 0 (127)

Sous ces conditions, le systéme (1.24) est asymptotiquement stable.

Remarque 1.2. Originellement ce théoréme traite la stabilité entrée-état (Input-to-state sta-
bility). 1l a été adapté ici a notre étude simplifiée pour illustrer le type d’analyse de Lyapunov
possible pour cette classe de systéme.

Pour une vitesse de convergence § qui tend vers une valeur nulle, les conditions de stabilité
données par l'inégalité My deviennent indépendante de la matrice de transport A (indépen-
dant du retard [Fril4, Section 3.3.1, p63]) vu que nous pouvons toujours trouver une matrice
S qui correspond a une matrice de transport A donnée.

L’inégalité matricielle My dans (1.27) du Théoréme 1.2 est déduite de la dérivée temporelle
Vepo/epp de la fonctionnelle de Lyapunov (1.25) donnée par :

Vepo/epp + 20Veposepp = Vepo + 20Vepo + Vepp + 26Vepp,
ou

Vepo +20Vepo = X (H)PX(t) + X T (t)PX(t ) + 25){T tYPX (t )
=XT(t )[ATP + PA+25P)X BT X(t)+ XT(t)PBz(1,t)

()P
(1,1)

| XT@®) ATP+PA+25P PB

2T (1) zl,t

*
et en exploitant 1’équation de transport du systéme (1.24), la dérivée VEDP + 26VEpp est

donnée par
Vepp +20Vepp = /01 (8tzT(x,t)Se25A_lxz(x, t) + zT(x,t)Se*%A_lzatz(a:,t)
12027 (z,t)Se= 200 e 5 (g, t)) dx
=— /01 Oz (zT(x,t)AS’e_%A_lmz(a:,t)) dz
1

— 2T (z, ) ASe= 200 0 5 (g, t)]

0
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et en utilisant la condition au bord z(0,¢) = C X (), nous obtenons

XT() r [CTASC 0 ] lX(t) ]
)

ce qui conclut le Théoréme 1.2 garantissant la stabilité asymptotique du systéeme couplé (1.24).

Pour les deux premiers cas (EDO et EDP de transport linéaires) nous avions vu que des
conditions nécessaires et suffisantes simples peuvent étre écrites sous forme de LMI. La ques-
tion naturelle & se poser est donc celle de la nécessité ou de la suffisance des conditions (1.26)
et (1.27). Pour cela, nous allons étudier les résultats de ces conditions sur un exemple tiré de
la littérature des systémes a retard.

Ce théoreme est I'un des premiers résultats d’étude de stabilité utilisant la méthode de
Lyapunov. Il a été appliqué sur plusieurs exemples académiques (voir [Fril4]). Considérons le
systéme (1.24) avec les matrices suivantes :

0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1
A— = = = —.
-K—-10 10 O 0 |’ B K|’ ¢ [1 00 0}’ A h

5 -15 0 -0.25 0

Ou K € R représente un gain ajustable et ou h est un parametre qui définit la vitesse de
transport en A = % et correspond ici au retard de propagation. Cet exemple a été introduit
dans plusieurs travaux de recherche traitant la stabilité des systémes a retard (voir [ZKTO01],

[Sip+11] et [SG15])).

Région instable

M,<0 Région stable ???

=3

101 10° 10!
K

FIGURE 1.6 — Régions de stabilité dans le plan (K, h) du systéme (1.24) utilisant Théoréeme 1.2.

La Figure 1.6 représente les régions de stabilité (zone jaune) et d’instabilité (bleu foncé) du
systéme (1.24) utilisant le Théoréme 1.2. Pour les régions turquoises, aucune solution n’a été
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trouvée pour la LMI My dans (1.27), et donc nous ne pouvons pas conclure quant a la stabilité
dans ces régions. Nous remarquons que dans ces régions la stabilité ne dépend pas seulement
du gain K mais aussi du retard h vu qu’elles intersectent avec les zones instables. Cette étude
prouve par ’exemple que la conditions précédente n’est pas nécessaire et ne correspond qu’a
une condition suffisante de stabilité. Afin d’atteindre ces régions, les conditions de stabilité
produites doivent dépendre du retard également.

L’une des solutions trouvées pour ce type de systéme (systéme a retard) est celle dévelop-
pée dans [SG13b| utilisant 'inégalité de Wirtinger, plus riche (plus d’informations) que celle
de Jensen utilisée auparavant ([SG13a], [Tri+15] et [SG12]), et 'appliquant sur la méthode
de Lyapunov. L’utilisation de ces inégalités permet de faire apparaitre le terme du retard au
niveau des conditions de stabilité et d’améliorer les régions de stabilité du systéme a retard en
atteignant des petites zones de la région turquoise. Le travail [SG15] publié plus tard consiste
a l'utilisation d’une nouvelle fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii plus développée, dépen-
dant du retard et de I’état retardé, ainsi que d’exploiter une inégalité plus forte que les deux
précédentes. Il s’agit de I'inégalité de Bessel, qui est plus riche et contient plus d’informations
que Jensen et Wirtinger vu qu’elle présente ces deux inégalités a un ordre donné. Le résultat
est trés intéressant puisqu’il permet uniquement d’élargir la zone de stabilité et d’avancer
dans la région turquoise selon 'ordre considéré de l'inégalité de Bessel. Par conséquent, les
conditions de stabilité produites dans [SG15] forment une hiérarchie d’inégalités matricielles
indexée par 'ordre de 'inégalité de Bessel utilisée. Les questions que nous nous posons et que
nous allons développer durant cette these sont les suivantes :

e Quel est le lien entre les systémes d retard et le systéme couplé EDO-équation de
transport ?

e Pourrions-nous exploiter les mémes outils pour I’étude de stabilité du systéme couplé ¢

e Quelle structure de la fonctionnelle de Lyapunov nous pouvons choisir ?

e Pourrions-nous produire une nouvelle approche de stabilité du systéeme couplé EDO-
équation de transport qui produirait des conditions de stabilité plus fines exprimées sous
la forme d’inégalité matricielles ¢

1.4 Lien entre systemes EDO-EDP et a retard

Dans cette section, nous visons a mettre en avant sur un exemple simple les relations
existantes entre la classe des systemes a retard largement étudiée dans la literature en au-
tomatique (voir par exemple [Fril4]; [GCKO03]; [NicO1]; [Ric03]; [Sip+11]) et la classe de
systemes régie par un couplage entre une EDO et une EDP de transport, qui a été moins
regardée (voir par exemple les récents articles [Aur+18]; [TPG15]). La représentation d’un
systéme a retard (SAR) par un systéme couplant une EDO a une équation de transport n’est
pas une idée récente (voir [Krs09]). En effet, ’équation de transport dans le systéme couplé
traduit le terme de retard dans le SAR.

Considérons le systeme a retard suivant :
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X(t)=AX(t) + AgX(t — h), t>0,
(1.28)
X(t) = ¢(t)7 te [_h70]7
ou ¢(t) est la condition initiale. Ce systéme est équivalent au systéme couplé suivant :
X(t) = AX(t) + Agz(1,t), t>0,
Oz(x,t) + pOyz(z,t) =0, x€(0,1),t>0, (1.29)

2(0,8) = X (¢), t>0,
2(,0) = 6(—2).

Pour clarifier cette équivalence, considérons le schéma de I’équation de transport qui suit.

2(0,1) 2lleE)
X(t)= Lo x(t- 1)

FIGURE 1.7 — Schéma explicatif de ’équation de transport

Nous remarquons que la variable X (¢), fournie a I’entrée de I’équation de transport (en x = 0),
met un certain temps pour arriver a la sortie (en x = 1). Ce temps de propagation dépend
évidemment de la vitesse de cette derniere, et a partir de la solution de I’équation de transport,
nous obtenons z(1,t) = X(t — %) L’injection de ce résultat a I’entrée de 'EDO conduit au

systéme (1.28) avec h = %.

Ce petit calcul nous laisse penser qu’il existe des liens tres forts entre les systemes régis
par un couplage EDO-EDP de transport et les systemes a retards. En ce qui concerne plus
particulierement ’analyse de stabilité, on peut alors imaginer qu’il existe aussi des liens entre
les deux modeles qui permettraient de donner de nouvelles interprétations de résultats connus
dans un cas mais pas dans I'autre et de tirer partie de chaque modele pour raffiner des résultats
existants dans l'autre.

Cela étant, il n’existe pas forcement une équivalence entre les deux formulations. Il est
possible de construire des systemes couplés EDO-EDP de transport qui ne peuvent s’inter-
préter par un systémes a retard sous la forme (1.28). C’est pourquoi il faut prendre certaines
précaution quant a 'interprétation par un systeme a retard d’un couplage EDO-EDP.

1.4.1 Introduction sur les systéemes a retards

Les systemes a retard sont tres utilisés dans différents domaines scientifiques, les sys-
temes informatiques, les transmissions mécaniques et les systémes biologiques. En littéra-
ture, dans le domaine de l’automatique, plusieurs travaux de recherche s’intéressent aux
SARs (voir [XLZ06], [GCKO03], [MK+05] et une étude générale des SARs dans [Fril4]). L’étude
de stabilité des SARs a une grande importance théorique comme pratique, puisque le retard
peut étre une source d’instabilité ou de mauvaises performances du systéme. De nombreux
articles s’intéressent a 1'étude de stabilité des systémes a retard dont [GWO04b], [Che95] et
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[XLYO1].

1.4.2 Méthodes hiérarchiques et inégalités intégrales

Récemment, une nouvelle méthode pour ’analyse de systemes & retard via ’application
du théoreme de Lyapunov-Krasovskii a été développé dans I'équipe MAC du LAAS. Cette
méthode introduite dans [SG14]; [SG15]; [SGA15] est basée sur la généralisation de 'inéga-
lité de Jensen introduite dans le cadre de ’analyse des systémes a retard dans [Gu00] via les
inégalités basées sur I'inégalité de Wirtinger [SG13b] ou de Bessel-Legendre [SG15]. Cette mé-
thode, qui sera amplement détaillée dans ce manuscrit, possede plusieurs intéréts par rapport
a la littérature existante des systemes a retard.

e Premierement, elle permet de réduire le pessimisme inhérent a I'utilisation de I'inégalité
de Jensen. En effet, la precision de I'inégalité dépend du degré N des polyndémes de
Legendre qui sont parfaitement définis pour tout entier N positif. Lorsque le degré N
tend vers l'infini, I'inégalité de Bessel-Legendre s’apparente a une identité de Parseval
qui n’est pas conservative.

e Ensuite, elle guide la construction de fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii efficaces
au travers des termes introduits dans I'inégalité.

e Les auteurs de [SG15] ont prouvé l'existence d’une hiérarchie des conditions de stabilité
pour différentes valeurs de N, qui assure qu’augmenter le degré N des conditions de
stabilité résultantes ne peut que réduire le pessimisme du résultat.

e Enfin, les résultats obtenus dans [SG15] montrent un compromis des conditions de
stabilité entre le nombres de variables a determiner et le pessimisme du résultat numé-
rique par rapport aux méthodes existantes basées sur la discrétisation ou de partition
de l'intervalle du retard [Gu97]; [GuO1]; [Zha+09] ou encore sur les sommes de carrées
[PPL09] ; [Peel4].

1.5 Objectif et contributions de la these

Le but de cette these est 'exploitation de ces méthodes récentes ([SG15]), appliquées a des

systemes a retard, pour produire une nouvelle approche de I’étude de la stabilité d’un systeme
couplant une EDO et une équation de transport. Cette approche, sous la forme d’inégalités
matricielles et applicable sur plusieurs types de systémes a retard (SAR), permet d’effectuer
des tests numériques et obtenir des résultats de stabilité concrets.
Nous produisons d’abord une nouvelle approche de stabilité du systeme couplé (1.29). Ensuite,
nous construisons une présentation générale du systéme couplé EDO-équation de transport
vectorielle ou cette derniere possede une matrice de transport au lieu d’une vitesse constante
pour (1.29). De plus, nous proposons une nouvelle fonctionnelle candidate de Lyapunov per-
mettant d’avoir de meilleurs résultats de stabilité. Enfin, nous faisons le lien du systéme couplé
EDO-équation de transport et systéme a retard.
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1.5.1

La

Résumé du plan

suite de ce manuscrit de theése vise a présenter une vision synthétique des résultats

obtenus. Il s’organise de la maniére suivante :

Le

Le

Le

Chapitre 2 présente une premiere étude d’un systeme représentant l'interconnexion
entre un systéme linéaire de dimension finie avec une équation aux dérivées partielles
correspondant a un phénomeéne de transport uniforme. L’idée de ce chapitre est de pré-
senter une analyse de stabilité de cette classe de systemes & 1’aide d’une fonctionnelle
de Lyapunov dédiée. Le coeur de ce chapitre consiste a utiliser des inégalités matri-
cielles du type Bessel associées aux polyndémes de Legendre. Un théoreme de stabilité
exprimé sous forme d’inégalités matricielles linéaires constitue le résultat principal de
ce chapitre.

Chapitre 3 propose une extension de I'analyse présentée dans le Chapitre 2, ou un
certain degré de complexité a été ajouté dans 1’équation aux dérivées partielles. En
effet, le systeme étudié fait maintenant apparaitre des phénomenes de transport non
uniformes. En d’autres termes, le cas d’une unique vitesse constante de propagation
est remplacée par plusieurs vitesses constantes, autorisant ainsi les composantes de
I’équation aux dérivées partielles & avoir des comportements sensiblement différents.

Chapitre 4 illustre un des intéréts des analyses des systemes couplés étudiés dans
les deux chapitres précédents. En effet, nous avons vu dans ce chapitre introductif
qu’il existe un lien tres fort entre la dynamique de systémes couplés et les systemes
a retards. Ce chapitre vise donc a tirer avantage de la construction de fonctionnelle
de Lyapunov pour les systémes couplés pour construire de nouvelles fonctionnelles
de Lyapunov-Krasovskii pour les systemes & retards. Il est notamment montré qu’il
est possible, par de relativement simples manipulations matricielles, de construire des
fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii qui sont a la fois discrétisées (ou partitionnées)
a un degré arbitraire et qui bénéficient aussi des avantages de 'utilisation de I'inégalité
de Bessel-Legendre.

Conclusions et Perspectives Ce dernier chapitre vise a faire un bilan du travail réalisé

durant ce doctorat. Il présentera aussi quelques perspectives a ces travaux qui pourrait
étre réalisées par la suite.

Enfin une annexe (Annexe A) contient un rappel de certains outils auxquels nous avons

eu recours dans cette étude.

1.5.2

Liste des publications

Les travaux de cette theése ont conduit a la publication d’un article dans une revue interna-
tionale (Systems & Control Letters) et a quatre articles publiés et présentés lors de conférence
internationales. La liste de ces publications est donnée ci-dessous.
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M. Safi, A. Seuret, L. Baudouin, "New model transformations for the stability analysis
of time-delay systems", IFAC Workshop on Time-Delay Systems (TDS’18) Budapest,
2018.
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Cyprus, 2018.

3. M. Safi, L. Baudouin, A. Seuret, "Tractable sufficient stability conditions for a sys-
tem coupling linear transport and differential equations", Systems & Conitrol Letters,
vol.110, pages 1-8, 2017.

4. M. Safi, L. Baudouin, A. Seuret, "Refined exponential stability analysis of a coupled
system", IFAC World Congress (Open Invited track on Time-Delay and PDE systems),
Toulouse, France, 2017.

5. L. Baudouin, A. Seuret and M. Safi, "Stability analysis of a system coupled to a
transport equation using integral inequalities", IFAC Conference on Control of Sys-
tems Governed by Partial Differential Equations (CPDE’16), Bertinoro, Italy, 2016.
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CHAPITRE 2

Stabilité d’un systéme couplé avec
une équation de transport simple
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2.1 Introduction

Les systemes a parametres distribués représentent une large gamme en contréle des sys-
temes dont 1’état est de dimension infinie. Cette classe de systemes apparait dans de nom-
breuses applications dont plusieurs exemples ont été donnés dans I'introduction du manuscrit.
L’analyse et le controle des systéemes a parametres distribués représentent un domaine de re-
cherche intéressant en mathématiques appliquées et plus récemment en automatique : voir
par exemple [PWBO08], [SGK10], [SCK10], [SK05] ou encore [Krs09] traitant le contréle de
nombreux systemes couplant une EDO et plusieurs types d’EDP (transport, chaleur ou encore
onde).

Nous étudions dans ce chapitre un cas particulier de ce type de systemes couplés, ou un
systeme de dimension finie est couplé a une équation de transport. La difficulté principale
dans 'analyse de stabilité que nous produisons ici est liée a la dimension infinie issue de
I’équation de transport. En effet, cette classe de systémes peut étre interprétée, dans certains
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cas précis, comme un systéme a retard (SAR). Cette classe de systémes a été largement
étudiée dans la littérature. On peut notamment faire référence par exemple aux monographes
[Fril4]; [Nic01]; [GCKO03] ou plusieurs types de systémes a retard ont été traités au travers
de différentes méthodes fréquentielles ou temporelles. Le but de ce chapitre est de tirer partie
d’un nouveau cadre pour ’analyse de ce systeme d’équations différentielles ordinaires couplées
a des équations aux dérivées partielles. La premiere difficulté provient du fait que la stabilité
des SARs peut étre évaluée en utilisant le théoreme de Lyapunov-Krasovskii et I'analyse de
stabilité de notre systéme couplé ne peut pas étre effectuée exactement avec le méme théoréme.
La deuxieme difficulté est due a la dimension infinie du systeme, qui nous empéche d’utiliser
directement les méthodes exploitées dans ’analyse des systemes de dimension finie. Afin de
fournir des conditions de stabilité efficaces, nous construisons une approximation polynomiale
finie de I’état infini en utilisant des polynémes de Legendre.

Les méthodes d’approximation polynomiale pour ’analyse des systémes de dimension
infinie ne présentent pas une idée récente (voir par exemple les cadres d’optimisation convexe
et de somme des carrés développés dans [PP06]; [Peeld] ou [AVP14] ). La nouveauté de
cette approche apparait dans I'utilisation des inégalités intégrales. Ces inégalités peuvent étre
interprétées comme l’inégalité de Bessel dans les espaces de Hilbert qui correspond a une
version tronquée de l'identité de Parseval. Dans plusieurs travaux, par ex. [SG14]; [SG15],
lefficacité de ces inégalités pour 'analyse de stabilité des SARs a été démontrée. En effet,
nous trouvons dans [SGA15] une méthode basée sur une approximation polynomiale de la
nature distribuée du retard, en utilisant des polynémes de Legendre et leurs propriétés pour
construire des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii. Dans ce chapitre, ot une équation de
transport a été utilisée pour rendre compte des phénomeénes de transport et de retard de
maniére similaire par exemple & I'approche également proposée dans [BLK13].Ce chapitre
présente un cas particulier du systéme couplé et peut étre considéré comme un premier pas
vers les systemes EDO-EDO plus complexes utilisant des outils hérités des approches SAR.

Dans ce chapitre, nous allons détailler, dans le cas le plus simple, notre approche pour
démontrer la stabilité d’un systeme couplant une EDP et une EDO. Le but est d’assurer la
stabilité exponentielle de ce systéme couplé EDO-EDP de transport, au sens de la norme
L?. Nous utilisons des inégalités matricielles linéaires dont la résolution permettra de faire
fonctionner une méthode de Lyapunov. Nous notons aussi que le systemes étudiés dans ce
chapitre généralise les exemples simples introduits dans les exemples applicatifs introduits
dans le chapitre précédent. Les paragraphes suivants ont pour but de formaliser le probléme
et proposent une nouvelle méthode relevant de I’application du Théoreme de Lyapunov pour
I’étude de stabilité.
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2.2 Formulation du probleme

2.2.1 Définition de la dynamique et des principaux composants

Dans ce chapitre, nous allons étudier un systeme décrit par 'interconnexion entre une
EDP de transport linéaire et une équation aux dérivées partielles linéaire, uniforme et dont la
vitesse de propagation est constante par rapport au temps et a I’espace. L’interconnexion est
réalisée a travers I’entrée de ’EDO ou intervient une donnée de bord de 'EDP, et une partie
de l'état de ’EDO est insérée comme une entrée de la condition au bord (CB) de ’équation
de transport. De maniére plus précise, la dynamique est donnée par le systéme d’équations
suivant

X(t) = AX(t) + Bz(1,t) t>0, EDO
Oz(x,t) + pOyz(x,t) =0, xz € (0,1), t >0, EDP

2(0,t) = CX(t), t > 0. CB (2.1)
X(0) = X0, CI EDO
z(x,0) = 20(x), z € (0,1), CI EDP

Remarque 2.1. Dans (2.1), la vitesse de transport est supposée positive. Si la vitesse p
est négative, alors nous pouvons mener la méme étude de stabilité en faisant le changement
de variable x' = 1 — x. Regardons un peu en détail ce qui se passe quand nous appliquons
ce changement de variable sur le systéeme. L’équation de transport utilisée dans (2.1) est
Oz(x,t) + pOyz(x,t) = 0. La solution de cette derniére est donnée par l'expression z(x,t) =
20(z — pt). En effectuant le changement de variable ' = 1 — x, cette solution s’exprime
z(1—a',t) = 20(1 — 2’ — pt). La condition au bord CX (t) est injectée dans ce cas 4 x’' =1, et
le transport se fait dans le sens opposé.

L’état du systeme (2.1) est composé de deux éléments de nature différente.

EDO : Dans un premier temps, le vecteur X (t) € R™ caractérise I’état de I'EDO. Cette
composante est de dimension finie (R™). A linstant ¢ = 0, elle est caractérisée par
la condition initiale X (0) = X° donnée dans (CI EDO). Cette équation est définie
par lintermédiaire des matrices A € R™*" et B € R™ ™, que nous allons supposer
constantes et connues.

EDP : L’état de ce systéme couplé est aussi composé de la fonction d’état de 'EDP de
transport, z(-,t) € L2((0,1); R™). Contrairement & la partie de I’état issue de I’'EDO,
nous notons que l'espace fonctionnel L?((0,1); R™) dans lequel vit la variable z(x,t)
est de dimension infinie. Ceci reflete la nature hétérogene de ce systéme. La dynamique
de PEDP est régie par deux équations. La premiere induit une relation entre la dérivée
temporelle de la variable et la dérivée en espace de la variable z. Cette relation fait
intervenir la vitesse de transport p € R qui est supposée ici constante par rapport au
temps et a l'espace.

La deuxiéme équation correspond & la condition au bord (CB) qui impose la contrainte
sur z(0,t) = CX(t), ou la matrice C' € R™*"™ est supposée constante et connue.
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z=0 z(z,t) e R™ =1

z(1,1)

— pIn

X / AX (1) + B2(1,t)

FIGURE 2.1 — Illustration du systéme couplé EDO-EDP de transport de I’équation (2.1).

2.2.2 Interprétations possibles de ce systeme couplé

11 est possible de comprendre et d’interpréter ce systéme (2.1) via la représentation par
schéma bloc présentée dans la Figure 4.2, qui illustre le couplage EDO-EDP.

Une premiere interprétation consiste a voir 'EDO comme le systéme principal a étudier.
Dans ce cas, ’équation de transport peut-étre interprétée comme une perturbation agissant
sur la dynamique de ’EDO. Il convient alors d’étudier la robustesse de ’'EDO par rapport a
cette perturbation. Cette situation s’apparente naturellement aux cas d’étude des systémes a
retards, étudiés dans les livres [Fril4]; [GCKO3]; [NicO1] et les articles de syntheése [Ric03];
[Sip+11], ou encore dans le cadre des systémes & entrées échantillonnées [Het+17] et contrdlés
en réseaux [HNXO07]; [ZamO08].

Une seconde interprétation revient a considérer que I’équation principale & étudier est
I’équation de transport, qui est, pour rappel, de dimension infinie. Dans ce cas, il est possible
de comprendre 'EDO, comme un contrdleur de dimension finie pour 1’équation de dimension
infinie. Dans la littérature sur le contrdle des EDPs de transport (hyperboliques d’ordre 1),
nous trouvons plusieurs méthodes pour synthétiser un contrdleur. Par exemple, la méthode
dite de Backstepping [BC15]; [BLK13]; [Krs09] produit des controleurs de dimension infinie,
qui, pour des raisons d’implémentation, doivent étre discrétisés. Ces approximations de lois de
commande Backstepping sont alors de dimension finie et peuvent s’écrire sous la forme d’une
EDO comme celle présentée dans (2.1). Il est connu que la discrétisation de lois de commande
de dimension infinie peut conduire a des comportements instables du systéme bouclé, que
nous pouvons appeler le phénomene de "early lumping" [CZ12].

2.3 Existence et régularité des solutions du systeme couplé
EDO-EDP

L’existence d’une solution pour le systéme couplé (2.1) est assurée, dans un certain cadre
que nous allons préciser, par le théoréme A.6 de [Cor07]. Selon ce dernier, pour tout 20 €
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L2((0,1);R™) et X° € R", le probléme de Cauchy (2.1) posséde une unique solution (X, z) €
C(Ry;R™) x C(Ry; L?((0,1); R™)). En outre, il existe K > 0 et § > 0 tels que cette unique
solution, pour tout 2% € L2((0,1); R™) et tout X" € R", satisfasse :

X O+ 1120, ) 2 ((0,1)8m) < Ke (XN +[12°]] 2 (0,1)mm)) Yt > 0. (2.2)

La démonstration de ce théoréme est basée sur I'utilisation d’un changement de variable et
Papplication de plusieurs intégrations sur U'intervalle [0, 1].

En observant la forme de cette derniere expression de ’existence d’une unique solution, le
choix de I'énergie E(X (t), z(t)) suivante

BX(8), 2(8)) = X @O + 112, ) B2 0 1ym) (2.3)

est justifié. Notre objectif est de démontrer un résultat de stabilité exponentielle. Cette étude
consiste a montrer qu’il existe K > 0 et §* > 0 tels que I’énergie du systeme E(X (), z(t)) soit
d*-exponentiellement décroissante, ce qui peut s’écrire sous la forme d’une inégalité donnée
par :

E(X(t),2(t)) < Ke 2" E(0), (2.4)

ot E(0) = | X + 1201122 0.1ym-

2.4 Fonctionnelles de Lyapunov candidates

2.4.1 Définition d’une structure générale

La méthode de Lyapunov est tres répandue dans la littérature de stabilité des systeémes
dynamiques, notamment les systémes exprimés a 1’aide du couplage EDO-EDP (voir [TM17]
et [TPG15]). Cette méthode est basée sur le choix d’une fonctionnelle candidate de Lyapunov
caractérisée par des propriétés de positivité et de dérivabilité, telles que (1.16) et (1.17) pour
le systeme (1.14). Cette fonctionnelle contient des termes exprimés en fonction de I’état du
systéme considéré.

La fonction d’énergie F(X (t), z(t)) définie dans (2.3) semble a priori étre un choix perti-
nent pour une fonctionnelle de Lyapunov pour le systéme complet. En effet, elle permet de
rendre compte de I’état du systéme puisqu’elle vérifie I'inégalité (2.4). En revanche, elle ne
donne pas forcement suffisamment de degré de liberté pour s’assurer de sa décroissance. Si
nous revenons un instant sur le cas d’un systéme défini par une équation différentielle ordinaire
linéaire, il n’est pas toujours raisonnable de choisir comme fonctionnelle de Lyapunov le carré
de la norme du vecteur d’état (c’est-a-dire X7 ()X (t)). Il est souvent nécessaire d’ajouter des
termes de couplages entre les différentes composantes de ’état du systeme. Dans le cas de la
dimension finie, cela revient & choisir une matrice définie positive P de telle sorte que nous
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puissions définir une fonctionnelle de Lyapunov de la forme
V(X)=XT(t)X() — Vp(X) = XT(t)PX(t), P >O0.
Cette formulation donne effectivement certains degrés de liberté pour assurer que la dérivée
de la fonctionnelle de Lyapunov soit bien définie négative. Dans le cas du systéme couplé (2.1),

il convient alors d’introduire des degrés de libertés qui permettront de relaxer les contraintes
sur la dérivée de la fonctionnelle.

Considérons alors la fonctionnelle de Lyapunov suivante :

P Qxa) || X(¢)
v / / [ 2wt ] lg%n T(xl,a:z)] l (362,75)] o
+/ (x,t)e = (S+ (1 —2)R)z(x,t)dz, (2.5)

ou la vitesse de convergence 6 > 0, les matrices P € S}, S, R € ST et les fonctions Q €
L2((0,1);R™™) et T € L?((0,1)%;S™) sont a déterminer. Cette fonctionnelle est inspirée
de celles utilisées dans plusieurs travaux d’étude de stabilité de systémes a retard. Elle est
essentiellement composée de quatre termes différents. Un terme quadratique

XT()PX(t)

en fonction de la variable X (¢) de 'EDO, et trois autres termes dédiés a la variable z(z,t) de
I’EDP. Les deux derniers termes

/ / (x1,6)T (x1,22)2(x2,t) dxy dre €t /OlzT(x t)e = (S+ (1 —-2)R)z(x,t)dx

peuvent étre interprétés comme ’énergie pondérée de 1’équation de transport (voir [Cor07])
et ont été largement utilisés dans la littérature. Enfin, les termes

/ / (1,1 QT(wl) (t)dridze et /01 /01 XT<t)Q(:B2)Z({L‘2,t) dx1 dxa,

qui sont similaires I'un & 'autre, dépendent du choix de fonction Q et concernent spécifique-
ment le couplage entre 'EDO et I’équation de transport.

Avant d’effectuer I’étude de stabilité ou la fonctionnelle de Lyapunov (2.5) doit vérifier
les inégalités (2.6) et (2.7), nous devons préciser que cette fonctionnelle est bien définie pour
les matrices P € S, S, R € ST et les fonctions Q € L?((0,1); R™*™) et T € L?((0,1)%S™).
Pour cela, nous notons que la fonctionnelle peut s’écrire

V(X(t),2(t) = X (H)PX(t) + /01 ZT(x,t)e%(S + (1 —2x)R)z(z,t)dx,

1
—|—2XT(t)/O Q(x)z(x,t) dw—i—/ / (x1,t)T (z1,x2)2(x2,t) dz1 d2s.
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Sachant que P < Apuz(P)I, et e = (S+ (1 —2)R) < Mpaz(S + R) Iy, la fonctionnelle
V(X (t),2(t)) est majorée par

V(X(2),2(t) < Amaw(P)X @O + Anaa(S + B2 )|[F2(0,1)mm)
1
2XT(t)/ Q(z)z(z,t) dx+/ / (x1,t)T (1, x2)2(x2,t) dry dzs.
0
Pour les deux termes intégrales restants, nous exploitons 'inégalité de Cauchy-Schwarz
permettant de comparer le produit scalaire L? de deux fonctions et leurs normes L?. Nous

avons z(-,t) € L*((0,1);R™), @ € L2((0,1);R™™) et T € L?*((0,1);S™), et donc nous
pouvons écrire

2X T (1) /01 Q(x)=(x, ( (2,1) de) (/ o |2d:c> IX(8)]

< |2 Olle2(0,1):mm) 1) L2((0,1)mmxmy | X (2)]

et enfin

1 1
// (x1,t)T (21, x2)2(22,t) d1 dXo :/ zT(xl,t)/ T (x1,22)2(x2, t) dro day
0 0

1 1

1 2 1 3
g/o |z(m1,t)|</0 |T(9:1,x2)|2da:2> (/O |z(x2,t)|2dm2) day
1 ) 3/ 1
< Nt Ollzzqoayam [ etar 0P da) ([

< Hz('vt)H%Q((O,l);Rm) TGy ) L2(0,1)28m)-

1
2
d$1)

Par conséquent, la fonctionnelle de Lyapunov (2.5) est bien définie si ses arguments X (¢),
z(-,t) et ses parametres sont bien définis dans les espaces appropriés (cf. (2.5)).

1
”A |7Y$1,$2ﬂ2d$2

Par la suite, notre objectif consistera a produire une nouvelle méthode numérique pour
I'étude de stabilité du systeme couplé (2.1) en vérifiant que V(X (¢), z(t)) est bien une fonc-
tionnelle de Lyapunov pour ce systeme. La vérification se fait en deux phases différentes. La
premiére consiste & prouver que la fonctionnelle V(X (t), z(t)) est encadrée par la fonction de
I’énergie en satisfaisant 1’inégalité suivante :

el B(X(1),2()) < V(X (1), 2(1) < eaB(X(1),2(1)), (2.6)

pour deux scalaires strictement positifs €1 et e2. La deuxiéme phase consiste a prouver la
décroissance exponentielle de la fonctionnelle de Lyapunov V(X (), z(t)) en vérifiant 'inégalité
de Gronwall

V(X (1), 2(t) + 20V (X (1), 2(t)) < —e3B(X (1), 2(t)), (2.7)

pour un scalaire strictement positif e3.

En prouvant I'inégalité (2.7), nous montrons la stabilité §*-exponentielle du systeme (2.1),
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puisque nous avons

V(X(2), 2(1) + 26"V (X (t), 2(2)) < 0,
ou 20* =24 + g—z L’intégration de ce dernier résultat sur l'intervalle (0,¢) nous donne
V(X (1), 2(t) < V(0)e ™, vt >0,
ot V(0) = V(XY 20). En utilisant une nouvelle fois I'inégalité (2.6), nous obtenons
e1B(X(t),2(t) < V(X(t),2(t)) < V(0)e 2" < g5 B(0)e 2,

d’ou I'inégalité (2.4) prouvant la décroissance exponentielle de I’énergie du systéme (2.1).

2.4.2 Méthode de construction de la fonctionnelle

Dans le but de produire une méthode d’étude de stabilité applicable numériquement, nous
devons faire certaines hypotheéses pour construire les fonctions Q et 7. Un choix doit étre
fait pour simplifier la formulation de la fonctionnelle. Pour cela, 'idée est d’utiliser une base
orthogonales ou orthonormales pour les espaces de Hilbert dans lesquels sont définis ces deux
fonctions. Parmi les bases connues et classiques, deux choix apparaissent naturellement, les
bases trigonométriques ou polynomiales. Pour des raisons qui seront détaillés plus tard dans
le manuscrit, nous préférons construire ces deux fonctions Q et 7 sur une base orthogonale
polynomiales, représentée par les polynémes de Legendre. Leur définition ainsi que certaines
de leur propriétés sont rappelées en annexe de ce document (section A.1). Nous choisissons
de construire les fonctions Q et 7 de la maniére suivante, a 1’aide des polynémes de Legendre
de degré plus petit qu’un entier N arbitraire :

N
=Y QniLi(z), T(1,22) Z Z T Li(w1)Lj(w2). (2.8)
i=0

=0 j=0

ol les matrices Qn,; € R™™ et T, ;j = T]—Vr ji =€ R™ ™ gont constantes et a déterminer. De
cette maniére, les termes de la fonctionnelle faisant intervenir les fonctions Q et 7 s’écrivent :

1,1
//ZT(Ilat)T(Jfluﬁz)Z(:Ez,t)d:cld:pz
0.Jo
1,1
:/o/oz x1,t (ZZTN,Z,] (mz)) 2(29,t) day day

=0 7=0

gjo (/ Li(x)z(z,t dﬂ?)TTNz,J (/ L;( (x,t)d:c) et
2x 7T (¢) /0 O@)a(a, e = 2XT (1) / (ZQM Z >z(x,t)d:g

— oxT( (ZQNZ</ J(2)2(a, t)da:))
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Ce choix particulier des fonctions Q et 7 a plusieurs avantages. Premiérement, il permet
a la fonction T de séparer les deux variables d’intégration. Ensuite, il permet de transformer
les composantes de la fonctionnelles en une expression quadratique qui dépend de nouveaux
éléments définis par

34(0) :/01 Li(z)2(w,)dx,  i=0,1,..., N (2.9)

Puisque les polynémes de Legendre forment une base orthogonales de Iespace L?, ces
éléments correspondent (& un coefficient de normalisation pres) aux coordonnées de la fonction
d’état z dans cette base. Ils représentent donc une information partielle sur la fonction z. Par
la suite nous allons mettre en avant quelques propriétés sur ces éléments qui nous seront utiles
pour conduire notre étude de stabilité.

De maniére générale, nous définissons le vecteur des (N + 1 premiers) projetés Zy par

3o(t)

3u(t
Zn(t) = 1) e RN+HUm YN eN, (2.10)

In(t)

ou les composantes 3; sont définies dans (2.9). La fonctionnelle de Lyapunov devient alors
Vn(X (1), 2(1) = V(X (1), Zn (1)) + Va(2(1)) ou

.
VNna(X(1),Zn(t) = [2(2) ] []: %ﬂ [Z)](V(Zg) ]’
(

: (2.11)
Va((t) = /OzT zt)e 5 (S + (1 — 2)R)2(x, t)dz.

ou les matrices Qn et T sont données par

Tnoo Tnoi - Tnon
T Tnio TN TnaN

QN = [QN,O Qni .. Qnn|, In=Ty = : :
ITnno Inni --. TNNN

Cette fonctionnelle s’écrit finalement d’une maniere plus simple et élégante comme la
somme d’'un terme quadratique en ’état de 'EDO, X, et les projetés, Zy, et d’un autre
terme relié & la norme L? de I’état de 'EDP.

Dans la suite de cette section, nous allons proposer deux résultats qui seront utiles pour
la suite de ce chapitre. Le premier concerne le lien entre les normes d’une fonction z et la
norme de ses projetés délivré par Papplication de I'inégalité de Bessel (brievement rappelé
dans l'annexe A.2). Le second est un résultat technique qui permet d’exprimer la dérivée
temporelle du vecteur des projetés.
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2.4.3 Inégalité de Bessel-Legendre

L’inégalité de Bessel permet de déterminer la différence entre la norme réelle d’un vecteur
et ses projections sur une base orthonormale (section A.2). Le lemme suivant définit I'inégalité
de Bessel basée sur les polynémes de Legendre :

Lemme 2.1. Considérons une variable z € L*((0,1); R™) et une matrice symétrique définie
positive R € S. Nous avons pour tout N € N :

1
/ 2" (z)Rz(z) dx > ZL RN Zy, (2.12)
0

ol
RN = diag(R,3R,...,(2N + 1)R) € RWHDmx(N+1jm_ (2.13)

Remarque 2.2. L’inégalité de Bessel-Legendre a l'ordre N =0 ou N = 1 représente respec-

tivement, les cas particuliers de l'inégalité de Jensen et l'inégalité de Wirtinger [SG13b]. De
plus, quand N tend vers linfini, linégalité devient une égalité refliétant ’identité de Parseval.

Démonstration: La différence entre la norme réelle d’un vecteur et ses projections sur

une base orthonormale (section A.2) est donnée par :

B al L Ly (x)
o) =20 - 3 ([ e ity wven.

Ainsi on assure que l'inégalité fol 2 (x)Rze(x)dz > 0 est toujours vérifiée, puisque la matrice
R € S}}. En développant I'expression de z. dans 'inégalité précédente on obtient

1 /‘Ck‘ 1 1
f @ i+ 33 e HEIP /OZT@WMR/O W)Ly

k=0j=0
Zuﬁkw/ T@)eu@)da B [ )awdy = 0.

A ce stade, nous pouvons utiliser la propriété d’orthogonalité des polynémes de Legendre
1 1

qui nous assure que / Li(x)Lr(x)dz = ||Lk||*]|65 = méjk. Ceci permet de simplifier
0

notablement I'inégalité précédente pour obtenir

1 N 1 1
T T
/0 z (z)Rz(x)dx — kgo A /0 2z (v)Ly(z)dz R /0 z(x)Ly(x)dx > 0,

En utilisant la notation Zy identique a celle donnée dans I’équation (2.10) et la définition de
Ry donnée dans 1’énoncé du Lemme 2.1, on démontre I'inégalité souhaitée. O
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2.4.4 Dynamique des projetés

La dimension infinie d’une partie de 1’état du systéme couplé (2.1) nous conduit & I'utili-
sation des polynomes de Legendre Ly, définis en détails en annexe (section A.1), sur lesquels
la variable de dimension infinie z(x,t) sera projetée, afin d’obtenir un vecteur de dimension
finie manipulable que nous appellerons Zy (t).

L’état projeté Zn(t), contenant les projections de la variable z(z, t) sur les N 4 1 premiers
polynémes de Legendre, est de la forme suivante :

Zy(t) = [30() 37(0) 33(1) ... 3%()] erNTO (2.14)

ou .
/ z1(z,t) Li(z) do
0
3k=0..N(t) = : e R™.

/1 Zm(x,t) L () dx
0

d
Pour calculer sa dérivée temporelle, il suffit de calculer celle d’'une composante %3]6:0.‘. ~N(t),

et de généraliser sur la totalité du vecteur. Nous avons

d

1 1 1
%3k(t) == /O (@, ) La(x) da = /0 B,z (x, 1) Li(z) dx = —p /0 8,2(x, ) Li(z) da

puisque Oz(z,t) = —pdyz(z,t) pour tout ¢ > 0 et z € [0,1]. Une intégration par parties
donne alors, en utilisant (A.3) donné en annexe,

d ' ! ,
G0 = ne@)| +o [ et
max(0,k—1)

= —pz(1,t) + p(=1)*2(0,t) + p Z Ui /01 2(z,t)Lj(x) dx

Jj=0
max(0,k—1)

= —pz(1,t) + p(=1)k2(0,t) + p Z lk;35(t),
=0

ou les coefficients f; donnés par

oo DA (1), it < k-1,
00, if j >k,

proviennent de la loi de dérivation (A.3) des polynémes de Legendre donnée en annexe.

Ainsi, la dérivée temporelle %Z n(t) de Iétat projeté est donnée par le calcul qui suit.
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1 -
z(x,t)Lo(x) dx

z(x,t)Lq(x) dx

b
!

/1 z(z, t) Ly (x) dz
LJo i
—pz(1,1) +pz(0,t)

—pz(L,1) —pz(0,1) +pl1030(1)

—pz(1,t)  +p(=1)*2(0,t) +plro30(t) + plia31(t) + - + plip—135-1(t)

I, I, Om O Om
Im _Im llOIm Om Om

=-—p| . |2(Lt)+p : 2(0,t)+p | . . ZN(t)
I, (_1)kIm EkOIm v Ek,k—llm Om

En utilisant la condition frontiere z(0,t) = CX(t), et en définissant les matrices

-
Iy = {Im Iy ... Im] e RM(N+1),m

T
Iy = [Im ~Iy ... (—1)me} € RMN+1)m (2.15)
Ly = [kln]jr=0.N € RMN+1D)m(N+1)

le lemme suivant fournit la dérivée temporelle de 1’état projeté Zn(t) :

Lemme 2.2. Considérons z € L*((0,1); R™) solution de I’équation de transport du systéme
couplé (2.1). La dérivée temporelle du vecteur de l’état projeté est donnée par :

d
2 ZN(8) = —plnz(1,t) + pINyCX(t) + pLnZn(1). (2.16)

Remarque 2.3. Nous remarquons que la matrice Ly est triangulaire inférieure. La forme
de cette matrice permet d’avoir un lien entre la dérivée de la composante en question %Zk(t)
et ses précédentes Zy - - - Zx_1(t). Cette relation entre les composantes de [’état projeté Zn(t)
permet de conserver la hiérarchie des conditions de cette étude de stabilité. Nous pouvons
utiliser tout type de polynome pour mener la méme étude de stabilité, a part les fonctions
trigonométriques qui amenent a des expressions indépendantes des composantes de la dérivée
de I’état projeté, et donc a perdre la hiérarchie des conditions de stabilité.
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2.5 Conditions de stabilité du systeme EDO-EDP de trans-
port

Apres avoir détaillé tous les outils exploités dans cette étude de stabilité, cette derniere
se fait en trois étapes ou nous prouvons l'existence des scalaires €1, €9 et €3 tels que la
fonctionnelle de Lyapunov (2.11) vérifie

eLB(X (1), 2(t)) < Vn (X (1), 2(1)) < e2B(X (1), (1)), (2.17)

V(X (1), 2(t)) + 20V (X (1), 2(t)) < —e3E(X (1), 2(t)). (2.18)

En exploitant les outils présentés auparavant, le théoréme suivant permet ’analyse de stabilité
du systeme couplé (2.1).

Théoréme 2.1. Considérons le systéme couplé (2.1) avec une vitesse de transport donnée
p > 0. Sl existe un entier N > 0, tel qu’il existe 6 > 0, P € S, Qny € RWV+hm o4
Ty € SWHUM G et R € ST satisfaisant les inégalités matricielles linéaires suivantes

P Qn
o ,0) = o =0, 2.19
N(p ) ]‘|\'[ TN te 25 SN ( )
U1, PB—pQnly Vi3
25
Un(p,0) = | « —pe”»S  BTQy-pliT| <0, (2:20)
* * W33

ol

U, = He(PA+ pQn1%C)+ pCT(S+ R)C +26P
U3 = ATQN+pC 1Y Ty + pQn LN + 26QN

Uys = pHe(TwLy) —pe ¢ RN + 20T,

SN = diag(S,3S,...,(2N +1)S),

RN = diag(R,3R,...,(2N +1)R),

alors le systéme couplé est exponentiellement stable.
De plus, pour chaque valeur de la vitesse p, il existe un coefficient K = K(p) > 0 tel que
I’énergie du systeme décroit exponentiellement a une vitesse de convergence §* :

E(X(t),2(t)) < Ke ®"tE(0) ¥t > 0.

Démonstration:
Etape 1 : Existence d’un paramétre ¢; vérifiant (2.17).

Nous avons sous hypothese S > 0 et ®n(p,d) > 0, donc il existe un scalaire €1 > 0
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suffisamment petit tel que

2 P Qn
S = I, ®n(p,d)= _2
egrer Iy ~(p,9) L Ty +e QjSN

I
- €1 "

0
IN

ou
IV = diag(In, 3L, . . ., (2N + 1)1,,).

Remarque 2.4. ¢ est lié a la plus petite valeur propre de S et ®n(p,9).

D’autre part, V(X (), z(t)) définie en (2.11) satisfait pour tout ¢ > 0,
T
X(t) X(t)
Dn(p,d
1

e 2SN Zn(t) + e / 2 (2, 1)Sz(z, t)d.
0

V(X (1), 2(1) =

En remplagant ®x(p,d) par sa borne inférieure dépendant de €; et introduisant €; dans
le dernier terme intégral, nous obtenons

VN (X (t),2(t)) > sl\X(t)ﬁ + & /01 zT(x,t)z(x,t)d:E

1
— 2T (e SN — 1TV Zw (8) + / ST (@ t) (€7 S — 1T 2 (x, £)da
0

26
Sachant que S —ejer I, = 0, appliquons le lemme (2.1) sur le dernier terme intégral

1
/zT(x,t)(ef%éS —e1ly)z(x, t) de > Z]Tf(t)(ef%SN — eIV ZN(1).
0

La fonctionnelle de Lyapunov vérifie donc, pour tout X, z,

V(X (1), 2()) = e1 E(X(1), 2(t))-

Etape 2 : Existence de ¢, vérifiant (2.17).

Il existe un scalaire positif g > 0 suffisamment large tel que

P Qn I, 0
QN TN]jBL IN]’
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et permettant de vérifier, sous 'hypothese S > 0 et R > 0, I'inégalité

VN(X(t),2(t)) < BIX@)2+BZEOIN Zn(t) + /01 e_T%sz(x,t)(S + (1 —2)R)z(z,t)dx

BIX®)2 +BZL)IN Zn(t) + /01 21 (2,t)(S 4+ R)z(x, t)dx.

IN

En appliquant le Lemme 2.1 sur le terme en Zy(t), nous avons

VN(X(t),2(t)) < B|X(i§)|i+/01 2 (2, t)(BLy, + S + R)z(x, t)da
< BIXOR + 2all2 2oy < 2B(X (1), 2(0)),

ot €2 = B + Amax(S) + Amax(R). L’inégalité (2.17) de positivité est donc prouvée.
Etape 3 : Existence de ¢3 vérifiant (2.18).

Dans cette étape, nous avons besoin de définir un état augmenté de dimension n+ (N + 1)m
défini par

vt = [XT0) 2o zhe)] (2.21)

Considérons le premier terme Vi 1(X(t), Zn(t)) de la fonctionnelle de Lyapunov (2.11).
L’inégalité de Gronwall qui lui correspond est donnée par

Vni(X (1), Zn(t) + 20VNa(X(t), Zy

-4 ([ 527 ox 2125 )

P QN (t)
*25_ZN<>] [T HZNU]
1 PB—pQnln U3
= {I,(t) * 0 BTQn — p]l—]\r,TN En(t)
| * * pHe(TnLy) + 26Tn

avec ¢1 = He(PA + pQn13C) + 26P.

En exploitant 1’équation de transport du systéme (2.1), la dérivée temporelle du second

33



terme Va(2(¢)) est

Vh(s(t)) = /01 9, <ZT(x,t)e—2i””(s + (1 - 2)R)2(x, t))dx
- /01 82T (2, 8)e 0 (S + (1 — 2)R)z(z,t) + 2T (2, ) 7 (S + (1 — &) R)Dyz(x, t)dx
_ —p/ol 0,2 (2,87 (S + (1 — ) R)2(, 1) + 2 (2, )e” 5 (S + (1 — 2)R) Doz, t)der
= —,0/01 Oz (zT(az,t)e_%;(S—i— (1 —-2z)R)z(x,t) )dx - ,0/ -2 Rz(x t)dx
—25/01 ZT(x,t)efg(STw(S + (1 —2)R)z(z,t)dx
Nous reconnaissons dans Uéquation précédente 285Va(z(t)), ce qui est utile pour obtenir

I’inégalité

1

Va(z(t)) + 26Va(2(t)) = {— pzT(x,t)ef% ((S +(1- x)R))z(w,t)]

0
—,0/ % Rz(x t)dzx.
Sachant que z(0,¢) = C X (t), nous obtenons

Va(2(t)) + 20Va(2(t)

= - 7P z(x,t)dx —pz (z 672671 S -z z(x

[ e Reta e+ [ = o w0 (84 (0= 00 stan)]

- —,0/ “2 Ra(e, t)dx — pe 7 2T (1,4)S2(1,£) + p=7(0,4)(S + R)=(0, 1)

= —p/ % Rz(x t)dx — pe” 2TJ(SzT(l,t)Sz(l,t) +pXT()CT(S 4+ R)CX(t).

En rassemblant les résultats des deux termes Vi 1(X(t), Zn(t)) et Va(z2(t)) et en utilisant
la définitions de ¥ (p,d) dans (2.20), nous avons

Va(a(8) + 20V (1)) = € (.)€ — p | T () Re(a, )

2 N
+ pe PZN(t)R ZN(t).

[

) _ 2%z

La borne inférieure du terme exponentielle sur l'intervalle [0, 1] est donnée par e » <e » .
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Dongc, 'utilisation du Lemme 2.1 donne inégalité

25 1

Va(2(t)) + 26Va(2(t) < €T ()W n(p, 6)E(E) — pe @ ; 2! (z,t)Rz(x, t)dx
4 pe P Zn(RN Zy (1), (2.22)

L’inégalité (2.20) assure 'existence d’un scalaire 3 > 0 tel que

1 o5 I, 0 O
R > —eser Iy, Upn(p,d)<-—e3|*x 0 O
p x * IN

Utilisons ces deux inégalités sur (2.22)

Vil (0) + 200(:(0) <~ (IXOF + [ |z(o, 1) )

Lz -8 LN N B o -2,
N(t)(pe » R esT)Zn(t) z (z,t)(pe » R—eslp)z(z,t)dx.
0

20
Puisque R — %5367 I, = 0, le Lemme 2.1 assure que la somme des deux derniers termes est
négative. Donc V(X (t), z(t)) vérifie I'inégalité

Va(2(t)) +20Va(2(t) < —esB(X (1), 2(1)),

ce qui permet de conclure la stabilité exponentielle du systéme couplé (2.1) (cf Section 2.4). O

2.6 Applications numériques

Exemple 1 : Pour une premiere application de notre approche, nous considérons le systéme
couplé suivant :

-2 0

0 —0.9] X () + o

X(t) = 4 _1] z(1,1),

Oz(z,t) + pOzz(z,t) =0,
2(0,t) = X (t).

Nous remarquons que le systéme fini considéré (EDO) est stable, puisque les valeurs propres
de A+ BC sont —1.9 et —3.

Pour cet exemple, le Tableau 4.1 fournit la valeur minimale permise de la vitesse de trans-
pPOrt ppin, pour plusieurs valeurs de la vitesse de convergence exponentielle exigée § et 'ordre
de I'approximation polynoémiale IV, obtenue par la résolution des conditions du Théoreme 2.1.
Nous constatons qu’a & = 0, le Théoreme 2.1 permet de récupérer, a 'ordre N = 4, une es-
timation précise & 10~ de la vitesse de transport minimale, pour laquelle le systéme reste
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stable. Le tableau montre aussi que ’augmentation de N permet de réduire le conservatisme,
et donc d’améliorer ’estimation de la vitesse minimale pyip.

Th.1 | 6=0 | 4 =0.005 = 0.01 | Variables
N=0 | 0.2284 0.2611 0.2885 16
N=1 | 0.1761 0.2073 0.2325 27
N=2 | 0.1653 0.1957 0.2202 42
N=3 | 0.1623 0.1925 0.2168 61
N=4 | 0.1620 0.1919 0.2159 84

TABLE 2.1 — Vitesse minimale permise pp,;, dans 'exemple 1.

Le graphique de la Figure 2.2 présente I’évolution de la vitesse de convergence exponen-
tielle § en fonction de la vitesse de transport p pour différentes valeurs de 'ordre N. Nous
constatons que le Théoreme 2.1 est capable de montrer que la vitesse de convergence ¢ atteint
un maximum pour une valeur optimale de p située autour de p = 5. Cela indique que la
limitation de la vitesse de transport du systéme (2.1) pourrait améliorer sa vitesse de conver-
gence.

Exemple 2 : Par ailleurs, le Théoréme 2.1 permet également 1’évaluation de la stabilité de
systémes instables pour des grandes valeurs de la vitesse de transport, comme le montre notre
deuxieme exemple. Considérons cette fois-ci le systeme suivant :

0 1 0
X
-2 0.1] )+ 1

Ohz(x,t) + pOyz(z,t) = 0,2(0,) = [1 0] X ().

X(t) = z(1,1),

Ce systeme est instable pour des grandes valeurs de la vitesse de transport p, puisque la

trace de A+ BC = _O 1 01 1 est strictement positive : le systéme possede en effet au moins
une valeur propre dans le demi plan droit du lieu des racines.

La Table 2.2 présente pour cet exemple la vitesse de transport minimale et maximale permise
Pmin €6 pmae pour plusieurs valeurs de la vitesse de convergence exponentielle exigée § et de
I’ordre de 'approximation polynoémiale N obtenue par la résolution des conditions du Théo-
reme 2.1. Nous remarquons dans le tableau que I’augmentation de ’ordre de I'approximation
N conduit a 'obtention d’une estimation plus précise des vitesses minimale et maximale au-
torisées p. Autrement, les résultats obtenus & ’ordre N sont inclus dans ceux trouvés a l’ordre

N+ 1.

L’évolution de § par rapport a p pour différentes valeurs de N =0, 1,2, 3,4 est présentée
dans la Figure 2.3. Comme pour l'exemple précédent, une valeur optimale de la vitesse de
transport est donnée par Théoreme 2.1 conduisant a une vitesse de convergence maximale.
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FIGURE 2.2 — Evolution de la vitesse de convergence 0 obtenue pour différents ordres d’ap-
proximation N en fonction de la vitesse p de I’équation de transport utilisé.

Exemple 3 : Considérons maintenant le systéeme a retard présenté en introduction, et pour
lequel les régions de stabilité étaient limitées par I'indépendance des conditions par rapport

au terme du retard )
{ X(t) = A’X(t) + B'u(t)

y(t) = C'x(t). with

0 0 1 0 0 17"

0o 0 0 1 0 0
A/: Bl: /_

~10 10 0 0 | 1= ol

5 —15 0 —0.25 0 0

Cet exemple, déja illustré dans le chaptire d’introduction, est tiré de la dynamique des vibra-
tions en usinage [Sip+11]; [ZKT01], o une commande statique retardé a été proposée

u(t) = —Ky(t) + Ky(t — h),

ou K est le gain de cette commande et (h = 1/p) est constant et peut varier sur une certaine
plage de valeurs. L’équivalence de ce systeme par le modeéle couplé (2.1) est donnée par :
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N=0 N=1 N=2 N=3
Variables 8 12 17 23
Pmin = 0.6491 0.5840 0.5822

=0 T e = 9.9404 | 9.9800 | 9.9800
_ pmin = 0.6560 | 0.5890 | 0.5866
6=0005) - pmaz = 9.0334 | 9.0744 | 9.0744
5001 | . | Poun=0.6647 | 05939 | 0.5909

Pmaz = 8.2781 8.3195 8.3195

TABLE 2.2 — Vitesse de transport minimale et maximale permise dans ’exemple 2.

0.6 \
——N=0
............. N=1
1 —— N=2
0.5 3|7
‘N=4

03r

Vitesse de convergence exponentielle §

0.1

Vitesse de transport p

FIGURE 2.3 — Evolution de la vitesse de convergence § obtenue pour différents ordres d’ap-
proximation IV en fonction de la vitesse p de I’équation de transport utilisée.

A=A -BKC',B=B'KC',C=1;et D=044.

Nous remarquons dans la Figure 2.4 que la région indépendante du retard (K < 0.3)) est
obtenue a l'ordre N = 0 des polyndémes de Legendre, correspondant a l’'inégalité de Jensen
pour les conditions de stabilité. En revanche, Théoreme 2.1 permet d’élargir cette région de
stabilité vu qu’elle dépend également du terme du retard h, ce qui n’a pas été le cas avec
les conditions du Théoréme 1.2. Nous obtenons les mémes résultats que [SG13b] utilisant
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FIGURE 2.4 — Régions de stabilité dans le plan (K, h) obtenues par Théoréme 2.1 pour plu-
sieurs valeurs de N avec 6 =0

I'inégalité de Wirtinger a 'ordre N = 1. De plus, nous remarquons sur la Figure 2.4 que le
systéme reste stable, pour une vitesse de transport donnée p, pour tous les ordres supérieurs
a N g’il 'est a I'ordre N. Ce résultat présentant la hiérarchie des conditions de stabilité par
rapport a ’ordre N des polynémes de Legendre sera détaillé dans le prochain chapitre.

Les régions de stabilité de la Figure 2.4 ont été obtenues en utilisant un pas de Ay = 0.25
pour le retard h, et Ag = 0.05 pour le gain de la commande K.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous produisons une nouvelle approche pour I’étude de stabilité d’un
systeme couplant une EDO a une équation de transport en exploitant la méthode de Lya-
punov et les polyndémes de Legendre. Des conditions de stabilité du systeme de dimension
infini (2.1), fournissant une estimation de sa vitesse de convergence exponentielle, sont dé-
taillées et exprimées sous forme d’inégalités matricielles linéaires dépendant explicitement de
la vitesse de transport p et de 'ordre N de 'approximation polynémiale.

La contribution présentée dans ce chapitre constitue un résultat préliminaire de 'analyse
de stabilité des systemes contenant les EDPs et utilisant les polynémes de Legendre et 'inéga-
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lité de Bessel-Legendre. Le probleme traité ici n’est qu'un cas particulier et simple exemple
des systeémes distribués. Notre objectif est d’avoir une présentation générale de ce systéme
couplé en ayant une matrice de transport au niveau de 'EDP au lieu du simple scalaire p.
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CHAPITRE 3

Stabilité d’un systeme couplé

général d’une EDO et une équation

de transport avec potentiel
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3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de généraliser ’approche de I’étude de stabilité du systéme couplé
EDO-EDP de transport. En effet, au lieu d’avoir une seule vitesse de transport au niveau de

I’EDP, nous considérons une matrice de transport A diagonale contenant plusieurs vitesses
sur la diagonale. Par conséquent, les composantes de 'EDP de transport se propageront a des
vitesses différentes. Nous ajoutons également un terme de couplage au niveau des conditions

aux limites de 'EDP, permettant d’effectuer le lien entre sa sortie et son entrée. Il permet le

couplage entre les EDPs en plus du couplage EDO-EDP. En outre, nous ajoutons un terme en

fonction de la variable infinie z(z,t) a ’équation de transport permettant la communication

en variable distribué des EDPs. L’étude se base sur les mémes outils que le chapitre précédent

a savoir les polynomes de Legendre pour 'approximation polynémiale, I'inégalité de Bessel et

Iinégalité de Gronwall assurant la décroissance exponentielle.
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3.2 Formulation du probleme

La représentation plus générale du systéme couplé EDO-EDP proposée s’écrit :

X(t) = AX(t) + Bz(1,t), t>0,

Orz(x,t) + AOyz(z,t) + Fz(x,t) =0, z€(0,1),t>0,

2(0,8) = CX(t) + Dz(1,1), t>0, (3.1)
z(x,0) = 20(x), xz € (0,1)

X(0) = X°.

La Figure 4.3 suivante illustre la représentation générale (3.1) du couplage EDO-EDP
de transport. Les fleches du bloc EDPs présentent les échanges en variable distribuée z(z, t)
entre les EDPs.

xI=0 I=1

1
0.0 | [t —i-L;i-l—i-l- il
EERRRENEE

EEENEEREE
EDE:

Q@ D

&) /—AX(t)JrBz(l,t)

FIGURE 3.1 — Hllustration du systéme couplé EDO-EDP de transport (3.1).

Les données initiales du systéme sont X € R™ et 2° € L?(0,1). Les matrices A, B, C,
D, F et A sont constantes et de tailles appropriées. Le terme Dz(1,t), ajouté a la condition
aux limites z(0,t), permet d’effectuer un couplage entre les EDPs en injectant leurs sorties
z(1,t) & leurs entrées z(0,t). Le terme d’ordre 0 F'z(x,t) introduit par le potentiel F' pourrait
générer des effets de croissance, décroissance ou d’oscillations au niveau de la solution, mais
ne change pas les caractéristiques principales de la propagation de cette derniere. La matrice
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des vitesses de propagation A € D7 est de la forme suivante :

A= diag(pilﬂ’Li){iZI...p}a (3:2)

de maniere a ce que chaque vitesse p; > 0 soit appliquée a m; composantes de I'état z(x,t)
(donc m = P | m;). L’existence de solution est assurée, comme pour le cas particulier (2.1),
par le théoréme A.6 dans [BC16].

Remarque 3.1. Puisque la matrice de transport A est diagonale, nous remarquons que si
la matrice F est également diagonale, le systéme (3.1) se réduit a un ensemble d’équations
hyperboliques indépendantes (voir [SBS17a]). Considérons ’équation de transport dans le sys-
teme (3.1), le changement de variable y(x,t) = e Mz (x,t) permet de prouver ce résultat.
Dans cette étude, nous considérons que la matrice F' du systéme (3.1) peut étre n’importe
quelle matrice de R™* ™. L’effet du terme d’ordre inférieur, Fz(x,t), est de causer une crois-
sance, une décroissance ou des oscillations au niveau de la solution, mais cela ne modifie pas
les caractéristiques principales de la propagation de la solution.

L’énergie du systéme couplé (3.1) est donnée par 1’expression suivante :

E(X(t),2(t) = X + 12022 ((0,1)2m) (3-3)

et nous pouvons montrer d’une facons formelle que cette énergie est décroissante. La dérivée
temporelle de I"énergie E(X (t),z(t)) est donnée par :

CZE(XSW CZ(XT( )X(t)> +/1 at(zT(x,t)z(a:,t)> dz
— XT)X () + X ()X( +/ 0,2 (2, 8)2(z, 1) + 2 (2,802, 1) dov.

Et en utilisant I’équation de transport dans (3.1), nous obtenons

CZE(XEZW = [AX() + Bz(1,0)] X (t) + X " (t)[AX () + Bz(1,1)]
—I—/Ol[—A@xz(:E,t) — Fz(x,t)] (2, t) + 2" (2, t)[-ADpz(x, t) — Fz(x,t)] da
= XT(OHe(A)X (1) + =" (1,)BTX(t) + X (t)Bz(1,1)

_ /0 "o, ZT(x,t)Az(x,t)) a— [ LT, O e (F) 2, ) da

0
= XT()He(A)X(t) +2z"(1,6)BTX(t) + X T (t)Bz(1,1)
—[2T(z, t)Az(z, /01 21 (z,t)He(F)z(x, t) dx.



Sachant que la condition initiale z(0,t) = CX(t) + Dz(1,t), nous avons

dE(X(t), 2(t))

yr = X" (He(A)X(t) + 2" (1, )BT X(t) + X " (t)Bz(1,t) — 2" (1,t)Az(1,1)

+ [CX(t) + Dz(1,t)] TA[CX (t) + Dz(1,t)] — /01 2" (z,t)He(F)z(x, t) dx
= X" (t)(He(A) + CTAC)X(t) + 2" (1,t)(BT + DTAC)X (t) + X " (t)(CTAD + B)2(1,1t)

+ 271, t)(DTAD — A)z(1,t) — /01 21 (z, t)He(F)z(x, t) dz.

L’application de l'inégalité de Young (A.9) aux termes croisés en X(t) et z(1,t), nous
amene a 'obtention de I'inégalité suivante :

dE(X(t), 2(1))

yr < X T(t)(He(A) + CTAC)X (t) + €|z (1,)]* + 1\XT(CTAD + B)?
€

+2T(1,)(DTAD — A)2(1,1) — /1 2T (2, ) He(F)2(a, t) da.
0

Nous avons A € D7, sous la condition A\ (D) < 1 l'inégalité DTAD — A < 0 est vraie.
Il existe donc By > 0 tel que pour tous ¢ € R™, (" (DTAD — A)¢ < —fo|¢|?. En choisissant
€ < By, nous avons

dE(X(t), 2(t))

- < X7 (t)(He(A) + CTAC)X () + (€ — Bo)| 2T (1, 1))

1
+ - [X(CTAD + B)J* = aoll=(, )l 720, 1)mm):

L’étude de stabilité de ce cas général est effectuée suivant les mémes étapes que le cas
particulier (2.1) ou nous avions F' = 0,, et D = 0,,. D’abord, nous déterminons le vecteur
d’état projeté Zn(t), contenant les projections de la variable z(x, t) de ’équation de transport
sur les N 4+ 1 premiers polynémes de Legendre, et sa dérivée temporelle en fonction des
différents parametres du systeme. Ensuite, nous construisons une fonctionnelle de Lyapunov
candidate pour I’étude de stabilité du systéme couplé (3.1). Enfin, en suivant la méthode de
Lyapunov, une nouvelle approche de ’étude de stabilité de (3.1) est produite sous forme de
conditions de type LMIs a vérifier.

3.3 Projection sur les polynéomes de Legendre

Nous rappelons que Zy = [3¢...3n]" ot le k-ieme élément 3, (t) contient les projections
de z(z,t) sur le k-ietme polynéme de Legendre, et est simplement donné par :

() = /0 ) L) da (3.4)
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La dérivée temporelle %Sk(t) de cet élément peut étre exprimée comme suit :

%3,41:) _ /0 Oy () L) dr = — /0 (MO (a.) + Fa(a 1)) Lo () da

puisque Oyz(x,t) = —(Adyz(x,t)+ Fz(x,t)) pour tout t > 0 et x € (0,1). La réalisation d’une
intégration par partie nous amene a ’expression suivante :

1 1 1
%Bk(t) = [Az(az,t)ﬁk(m‘)]o - F/o z(x,t) L (z) dx +/0 Az(z,t) L) (x) dz
maxz(0,k—1)

= —Az(1,t) + (=1)FA2(0,t) — F3x(t) + Z Ui /01 Az(z,t)L;(x) dx
j=0
max(0,k—1)

= —Az(L,t) + (=1)*A2(0,t) — F3,(t) + > LeA3,(t).
j=0

Sachant que les coefficients f; sont définis dans (A.4), la dérivée temporelle %ZN(t) du
vecteur Zy(t) est donc exprimée par :

%30(?5)
p %31(75)
aZN(t) = ES2 (t>
4 35(t)

—Az(1,t) + Az(0,t) — F3p(t)
—Az(L,t) — A2(0,t) — F'31(t) + L10A30(t)
- —Az(l, t) + Az(0,t) — F32(t) + 520/\30(15) + 521A51<t)

—Az(1,t) + (=1)FAz(0,t) — F?)k(t).-i- OoN30(t) + -+ e 1A Zg 1 (t)

A A — ~F Onvn] _
A —A [510/\ —F Om,(Nfl)m}
A

=M aw | A 00+ | [0 1A —F 0 vogym] | Zn(0).

A (=1)*A [wod .. ék,,HA —F]

En utilisant la condition limite z(0,¢) = CX(t) + Dz(1,t), et en définissant les matrices

T
In(A) = [A A . A} c Rm(N+1).m
T
INv(A) = {A —A ... (—1)NA} c RM(N+1),m (3.5)
Ly(A) = [lxA]jk=0.N € RMN+1Dm(N+1)

Fn = diag(F,F,...,F) e RMN+1D)m(N+1)
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le lemme suivant décrit la dérivée temporelle du vecteur Zy(t) des projetés :

Lemme 3.1. Considérons z € L?((0,1); R™) solution de l’équation de transport du systéme
couplé (3.1). La dérivée temporelle du vecteur Zn(t) de l’état z(-,t) projeté sur les N + 1
premiers polynomes de Legendre est donnée par :

%ZN(t) = (IN(A)D —1n(A))2(1,t) + L (A)CX(t) + (Ln(A) — Fn)Zn (1) (3.6)

Apres avoir défini la dérivée temporelle du vecteur Zx(t) des projetés, passons maintenant
a la construction d’une fonctionnelle de Lyapunov candidate, en fonction des parameétres du
systéme et également du vecteur Zy(t), pour I’étude de stabilité du systeme.

3.4 Fonctionnelle de Lyapunov candidate

La fonctionnelle de Lyapunov candidate pour ’étude de stabilité du systeme (3.1), est de
la méme forme que celle utilisée pour le cas particulier précédent. Elle s’écrit en fonction de
la matrice de transport A et est exprimée sous la forme Vi (X (¢),2(t)) = V1(X(t), Zn(t)) +
Va(z(t)) avec

VNi(X (1), 2ZNn(1) = [

X(t) ] o
Zn ()

( (3.7)
Va(2(t)) = /0 2T (2, 6)e 2507 (S + (1 — 2)R)2(x, t)da.

La fonctionnelle de Lyapunov (3.7) comporte quatre termes importants. Le premier terme

quadratique, exprimé en fonction de la matrice P, dédié a la variable X (¢) de 'EDO et
utilisé dans la plupart des travaux de stabilité des systémes linéaires (voir [EM14], [MKS05]
et [PPL09]). Le deuxiéme terme en fonction de la matrice Ty est associé au vecteur Zy (t) des
projections de la variable z(x,t) de I’équation de transport sur les polynémes de Legendre.
Le troisieme est donné par la matrice Qy, et il est dédié au couplage de ’'EDO a I’équation
de transport. Le dernier terme intégral en fonction des matrices S et R et de la vitesse de
convergence d est associé a la variable complete z(z,t) de I’équation de transport.
La fonctionnelle de Lyapunov (3.7) est beaucoup plus riche que celles utilisées dans certains
articles tels que [Cas+16], [DMVK13] et [TPG15]. En d’autres termes, les fonctionnelles de
ces travaux présentent des cas particuliers de notre générale fonctionnelle de Lyapunov. Dans
larticle [Cas+16], les matrices @Q,T et R ne sont pas considérées, alors que les résultats
de [DMVK13] et [TPG15] peuvent étre exprimés par 'ordre N = 1 de notre forme générale
de la fonctionnelle de Lyapunov. En outre, notre fonctionnelle prend en compte le couplage
entre 'EDO et 'EDP de transport & travers I’état projeté Zy(t).

La section suivante produit une étude de stabilité au sens de Lyapunov pour la norme
L?(0,1) du systéme couplé (3.1).
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3.5 Stabilité L? du systéme couplé EDO-EDP de transport

Nous produisons ici les résultats de stabilité pour le systéme (3.1), dont la démonstration
est basée sur la fonctionnelle de Lyapunov (3.7) et Uexploitation des lemmes 3.1 et 2.1.
Définissons tout d’abord I'ensemble des matrices commutant avec la matrice de transport
A € D' comme suit :

mi={M €S, MA = AM}. (3.8)

Remarque 3.2. Une matrice M appartient a M\’ si et seulement si M € ST est bloc
diagonale et a la méme structure de Jordan que A dans (3.2) : M = diag(M;)i=1.., avec

(N+1),m(N+1)

’ . . m .
Définissons les matrices de R " suivantes :

SN(A) = diag(e 202718, 3¢" 201G (2N 4 1)e A1),
IV = diag(Im,3Lm, ..., (2N + 1)1,,). (3.9)
MY = diag(M,3M,...,(2N + 1)M).

En rappelant que les matrices 1y (A), 13 (A), Ly(A) et Fy sont définies dans (3.5), le théo-
réeme suivant produit des résultats de stabilité du systéme couplé (3.1).

Théoréme 3.1. Considérons le systéme couplé (3.1) avec une matrice de transport A € D
donnée. s’il existe un entier N > 0 tel qu’il existe 6 > 0, P € S, QN € R=(N+HDm Ty e
SW+)m - pr e ST, S et R € MY, vérifiant les LMIs suivantes, utilisant les notations (3.5)
et (3.9) :

P Qv |
Oy (A,0) = Ty svy| O (3.10)
[ Uy Uy W]
\IJN(A, 5) = * Woy Wos| <0, (3.11)
L * * \1133_
T1(A) = He(FTe ™V (S + R)) + e Y 'AR = M, (3.12)
Ty(A) = He(FTe 200 8) 4 e 20 AR - M, (3.13)

ot
Uy = He(PA+ Qn1%(A)C) +CTA(R+ S)C + 25P,

U1y = PB+Qn(15(A)D —1x(A)+CTA(R+S)D,
U3 = ATQN+CT1Y (AT + Qn(Ln(A) — Fn) +26Qn,
Uy = —e 2V 'AS+ DTA(R+ S)D,

Vo3 = B'Qn + (I5(A)D — 1n(A)) T,
V33 = He(Twn(Ly(A) — Fn)) — MY + 26T,

alors le systéme (3.1) est exponentiellement stable. De plus, pour cette matrice de transport
A € D'? donnée, il existe une constante K > 0 et une vitesse de convergence 0* > § tels que
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l’énergie du systéme vérifie, Vt > 0,

E(t) < K2 (12°0) + [12°]| 2 (0.1)mm))- (3.14)

Remarque 3.3. Les expressions des LMIs (3.12) et (3.13) sont obtenues grace da la commu-
tation des matrices S, R € M\’ avec la matrice de transport A.

Démonstration :
La preuve de ces résultats de stabilité est basée sur trois étapes essentielles, ou I'existence des

scalaires €1, €9 et £3 des inégalités (2.17) et (2.18) est prouvée.

Etape 1 : existence de ¢;.
Nous avons par hypothese S = 0 et ®x(A,d) = 0, donc il existe un scalaire €1 > 0 suffisam-
ment petit tel que

S - 61626/&71, (I)N(A, 5) = [

D’autre part, Vi (X (), z(t)) définie en (3.7) satisfait pour tout ¢ > 0,

x@ 1 X ()
Zy(t) ] Bvif,9) l Zn)

+/ zT(x,t)e_%AilSz(m,t)dx.
0

V(X (1), 2(1))

] — Z3,(1)S™ (A) Z (1)

En remplacant ®x(A,d) par sa borne inférieure dépendant de €1 et introduisant £; dans le
dernier terme intégral, nous obtenons

VN (X (1), 2(t)) > e1| X (1)]2 + & /01 2 (z,t)z(x, t)dx
— Z3()(SN(A) — 1) Zn (t) + /0 lzT(x, )(e NS — ey 1)z (x, t)dw.

oA

Puisque S — ;€2 e 0, appliquons le Lemme 2.1 au dernier terme intégral, ce qui donne

/0 ET(x, (e NS — e L) z(a, t) de > Z ()(SN(A) — e1ZN) Zn (8).

Ainsi, la fonctionnelle de Lyapunov vérifie pour tout ¢ > 0, Vi (X (¢), 2(t)) > e1 E(X (1), 2()).

Etape 2 : existence de ¢5.
Il existe un scalaire positif 8 > 0 suffisamment large tel que

P Qn I, 0
o nl=elt )
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et permettant de vérifier, sous 'hypothese S > 0 et R > 0, I'inégalité

V(X (1),2(1)) < BIX (B + BZx5 ()TN Zn(t) + /01 2" (2, 1) ™A (S + (1 — 2)R)2(a, t)da.

—20xA~1

La borne supérieure des termes (1 — x) et e nous donne

VN(X(t),2(t)) <BIX@O)|?+BZL®)INZN(t) + /01 2" (2,1)(S + R)z(x, t)dx.

En appliquant le lemme (2.1) sur le terme en Zy(t), nous obtenons

Vv (X (1), 2(t))

IN

BIX (D)2 + /01 2T (2, 6)(BIm + S + R)2(x, 1)dx
BIX()P + Z3ll2(0) 2oy < 22X (1), 2(0),

IA

ol £2 = 8+ Amax(S) + Amax(R). L’inégalité (2.17) de positivité est donc prouvée.

Etape 3 : existence de e3.
Rappelons que le vecteur {y(t) est défini dans (2.21), et considérons le premier terme Vi 1 (X (t), Zn(t))
de la fonctionnelle de Lyapunov (3.7). Nous avons

)+

V(X (1), Zn (1) + 20V 1 (X (t), Zn (1))

_dQ X (1 TlP @N] l X(1) X(1) HP QN] l X(1) ]
Cdt Zn(t) )

QN TIn| | Zn(t) Zn(t QF Tn|| Zn(t)
Y1 o U3
=& 0 Was En(t)

* * He(TN(LN(A) — .FN)) + 201N
ou les termes Vi3 et Vo3 sont définis dans Théoreme 3.1, et

Y1 =He(PA+ Qn1N(A)C) +20P,
Yo = PB + Qn(15(A)D — 15 (A)).

Pour le second terme de la fonctionnelle de Lyapunov (3.7), sa dérivée temporelle s’écrit

Va(2(t)) = /01 o (ZT(:C, He= 2707 (§ 4 (1 — 2)R)z(x, t))dm,

et en utilisant I’équation de transport du systeme (3.1) et sachant que S et R € M, nous
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avons

Vo = / ‘o, ( (2, )2 A(S + (1 —x)R)z(x,t))d:c
_25 / e~ (§ 4 (1 - 2)R)2(a, t)dar
/0 2T (2, e PN ARz (2, ) da
_ /0 T O He(FT e 20 (8 1 (1 — 2)R)) (s, )da.

Le deuxiéme terme intégral correspond & —28Va(z(t)). L'égalité Va(z(t)) + 26Va(2(t)) est
donc donnée par

1
Va(z(t)+ 26Va(z(t) =

T (e 2eA (A(S - @R)) oz, t)} 0

- /O Tt (He(FTe_%xAl (S+(1—2)R)) + e—%xAlAR) (2, )da.

Rassemblons les deux termes de la fonctionnelle Vi (X (t), z(¢)). Sachant que le minimum

du terme e=202A7" est 4 22 = 1 et en utilisant la condition aux limites 2(0, t) = CX (t)+Dz(1,1),

nous obtenons

Viv (X(0) 2(0) + 20V (X(0,20) = EL (O ew(t) + ZL MY Zn ()
—/0 21 (x,t) <He(FTe_25Al(S +(1—-x)R)) + 6_26A1AR>Z($, t)dx.

Pour définir un maximum au terme intégral, admettons qu’il existe une matrice M > 0

telle que
He(FTe 200 (S + R)) + e 2V 'AR = M,
He(FTe 2471 8) 4 e A AR = M,

et donc, par convexité, nous avons
Fle M (S 4 (1—2)R) + e 22 "AR = M.
Par conséquent

Vv (X (), (1)) + 20V (X (1), 2(t)) < ELO) TN (A, 0)En(t) + Z ()M Zn (1)

_ /01 T (2, t)M2(z, t)dz. (3.15)

Puisque M > 0, le Lemme 2.1 nous garantit

/0 T @ )M, e > 250 MY Zn(t),
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ott MY est définie dans (3.9), et 'estimation
Vv (X (1), 2(1)) + 20V (X (1), (1)) < EL(O)TN (A, )En(2)

est donc obtenue. Enfin, la LMI (3.11) sur W(A, §) et M € S assurent I'existence d'un scalaire
positif e3 suffisamment petit tel que

I, 0 0
M = e3l,,, \I/N(A,(s) <—e3|0 0 O
0 0 IV

En utilisant ces deux LMIs et la définition du vecteur {n(¢) dans I’équation (3.15), nous
avons

1
VN(X (1), 2(t)) + 20VN(X(2), 2(2)) < —53<|X(t)]2 —I—/O |z(z, )2 dm)

+ Zn () (MY — 3TN Zn (t) — /01 2 (2, t) (M — 3y, z(x, t)da.

Puisque M — e31,;, > 0, le lemme 2.1 peut étre appliqué et nous donne

- /01 2T, ) (M — e3l)z(w, t)de < —Z5(6) (MY — esTN) Zu(8).

Donc, la fonctionnelle de Lyapunov V(X (t), z(t)) satisfait
Var(X(8), 2(8)) + 20V (X (1), 2(1)) < —e3E (),
et la stabilité exponentielle du systéme (3.1) est prouvée.
Exemple numérique

Afin de tester les résultats de stabilité produits par le Théoréme 3.1, considérons le systéme
couplé suivant :

; -2 0 -1 0 -1 O
Xt =1y —0.91 X0+, 5 —1] (1,%),
pila 0 02 Ip|
Oz(z,t) + 0 PQIQ] Opz(x,t) + 0 L 0O 0,
0.065 O 0 0 0 O
0 0.05 0 0 0O
2(0,t) = ) 0 X(t) + 19 0 0 0 2(1,t)
0 0 0 19 0 0

Pour observer 'effet du terme potentiel sur la stabilité du systéme couplé, nous déterminons
la valeur minimale de la vitesse de transport pour plusieurs valeurs de o. La forme de la

o1



Oy 1o
Iy 09
équation et la premiere moitié dans la seconde équation.

matrice F' = o permet d’injecter la seconde moitié de 1’état z(z,t) dans la premiere

En prenant p; = py = p, Figure 3.2 donne la vitesse de transport minimale p pour laquelle
le systéme reste stable.

4 : w
3 - -
£
E2r 1
QL
- N=1
1+ XN/ e N=2|-
- ——-N=3
, N =4
0 1 1 1 1 1 1 1
02 -015 -01 -0.05 0 005 01 015 0.2

FIGURE 3.2 — Vitesse de transport minimale en fonction de o et pour plusieurs valeurs de N

Nous remarquons dans la Figure 3.2, que pour o = 0, correspondant au systéme 3.1 sans
le terme potentiel F', nous avons l'exemple étudié dans [GCKO03] et [SBS17a]. Pour N = 4,
nous obtenons la valeur de vitesse de transport minimale py,;, = 0,2327 (retard maximal
h = 4,2973) pour laquelle le systéme reste stable. Ce retard maximal se rapproche de la
valeur trouvée dans [GCKO03] en augmentant 'ordre N des polynémes de Legendre.

X (t)
Xo(t)
est plus oscillante avec un terme potentiel donné dans ’'EDP de transport (avec o = 0,05) que

Dans la Figure 3.3, on peut remarquer que la réponse X (t) = du systéme couplé

celle obtenue sans terme potentiel (avec o = 0). Par conséquent, ’ajout d’un terme potentiel
a 'EDP de transport du systéme couplé (3.1) peut introduire davantage d’oscillations au
systéme.

Afin d’avoir plus de résultat de stabilité du systéme (3.1), nous considérons le méme
exemple avec p; = 2py = 2p. Cette forme de la matrice de transport nous permet d’éviter
le résultat de la remarque 3.1 qui consiste a réduire le systéme (3.1) & un systéme couplé
EDO-EDP simple sans terme potentiel.

Enfin, la Figure 3.4, permet d’observer que les conditions de stabilité forment une hiérar-
chie de LMI. Autrement dit, si le systeme est stable a 'ordre IV des polynémes de Legendre,
il reste stable pour tous les ordres supérieurs & NN.
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FIGURE 3.3 — Simulation de X (¢) du systéme couplé avec p; = p2 = 1.

min

U 1 | k |
0.2 .15 0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

o

FIGURE 3.4 — Vitesse de transport minimale en fonction de ¢ pour plusieurs valeurs de N

Nous remarquons également dans la Figure 3.4 que nous pouvons élargir I'intervalle de
stabilité du systéme couplé en choisissant une valeur appropriée de F' (pour N = 4, nous
0y 1o

avons Pmin = 0,0976 pour F' = 0.001 [12 0y

] au lieu de ppin = 0.1256 pour F' = 04). En
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effet, 'ajout du terme potentiel a ’équation de transport avec une valeur appropriée peut
élargir l'intervalle de stabilité du systeme couplé (3.1).

Le systéme (2.1) traité dans le chapitre précédent représente un cas particulier de la
forme générale (3.1) du systeme couplé EDO-EDP de transport avec une matrice de transport
A = pl,,. A partir de ce modéle général, nous pouvons déduire des conditions de stabilité
pour d’autres cas particuliers du systéme couplé (systéme sans échanges internes des EDPs
en z(x,t) avec F' = 0,, ou sans couplage externe des EDPs avec D = 0,,,). La section suivante
fournit ces conditions de stabilité sous forme de Corollaire pour chaque cas particulier.

3.6 Quelques cas particuliers du systeme couplé

3.6.1 Systeme sans échanges internes entre les EDPs

Ce cas particulier est celui d’une matrice F' = 0,,. Il n’existe alors aucun échange interne
entre les composantes de z(z,t), c’est-a-dire entre les différentes équations de transport du
systéme couplé. Ce cas particulier du systeme (3.1) a été traité dans l'article [SBS17b]. 1l
possede plus de propriété que le cas général, puisqu’un théoreme de hiérarchie des conditions
de stabilité peut étre démontré.

Définissons la matrice suivante :

RN(A) = diag(e A AR, 3¢ 2A AR, ... (2N + 1)e XA TAR). (3.16)

Les deux résultats qui suivent présentent respectivement les conditions de stabilité de ce cas
particulier et le résultat de hiérarchie correspondant.

Corollaire 3.1. Considérons le systéme couplé (3.1) avec F = 0, et une matrice de transport
A € D" donnée. s’il existe un entier N > 0 tel qu’il existe 6 >0, P € ST, Qn € R(N+)m
Ty € SVHU™ G et R e M7, vérifiant les LMIs suivantes :

p On Uy Uyp WUy
(I)N(A,(S) = |‘>)< Ty + SN(A) >0, \I’N(A,5) = : \IJ*QQ izg <0, (3.17)
33

Uy = He(PA+ Qn14(A)C)+CTA(R+S)C +20P,

U1y = PB+Qn(I5(A)D —1x(A)+CTA(R+ S)D,
U3 = ATQn+CT1Y (A)Ty + QnLn(A) +26Qn,

gy = —e 28AS+ DTA(R+ S)D,
Uog BTQn + (1% (A)D — 1x5(A) T,
\1’33 = He(TNLN(A)) - RN(A) + 25TN,

alors le systéme est exponentiellement stable. Plus précisément, pour cette matrice de transport
A € DT donnée, il existe une constante K > 0 et une vitesse de convergence 6* > 9§ telles que
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l’énergie du systéme vérifie, Vt > 0,
E(t) < Ke ! (|2°(0) + 112°] L2(0.1)mm))- (3.18)

Remarque 3.4. Pour ce cas particulier, les conditions I'1(A) et T'y(A) du Théoréme 3.1 im-
pliquent la condition RN (A) = MY qui est contenue dans le terme W33 de la LMI U (A, 5) <
0 de (3.17).

Les conditions de stabilité du Corollaire 3.1 forment une hiérarchie de conditions des
LMIs. En effet, si la condition de stabilité est vérifiée a 'ordre NN, elle I'est également a tous
les ordres supérieurs a N. Le Corollaire ci-dessous présente cette hiérarchie par rapport a
I’ordre N des polynémes de Legendre.

Théoréme 3.2. Considérant le systéme couplé (3.1) avec F' = 0O,, et utilisant les nota-
tions introduites dans Corollaire 3.1, définissons, pour une vitesse de convergence d donnée,
’ensemble Py (6) C D par

Pa(6) = A e D tel que Py (A,5) =0, Un(A,6) <0,
MUY pour Pe ST, S, R e MT, Ty € SWHIm - Qn € RH(N+Hm

Alors, pour tout (N, N') € N? et tout § € R, N < N' = Pn () C Pn(9).

Démonstration: Considérons un 6 donné et deux entiers N < N’. Sans perte de gé-
néralité, admettons N’ = N + 1. Si Py (d) est un ensemble vide, l'inclusion est facilement
obtenue. Sinon si Py (J) n’est pas un ensemble vide, pour une matrice de transport donnée
A € Pn(9), nous avons de la définition de Py (J) les LMIs

q)N<A, (5) =0 et \I/N(A,(S) <0
sont satisfaites pour

§>0,Pes", Ty e ST Qy e RPVTI™ ot S Re MY
En choisissant les matrices

Om,m

QN-H = [QN On,m} c Rn,m(N+2)7 TN+1 _ [ZN Om,m(N—I—l)] c Rm(N+2),m(N+2)7

et gardant S et R, nous exprimons les matrices ®n41(A,0) and WUx41(A,d) pour ce choix
spécifique. La matrice (A, ) peut étre rééerite comme
PN (A, 9) Ontm(N+1
Dyy1(A,8) = ’ nepvem -
N+1(4,9) [ * e 20A 1(2N+3)S

Puisque S € M} C ST et ®n(A,0) > 0 par supposition, donc ®n41(A,d) > 0 est aussi
valide. Quant & la deuxiéme LMI, nous remarquons que les matrices Ly y1(A) et RVNFL(A)
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peuvent étre exprimées par

\I]N(A75) On m(N+2),m
Ui (A0) = . _(2N i 3()65‘%/‘71/&]% :

Puisque ¥ (A,d) <0, A € DT et R € ST, nous obtenons ¥y1(A,d) < 0, et nous consta-
tons que Py (0) C Pn+1(d). Enfin, pour toute valeur N’ > N, I'inclusion Py (§) C Py (0) est
obtenue par récurrence. O

Les résultats de stabilité produits pour ce cas particulier sont appliqués a un exemple
académique dans le prochain paragraphe.

Exemple numérique
Considérons le systeme couplé suivant :

X(t) = l—02 oﬂ X () + ? 0(.)1] 2(1,1),
Orz(x,t) + pOyz(x,t) =0,
20,4) = [é 8] X+ 0951 2(1,4).

Nous remarquons que la matrice A+ BC = [ Y ¢} ] n’est pas Hurwitz. Par conséquent, ce
systéme n’est pas asymptotiquement stable pour une grande valeur de la vitesse de transport
p. L'exigence de cette condition ou la matrice dynamique A + BC doit étre Hurwitz est
considérée en [Cas+16]; [TPG15]. Alors que dans cette étude de stabilité du systéme couplé,
cette condition n’est pas nécessaire.

N=0 N=1 N=2 N=3

Variables 8 12 17 23
6=0 Pmin - 0.653 0.582 0.579
Pmaz - 15.924 15.941 | 15.941
§=5.10"" Pmin - 0.661 0.587 0.584
Pmaz - 14.470 14.490 | 14.490
=1.10"2 Pmin - 0.670 0.593 0.589
Pmazx - 13.259 13.282 | 13.282
§=5.10"72 Pmin - 0.738 0.634 0.625
Pmaz - 7.935 7.980 7.980

TABLE 3.1 — Vitesse de transport minimale et maximale autorisée.

Le Tableau 3.1 montre que le Corollaire 3.1 garantit également la stabilité exponentielle
des systémes avec une matrice dynamique A 4+ BC' pas Hurwitz. Dans ce cas, il semble que les
régions de stabilité sont présentées par des intervalles bornés. Précisément, il existe une valeur
minimale et maximale de la vitesse p telle que le systéeme complet reste exponentiellement
stable. Il est montré aussi dans le Tableau 3.1 I’évolution de ces valeurs minimales et maximales
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de la vitesse de transport p par rapport a plusieurs valeurs de 0 et IN. Nous constatons que
laugmentation de N permet d’agrandir la taille des intervalles de stabilité [pmin, Pmazl, ce
qui illustre la hiérarchie des conditions de stabilité, prouvée dans le Théoréme 3.2, en fonction
de 'ordre N des polynomes de Legendre. En revanche, nous remarquons que 'augmentation
de la vitesse de convergence ¢ réduit la taille de ces intervalles de stabilité, et rend le probléeme
plus conservatif.

3.6.2 Systeme couplé EDO-EDP sans couplage interne et externe des EDPs

Ce cas particulier ne posséde pas le couplage externe entre les équations de transport
(D = 0,,) et le couplage est effectué uniquement entre 'EDO et I’équation de transport. la
condition aux limites est donnée par z(0,t) = CX(t). Les conditions de stabilité de ce cas
particulier sont données par le Corollaire suivant :

Corollaire 3.2. Considérons le systéme couplé (3.1) avec D = 0y, et F' = 0y, et une matrice
de transport A = 0 donnée. s’il existe un entier N > 0 tel qu’il existe § > 0, P € S,
Qy € RvWHDm 7y e SNEDM g of R € M, vérifiant les LMIs suivantes :

p 0 Uy Wi Uig
(I)N(A,é) = NN >0, \I/N(A,(S) = * Woy Wos <0, (3.19)
33

ot
Uy = He(PA+ Qn1%(A)C) +CTA(R+ S)C + 25P,

Uiy = PB—-QnIn(A),

U3 = ATQn+CT1IY (M)Tyn + QnLn(A) +26Qn,
Uyy = —6726/\_1/\5,
Vo3 = B'Qn + (15(A)D) T,

V33 = He(TwLy(A)) — RN(A) + 20T,

le systéme est donc exponentiellement stable. De plus, pour cette matrice de transport A € D7
donnée, il existe une constante K > 0 et une vitesse de convergence 6* > § tels que l’énergie
du systéme vérifie, Vt > 0,

—26*
B(t) < Ke 2 (12°(0) + [12°]] L2 ((0,0)m))- (3.20)
Les conditions de stabilité déterminées pour ce cas particulier sont testées sur un exemple
académique dans le prochain paragraphe.

Exemple numérique
Dans cet exemple, nous considérons un systeme a plusieurs vitesses de transport, ou les
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matrices sont données par
X(t) = [-13] X(1) + [-1 —0.5] 2(1,1),

Opz(x,t) + " 0] Opz(x,t) =0,
0 p2

20, 1) = E X(8).

Les régions de stabilité de ce systéme sont présentées par la Figure 3.5, pour différentes
valeurs des vitesses de transport p; et pa.

0 5 10 15 20 25 30

n,

FIGURE 3.5 — Figure représentant les régions d’instabilité (zone blanche) et les régions stables
garanties par le Corollaire 3.2 avec = 0 et pour plusieurs valeurs de N de 1 a 9.

Nous constatons que 'augmentation de N nous permet d’agrandir la région de stabilité
du systeme couplé. La Figure 3.5 illustre également le principe de hiérarchie du Théoréme 3.2
puisque nous avons P; C Ps C ... C Py.

Dans le but d’évaluer le conservatisme de notre approche, nous allons comparer nos résul-
tats a ceux obtenus dans [Sip+11] dans le contexte des systémes a retard. En effet, ce systéme
peut étre réécrit comme suit

X(t)=—-1.3X(t) — X(t—p;!) —0.5X(t — py ).
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Les régions de stabilité déterminées par ’'approche fréquentielle comme dans le travail de [Sip+11]
sont inclues dans la Figure 3.5. Nous constatons que les régions de stabilité trouvées pour
N = 9 produisent une approximation tres proche des régions de stabilité exactes, qui peuvent
étre déterminées en utilisant I'approche fréquentielle. Cependant, cette derniere n’assure pas
la robustesse, ce qui correspond a un grand avantage de notre approche de Lyapunov qui est
plus robuste.

Il est aussi important de noter que le Théoreme 3.2 n’est pas lié a 'application du théoreme
de Lyapunov-Krasovskii utilisé souvent pour les systémes a retard. Nous reviendrons sur ce
point dans le chapitre suivant.

3.6.3 Equation de transport avec feedback

Finalement, nous avons voulu tester ce que notre approche pourrait apporter a un simple
systeme d’équations de transport linéaires couplées. Nous supposons alors qu’il n’y a pas de
couplage avec 'EDO, et donc pas de matrices A, B, C et F, et que le feedback se fait a
travers la condition au bord z(0,t) = Dz(1,t) ou la sortie de I’équation de transport z(1,t)
est réinjectée, partiellement ou complétement (selon la valeur de la matrice D), en entrée
2(0,t). Le systéme est donc donné par

Oz(x,t) + Adpz(x,t) =0, xz € (0,1),t >0,
2(0,t) = Dz(1,t), t>0, (3.21)
z(x,0) = 2%(x), x € (0,1).

L’existence d’une solution pour ce systéme est assurée par le théoreme A.6 dans [BC16],
et nous pouvons montrer que son énergie totale E(z(-,t)), donnée par

E(2(t)) = Hz(t)H%Q((O,l);Rm)? (3.22)
est décroissante. La dérivée temporelle de 1’énergie E(z(t)) s’écrit :

dE(=(1))

0 /01 O <zT(x,t)z(a:,t)) dr = /01 Oz () z(x,t) + 2| (2, 8)0p2(x, t) da.

En utilisant I’équation de transport dans (3.21), nous avons

dE(z(t))

1
yr = _/ Opz ! (z,t)Az(z,t) + 2" (2, ) Az (2, t) d.
0

1 1
= —/ Oz (zT(x,t)Az(x,t)> dr = — [zT(a:,t)Az(x,t)}O,
0
et en exploitant la condition au bord z(0,¢) = Dz(1,t), nous obtenons

“"E((Zf(t)) — 2T(L,O)(DTAD — A)=(1,1).
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Nous avons A € D7, sous la condition Ay (D) < 1 l'inégalité DTAD — A < 0 est vraie.
Il existe donc By > 0 tel que pour tout ¢ € R™, (T (DTAD — A)¢ < —f|¢|?. Nous obtenons

donc
dE(2(t))

dt

et donc I’énergie E(z(t)) est décroissante. Pour ce systéme, la fonctionnelle de Lyapunov est

< —Bol2(1, )%

réduite & deux termes :

Vn(Zn (1), 2(-, 1)) = Z3 ()T Zn (t) + /0 1 2T (2, t)e 20 (S 4 (1 — 2)R)2(x, t) do. (3.23)

Le terme intégral de la fonctionnelle de Lyapunov (3.23) a déja été exploité dans la lit-
térature. Dans [Cor(07, Section 13.4.2, p364] par exemple, la fonctionnelle est exprimée en
fonction de la norme L? de la variable distribuée, de la vitesse de transport p et de la vitesse
de décroissance § de I’énergie du systeme. Elle est donnée par :

A [l -1
U(t) = p/ 22(x,t)e % % d, (3.24)
0

ou A est un coefficient constant.

Notre fonctionnelle (3.23) est plus riche : elle contient en plus les matrices S et R, rajoutant
des degrés de liberté aux conditions de stabilité. Dans le cas ou A = pl,, la matrice S
n’apporte pas d’amélioration aux conditions de stabilité puisqu’elle correspond au coefficient
A dans (3.24). Donc, l'utilisation de la fonctionnelle (3.23) revient a considérer la somme des
termes U, (t) correspondant a chaque vitesse de transport p;.

En outre, la fonctionnelle de Lyapunov (3.23) contient les projections de la variable z(x, t)
sur les polynémes de Legendre. L’objectif est de vérifier si I’ajout de ces projections a la
fonctionnelle de Lyapunov améliore les résultats de stabilité par rapport a l'ordre N des
polynémes de Legendre.

Sachant que ’état augmenté pour ce systéme est donné par {y(t) = [ZT(l, t) Z;\—,(t)}—r,
et que les matrices SV (A) et RV (A) sont définies respectivement dans (3.9) et (3.16), les
conditions de stabilité de ce systeme couplant seulement les équations de transport entre elles
sont données par le corollaire suivant :

Corollaire 3.3. Considérons le systéme d’équations de transport couplées (3.21) avec une
matrice de transport A € DT donnée. S’il existe un entier N > 0 tel qu’il existe 6 > 0,
Ty € SVHUm G et R € MY, vérifiant les LMIs suivantes :

Wi Wy

Dy (A, 8) =Ty + SN (A)= 0, Un(A,0) = l B (3.25)
22
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Uy = —e 2V AS 4 DTA(R+ S)D,
V1o (L (A)D — 1n(A)) T,
\1122 He(TNLN(A)) - RN(A) + 25TN,

alors le systéme est exponentiellement stable et il existe une constante K > 0 et une vitesse
de convergence 6* > § telles que l’énergie du systéme vérifie, Vt > 0,

E(t) < Ke " ![2° 2 (0, 1mm) - (3.26)

Exemple numérique
Afin de vérifier I'efficacité de ce résultat sur ce type de systéme, considérons ’équation aux

différences suivantes : 1 1
X(t) = —5X(t = h1) = 5X(t = ho)

La stabilité de cette équation aux différences a été étudiée dans [Car96] pour les valeurs
des retards hy = 1 et ho = 2. Elle peut étre représentée par I’équation de transport bouclée
suivante :

Byl t) + F) ?] Doz (1) = 0,
L2 (3.27)
-5 0
0,1) = [ K _1] (1,1),
2
ol pi=1,2 = hi=1,2"
. o T —0.75 0 (ps
En utilisant notre approche, la condition D'AD — A = 0 0.375 =< 0 est vérifiée

et I’équation de transport bouclée (3.27) est stable. De plus, la vitesse de convergence de
Iénergie compléte (3.22) du systeéme est donnée par § = 0.3465.

L’estimation de la vitesse de convergence ¢ reste invariable quelques soit la valeur de I'ordre
de la projection polynémiale N. Cela signifie que I'ajout des projections Z;, (t) a la fonction-
nelle de Lyapunov n’apporte aucune amélioration a ’estimation de la vitesse de convergence
du systeéme (3.27). Ce qui est prévisible puisque nous considérons ’état de dimension infinie
complete dans le terme intégral de la fonctionnelle de Lyapunov (3.23).

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, d’abord nous proposons une représentation générale (3.1) du systéme
couplant une EDO a une équation de transport. Ensuite, nous produisons une nouvelle ap-
proche pour I'étude de stabilité de ce systéme couplé général en exploitant la méthode de
Lyapunov et les polyndémes de Legendre. Des conditions de stabilité du systéme de dimension
infini, fournissant une estimation de sa vitesse de convergence exponentielle, sont détaillées et
exprimées sous forme d’inégalités matricielles linéaires dépendant explicitement de la vitesse

61



de transport p et de 'ordre N de 'approximation polynomiale.

Enfin, plusieurs cas particuliers sont tirés de ce modele général et étudiés, systéme sans
échanges internes entre les EDPs, systeme avec couplage externe des EDPs et équation de
transport avec feedback.
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CHAPITRE 4

Intéréts de la modélisation du
retard dans un systeme par une
équation de transport
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4.1 Introduction

Les systémes a retard ont largement été étudiés dans différents domaines, comme dans le
controle des réseaux informatiques, les transmissions mécaniques et les systémes biologiques.
Il existe en effet une tres large littérature sur les systémes a retard et nous pouvons nous
référer par exemple & [XLZ06] ot une approche d’étude de stabilité exponentielle d’un sys-
teme a retard simple est produit sous forme d’inégalités matricielles, moins conservative que
l'approche développé dans [MK+05]. et [GCKO03], ou aux travaux de [Fril4]. La stabilité des
systémes a retard a une importance cruciale, pratique et théorique puisque le terme du retard
peut étre une source d’instabilité et de mauvaises performances du systéme considéré. De
nombreuses études de stabilité et résultats ont été proposés, comme par exemple [Che95],
[GW04a] et [XLYO01] (voir aussi les références qui s’y trouvent).

Une orientation pertinente de la recherche des années 2000 consiste a appliquer plusieurs
modeles de transformation a un systeme a retard afin de produire des résultats moins conserva-
tifs comme par exemple dans [Ric03]. En outre, le lecteur peut regarder [GN00] ou la représen-
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tation descriptive introduite dans [FS02]. Il est également bien connu que ces transformations
peuvent induire des dynamiques supplémentaires clairement expliquées dans [GNOQ].

A la différence de la méthode habituelle basée sur 'application du théoréme de Lyapunov-
Krasovskii, ce chapitre vise a démontrer les avantages de 1'utilisation d’un modele de systémes
a retard représenté par l'interconnexion du systéme non retardé avec une équation de transport
modélisant le retard. Cette idée n’est pas vraiment nouvelle (voir par exemple [Krs09]). Plus
précisément, considérons le systeme a retard suivant

X0) = 600), 0c[—h, 0 (4.1)

{ X(t) = AX(t)+AgX(t—h), t>0
ou X (t) € R™*™ est le vecteur d’état du systéme et les matrices A, A; € R™™™ sont constantes.
La fonction ¢ représente la condition initiale du systéme a retard. Nous pouvons facilement
montrer que 1’état retardé X (¢t — h) de (4.1) peut étre exprimé par une équation de transport
prenant l'inverse du retard % comme vitesse. Considérons en effet ’équation de transport
suivante sur le domaine spatial normalisé (0, 1) :

hoiz(x,t) + Opz(z,t) =0, =€ (0,1),¢t> 0. (4.2)
Le systeme (4.1) devient alors

X(t) = AX(t) + Agz(1,t) >0,
hoiz(x,t) + 0zz(z,t) =0, x€(0,1),t>0, (4.3)
2(0,t) = X (¢), t>0.

La Figure 4.1 décrit I'interconnexion proposée. La condition en & = 0 injecte I’état X (¢)
de I'EDO en entrée z(0,t) de I’équation de transport (4.2), et elle met un certain temps (délai
h) avant d’atteindre la sortie z(1,¢) a la borne droite en x = 1. Par conséquent, nous obtenons
le terme retardé X (¢ — h) a la sortie z(1,¢) de 1’équation de transport.

r-0 2z(z,t) e R™ z=

2(0,t) T7
h 1Tt

z(1,1)

X(f) / AX(t)+AcEZ(1:t)

FIGURE 4.1 — Illustration du systéme (4.3) équivalent au systéme a retard (4.1).

Le controle et la stabilité de ce type de systemes ont été étudiés dans de nombreux articles
récents de la littérature dans différents domaines applicatifs. Par exemple, dans le domaine
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hydraulique, le document [CGPO05] traite un modele fluidodynamique pour les flux de trafic
en utilisant 'approche du front d’onde orienté et [GDL11] congoit des lois d’asservisemnt
stabilisant un réseau en forme d’éventail donné par un systeme couplé EDO-EDP. Les tra-
vaux présentés dans [BSS16] et [SBS17b] donnent une hiérarchie des conditions de stabilité
des systémes couplés ci-dessus en utilisant des inégalités matricielles linéaires dépendant de
différents parametres du systéme couplé.

Le but de ce chapitre est d’exploiter le résultat de ’étude de stabilité menée dans les
chapitres précédents et d’appliquer une discrétisation sur le terme retardé du systéeme (4.1). En
d’autres termes, nous allons diviser 'intervalle de temps [—h, 0] du systéme (4.1) en M sous-
intervalles ([—h, W], vy [F2R SR [52,0]), et nous effectuons une projection de l'état
retardé de chaque sous-intervalle sur les N + 1 premiers polynémes de Legendre. L’application
de M-discrétisation de l'intervalle du retard et de la projection de taille N sur les polynémes
de Legendre permettra de comparer 'efficacité de chaque méthode et d’évaluer une paire
de valeurs optimales (M, N) donnant les meilleurs résultats pour un compromis donné entre
complexité et efficacité.

4.2 Modeéles de transformation

Le systéme a retard (4.1) peut étre représenté par le systéme couplé (4.3) EDO-EDP de
transport. En revanche, le passage d’un modeéle a I’autre n’est pas bijectif, dans le sens ot 'on
peut trouver plusieurs modeles EDO-EDP dont le comportement peut étre représenté par un
méme systéme & retard. En effet, il suffit de constater que pour une seule matrice A4, nous
pouvons trouver une infinité de matrices B, D et C telles que BDC = A,. Les paragraphes
suivants développent quelques formes de ces modeles de transformation.

4.2.1 Premier modéle de transformation

z=0 z(x,t) € R™ x2

z(0,1) T7
L = 1 hIm

z(1,1)

X(t) / AX (1) + B2(1, 1)

FIGURE 4.2 — Illustration du modele réduit.

Dans le cas ou la matrice Az n’est pas de rang plein, il est possible de réduire la complexité
des conditions de stabilité en écrivant la matrice Ay sous la forme A; = B4yCy ou By et Oy
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sont deux matrices de R™*™ et R™*™ respectivement, ott m est le rang de la matrice A4. Par
conséquent, le systéme (4.1) est donné, sous la forme du systéme couplé (4.3), par les matrices
suivantes :

B:Bda C:Cda DZOmv

et la méme matrice dynamique A. Cette représentation implique une légere modification au
modele comme le montre Figure 4.2. Cependant, cette modification a un impact pertinent sur
la complexité du théoreme 3.1 puisque la dimension de 1’état z est réduit de n & m éléments.

4.2.2 Modéle de transformation discrétisé a ’ordre 2

z=0 z(x,t) € R*™ x=1

2(0.1) %Im g8
i Im

¢ D

24y, / AX(8) + Bz(L,¢)

FIGURE 4.3 — Illustration du modele discrétisé a 'ordre 2.

'idée de ce paragraphe consiste a diviser l'intervalle du retard [—h, 0] en deux sous in-
tervalles ([—h, 5] et [2,0]) par une simple transformation du systéme couplé EDO-EDP.
Donc, sachant que la matrice dynamique A est toujours la méme, le systeme (4.3) est donné
par les matrices suivantes :

A= %bm, B=[0pm B, C= loidn] D— [Om Om‘| .

Dans ce modele, illustré dans Figure 4.3, les matrices B, C' et D ont été définies tel que
BDC = B;Cy = Agy. Notons que la dimension de la variable z et la vitesse de transport ont
été doublées. Les conditions initiales imposent les contraintes suivantes :

21(0,15) o CdX(t)
Zg(o,t) N 21(1,t) '

De plus, en calculant la solution de I’équation de transport, nous pouvons remarquer que
21(1,t) = CyX (t—1) et 20(1,) = 21(1,t— %) = C4X (t—h). Par conséquent, cette formulation
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introduit une information de plus a I’état z1(1,t) = Cy X (t — %) du systéme, ce qui peut étre
pris comme un processus de discrétisation de 'intervalle du retard.

Donc, I'application des conditions de stabilité de Théoreme 3.1 sur ce modele particulier
peut étre interprétée comme un croisement de I'inégalité de Bessel-Legendre et un processus de
discrétisation de I'intervalle du retard. En effet, nous pouvons le remarquer sur la fonctionnelle
de Lyapunov associée a ce modele et menant a ces conditions de stabilité. Le calcul de la
solution de 'EDP de transport dans (4.3) avec A = 215, est la suivante :

ﬁx)
i hx)l . (4.4)
2

Injectons 'expression de z dans la définition de la fonctionnelle de Lyapunov

.
Va(X (), (1) =[ ;ffff)] [f T [;ff(%]

+/1l CaX (- 57) (S+(1—m)R)l CaX(t-37) )]da:.
0

CyX(t % %l’

CdX(t—%—%:L')

ou l’état augmenté X correspond & la projection de ’état z donné dans (4.4) sur les poly-
nomes de Legendre de degré inférieur a N. Plus précisément, une expression de ce vecteur est

donnée, apreés un changement de variable, par

XN

En appliquant le changement des variables s = ¢ — %:c et s =1— % — %

précédente, le vecteur de I’état augmenté X' s’écrit

x a l'expression

L’application du changement de variable s = ¢ — %:p au dernier terme intégral de Vi
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dans (3.7) amene a l'expression suivante

[ xm ] P e[ x@
Vn(Xy) = [ Xy (t) ] [* T]]\\f]] l XN (1) ]

CaX (s)
h/g [Cd)? S—*)

ol S = CdTSCd et R = CJRCd sont deux matrices positives non nécessairement définies.
équivalente a la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii.

T
~ 2 h
(S+E(S—t+§

Ces commentaires démontrent le potentiel de la modélisation du systeme a retard par le
systéeme couplé EDO-EDP de transport. Nous avons montré que de simples transformations
peuvent avoir un impact important sur 'interprétation des conditions de stabilité développées
dans Corollaire 3.1. D’une part, un aspect lié a la réduction de la complexité des LMIs
(réduction de la taille et du nombre des variables de décision) quand la matrice du retard Aqy
n’est pas de rang plein. D’autre part, pour que la construction d’un modéle augmenté soit
possible, la contrainte BDMC' = A, doit étre vérifiée afin de produire un modele équivalent au
systeme a retard. Cette décomposition n’est pas unique, et plusieurs autres modeles peuvent
étre générés. La section suivante produit une formulation générale de cette discrétisation
permettant de prolonger ce processus a n’importe quel ordre M € N.

4.2.3 Processus général de discrétisation

=0 z2(z,t) € RM™ x4

M
h. s
20,5) X M

z(1,t)

M
?I'm,

§ D

X“}l/ AX (1) + Bz(L, 1)

FIGURE 4.4 — lustration du modele général discrétisé a 'ordre M.

Ici, nous définissons un nouveau parametre M présentant le nombre des sous-intervalles
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[0,1] considérés. Suivant la méme procédure que précédemment, nous définissons le modele
de transformation permettant d’exprimer le systéme a retard (4.1) a 'aide du systéme cou-
plé (4.3) avec les matrices suivantes :

B = [On,(M—l)m Bd:| ’ ¢ = [O(Mcf) ] )
~Dmn (4.5)
D — Om,(Mfl)m Om 7 A = MIMm
Iovi—vym  O—1ymm h

Nous remarquons que BDM(C = A,. Une interprétation graphique est représentée par
Figure 4.4. Nous remarquons également que les conditions initiales imposent les contraintes :

Z1 (0, t) CdX(t)
2’2(0, t) _ 21(1, t)
ZM(.O,t) ZM_l‘(l,t)

Suivant les mémes arguments que la section précédente, nous obtenons
ViZI,...,M—l, ZZ'_:,_l(O,t)ZZi(l,t)ZZi(O,t—f),

ol nous avons utilisé les solutions de I’équation de transport. Par 'injection et la ré-injection
de ces expressions, nous obtenons donc

,— 1
Vi=1,...,M,  2(0,t) = CyX(t— <ZM)h)

et ZM<1,t> = CyX(t — h)

Ce modele de transformation par le systeme couplé EDO-EDP permet d’introduire plu-
sieurs valeurs intermédiaires de 1’état X;. Notons également que les fonctionnelles de Lyapu-
nov associées peuvent étre exprimées sous la forme des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii
comme nous ’avons montré dans la section précédente. Elles peuvent étre calculées suivant
la méme procédure que précédemment.

Enfin, un dernier commentaire concernant la complexité des conditions de stabilité. L’ac-
croissement de N et de M augmente notamment la taille des LMIs, ainsi que le nombre de
variables de décision. Ce nombre de variables de décision DV, variant par rapport a l'entier
M de discrétisation et a I'ordre N des polynémes de Legendre, est donné par ’expression
suivante :

DV = %(n2+n+Mm(3N+5) + (Mm)?((N +1)% +2) (4.6)

A partir de cette expression, nous remarquons que le nombre de variables de décision DV
ne dépend pas de la méme maniere des variables M de discrétisation et N de la projection
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polynomiale. La dépendance en M est plus puissante que celle en N vu que le terme carré
(Mm)? permet un accroissement rapide de la valeur de DV. Par conséquent, les conditions
de stabilité deviennent de plus en plus complexe par 'augmentation M.

La méthode de discrétisation a déja été utilisée, d'une manieére différente, dans des travaux
d’étude de stabilité des systémes a retard. Par exemple, dans [GCKO03] la discrétisation est
appliquée sur la fonctionnelle de Lyapunov. Le principe est de diviser le domaine de défi-
nition des matrices Q, R et S de la fonctionnelle de Lyapunov en petites régions et choisir
pour chacune de ces matrices des fonctions continues et linéaires par morceaux. Cela divise
indirectement 'intervalle du retard en plusieurs sous-intervalles. Dans notre approche, cette
division est faite directement sur l'intervalle du retard par la manipulation du modele couplé
EDO-équation de transport permettant d’exprimer le systeme a retard.

4.3 Analyse de stabilité

4.3.1 Rappel de la stabilité du systéme couplé au sens L?

La stabilité exponentielle au sens de la norme L? du systéme couplé (4.3) est donnée par
les inégalités :
£ B(X (1), 2(1) < Vi (X (1), 2(1)) < e2B(X (1), (1)), (4.7)

V(X (1), 2(t)) + 20V (X (1), 2(t)) < —e3B(X (1), 2(t)), (4.8)
en utilisant la fonctionnelle de Lyapunov générale suivante
T
s [ 30 [ 2] 29
+ /0 1ZT(gc,t)e—WA*(s + (1 —2)R)z(z, t)dz. (4.9)

L’existence des scalaires €1, €9 et €3 telle que la fonctionnelle de Lyapunov (4.9) satisfait les
inégalités (4.7) et (4.8), est donnée par les LMIs ®n (A, d) et Uy (A, ) du théoreme suivant :

Théoréme 4.1. Considérons le systeme couplé (4.3) une matrice de transport A € D7
donnée. Si il existe un entier N > 0 tel qu’il existe 6 > 0, P € S?, Qn € Rn(N+hm
Tn € SVHU™ G et R e M7, vérifiant les LMIs suivantes :

p On Uy Wip WUy
(I)N(A,(S) = |‘>|< Ty + SN(A) >0, \I/N(A,(S) = : \11*22 $23 < 0, (4.10)
33
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Uy = He(PA+Qn15(A)C)+CTA(R+ S)C +26P,
U1y = PB+Qn(1%(A)D —1x(A)+CTAR+ S)D,
ATQN + CT14 (A)Ty + QnLn(A) +26Q,
—e"2AAS 4+ DTA(R + S)D,

g3 = BTQn+ (Iy(A)D —1x(A)) Ty,

11/33 = He(TNLN(A)) - RN(A) + 25TN7

S
R
1l

alors le systéme est exponentiellement stable. Plus précisément, pour cette matrice de transport
A € DT donnée, il existe une constante K > 0 et une vitesse de convergence 6* > 9§ telles que
l’énergie du systéme vérifie, ¥t > 0,

E(t) < K72 (12°(0) + [12°]| 2 (0, 1)mm))- (4.11)

Nous allons exploiter ce théoréeme pour 1’étude de stabilité du systéeme a retard (4.1)
au sens de la norme L2, en utilisant la représentation du systéme couplé (4.3) équivalente.
En effet, la stabilité au sens de la norme L? de cette représentation équivalente implique la
stabilité de Lyapunov-Krasovskii, utilisant la norme supérieure, du systéme a retard (4.1). La
section suivante détaille plus le lien entre la stabilité de Lyapunov-Krasovskii et la stabilité
au sens L2

4.3.2 Stabilité au sens de Lyapunov vs. Lyapunov-Krasovskii

Nous avons vu dans ce chapitre que I'on peut utiliser un modele couplé EDO-EDP de
transport pour développer une méthode simple pour construire des fonctionnelles de Lyapunov
pour des systémes a retard qui utilisent a la fois la méthode issue de 'inégalité de Bessel et
de discrétisation de lintervalle de retard. Cela étant, le Théoreme 4.1 ne représente pas
un résultat temporelle "classique' pour les systémes a retard puisqu’il ne se réfere pas a
Papplication du Théoréme de Lyapunov-Krasovskii (voir par exemple [GCKO03]. Ce théoréeme
requiert que la fonctionnelle vérifie les inégalités suivantes

EX(1)]F < Vn(X,2) <én sup |X(s)]7,
s€[—h,0]
et
Vn(X, 2) + 26Vn (X, 2) < &3] X (1)]2.

pour des scalaires positifs &1, &5 et €3 et, généralement, § est pris égal a zéro, pour obtenir
un critere de stabilité asymptotique. Ce théoréme est plus contraignant que l'application du
théoréme de Lyapunov en norme L?, puisqu’il est basé sur la norme suprémum de la fonction
d’état X.

Cela étant, il est possible de faire un lien entre les deux théorémes, puisque pour un systéme
a retard modélisé sous forme d’un couplage EDO-EDP, nous savons que ’état X (¢ — ) peut
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étre relié facilement a la fonction z(z, %), ce qui nous assure les inégalités suivantes

X2 <E(t)<n sup [X(s)a, Vt>0.
s€[—h,0]

Ainsi, nous pouvons prouver que le Théoréme 4.1, garantit aussi la stabilité du systéeme a
retard initial au sens de Lyapunov-Krasovskii.

4.4 Applications numériques

Considérons le systéeme a retard suivant

-2 0

X(t):lo 0.9 ol

]X(t)—i— i _1] X(t—h)

Les représentations équivalentes de ce systeme a retard en utilisant le modele général de
discrétisation du systeéme couplé (4.3) sont

I
v [0272(M_1) Ad] ’ ¢ - [OQ(M—I) j ’
O2,2(0—1) 02 M
D = ) s A = £ .
lIZ(Ml) O2(ar-1),2 B 2M

Pour ce systeme, nous avons montré que la vitesse de convergence maximale de 1’énergie
est Omaz = 4.35 correspondant au retard h = 3—15 (see [SBS17a]). En utilisant Théoréme 4.1,
nous avons effectué plusieurs simulations affichées dans le Tableau 4.1. Ce tableau donne

Pestimation de § pour plusieurs valeurs de la paire (M, N) et pour un retard h = 3—15

Forh=z-] N=0 N =1 N =2 N=3 N =4
M=1 [0=13404[5=2.6038 | §=3.4402 | 6 = 4.0883 | = 4.3558
M=2 [6=13729]6=3.1009 | §=39252 [ § =4.3577 | § = 4.3884
M=3 [6=13841]6=33478[5=4.1134 | 6 =4.3821 | § = 4.3895
M =4
M=5

0=14294 | 6 =3.5316 | 0 =4.2958 | 6 =4.3870 | 6 = 4.3897
0=1.4337 | § =3.6463 | 0 =4.3346 | 0 = 4.3885 | 6 = 4.3897

TABLE 4.1 — La vitesse de convergence ¢ en fonction de (M, N).

Nous remarquons dans le Tableau 4.1 que 'accroissement de I'entier M de la discrétisation
temporelle du retard, pour un ordre N des polynémes de Legendre, améliore I'estimation de la
vitesse de convergence J. Pour des valeurs de M fixées, nous obtenons de meilleurs résultats en
augmentant 'ordre N des polynoémes de Legendre, mais qui restent loin de la valeur maximale.
Néanmoins, I'utilisation des deux méthodes a la fois, et la M-discrétisation et N-projections
sur les polynomes de Legendre, permet d’obtenir de meilleurs résultats plus proches de la
valeur maximale 0,4, = 4.35.
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Maintenant, pour mieux évaluer I’évolution de la vitesse de convergence 0, nous définissons
A

une J-erreur d’efficacité par €5 = 1 — Thl, représentant la distance manquante pour atteindre
req

le cas ngJ = 1, et comparant la vitesse de convergence dty1 trouvée par Théoreme 4.1 et dfeq
req

donnée par les analyses temporelles (voir [BMV15]) qui sont exactes. La Figure 4.5 affiche

I’amélioration de ¢5 par rapport au nombre de variables de décision DV dépendant de la paire

(M, N).

—@—N=0
—¥%—N-=1
—A—N=2| 4
—®—N-=3
o —4—N=4
§ J
5]
>
(]
c
K]
Q E
L
A
M=5
1 1
0 500 1000 1500

Number of decision variables DV

FIGURE 4.5 — L’erreur d’efficacité €5 de 'estimation de la vitesse de convergence dry,; comparée
aux résultats fréquentiels g en fonction du nombre de variables de décision DV.

Pour mieux expliquer comment interpréter les résultats de la Figure 4.5, nous allons donner
un exemple d’une paire (M, N) appropriée permettant d’atteindre une erreur d’efficacité e
fixée.

Si nous décidons par exemple d’imposer un intervalle & 'erreur d’efficacité a es < 1073,
le meilleur compromis entre ’objectif de I'efficacité et le nombre de variables de décision DV
est clairement (M, N) = (1,4) (mieux que le résultat de la paire (2,3)), car nous atteignons
I'objectif avec moins de complexité (le nombre DV est plus petit).

En effet, Paccroissement de la paire (M, N) permet d’améliorer les résultats, mais rend le
probleme plus complexe en augmentant le nombre de variables de décision DV. Tableau 4.2
détaille I’évolution de la complexité du probleme, exprimée par le nombre de variables de
décision DV dépendant de la paire (M, N).

Dans le tableau 4.2, nous remarquons que le probleme LMI devient rapidement plus com-
plexe en augmentant la valeur de M de la discrétisation, alors qu’il le devient 1égerement par la
croissance de 'ordre N des polynomes de Legendre. Par exemple, si nous considérons la paire
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e By [N =0 N=1|N=2[N=3[N=4
M=1 16 27 42 61 84
M =2 41 75 125 191 273
M=3 78 147 252 393 570
M=4 127 243 423 667 975
M=5 188 363 638 1013 1488

TABLE 4.2 — Le nombre de variables de décision DV en fonction de la paire (M, N).

(M,N) = (1,2) comme une référence, nous remarquons bien que le nombre de variables de
décision DV augmente seulement par 19 variables au prochain ordre de N ((M,N) = (1, 3)),
alors qu’il augmente par 83 variables a la valeur suivante de M ((M,N) = (2,2)).

Enfin, pour évaluer l'efficacité du Théoreme 4.1 en terme du retard maximal h,., pour
lequel le systéme reste stable, nous définissons une h-erreur d’efficacité ¢, = 1 — ——Thl

)
Matfreq

comparant le retard maximal hy,q0p,, déterminé par Théoreme 4.1 et hmamﬂeq donné par les
analyses fréquentielles (voir [GCKO03]). La Figure 4.6 donne ’évolution de €, par rapport au
nombre de variables de décision DV. L’observation de la Figure 4.6 permet de déduire que
la paire (M, N) = (2,2) donne le meilleur résultat de retard maximal hpqq,, pour lequel le
systéme reste stable, dans I'intervalle €, < 10~% avec moins de variables de décision.

100: T T T T T T
' —®—N=0
—*%—N=1
107 E —®—N=2] ;
&
& 102F E
®
>
o
C
2 3
Q ]
©
>
© 4
o] E
a 3
L L 4
M=4 M=5
10-6 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700

Number of decision variables DV

FIGURE 4.6 — L’erreur d’efficacité €;, du retard hry; comparée aux résultats fréquentiels Agreq
en fonction du nombre de variables de décision DV.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous produisons une nouvelle approche de I’étude de stabilité du systeme
aretard (4.1) en utilisant le systeme couplé (4.3) et en exploitant le résultat de stabilité obtenu
dans le Théoréeme 4.1 basé sur la méthode de Lyapunov. En plus de la projection de I’état
z(x,t) de PEDP sur les N 41 premiers polynémes de Legendre, un processus de discrétisation
est aussi appliqué en discrétisant l'intervalle du retard [—h,0] en M sous-intervalles. Nous
concluons sur les figures 4.5 et 4.6 que I'utilisation des deux méthodes, et la M-discrétisation
et la N-projection sur les polyndmes de Legendre, permet d’atteindre rapidement 1’objectif
avec moins de complexité.
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Dans cette these, nous avons étudié des systéemes couplant des équations différentielles
ordinaires et des équations de transport. Ces systémes peuvent représenter plusieurs systémes
réels (transportation d’un flux de gaz, réseaux de communication, circulation routiere...). Nous
avons produit une nouvelle approche, utilisant des projections sur une base de polyndémes et
I'inégalité de Bessel, approche qui permet 1’étude de stabilité de ce type de systémes en
utilisant la méthode de Lyapunov.

Afin de mener cette étude de stabilité, nous avons également proposé de nouvelles struc-
tures de fonctionnelles de Lyapunov dépendant des différents parametres des systéemes couplés
étudiés. Pour chaque type de systeéme couplé, et suivant la méthode de Lyapunov, nous avons
produit des conditions suffisantes de stabilité sous forme d’inégalité matricielles.

Les contributions de cette these ont été abordées de la maniére suivante :

— Dans le Chapitre 2, nous avons traité un couplage simple d’une équation différentielle
ordinaire et d’une équation de transport possédant une seule vitesse constante. Pour
ce cas particulier, une fonctionnelle de Lyapunov est proposée et des conditions suffi-
santes de stabilité sont produites. Les résultats obtenus sont appliqués & des exemples
académiques.

— Dans le Chapitre 3, nous avons considéré la représentation plus générale de systeme
couplant des EDOs avec des équations de transport a plusieurs vitesses. Une approche
générale de ’étude de stabilité est fournie et des cas particuliers en sont déduits. En
particulier, le cas d’un systéeme sans couplage interne entre les EDPs vérifie un résul-
tat trés important, & savoir la hiérarchie des conditions de stabilité. Autrement dit,
I’augmentation de l'ordre de la projection polynoémiale ne peut qu’améliorer les résul-
tats de stabilité garantie. Des simulations numériques de chaque cas particulier sont
présentées.

— Dans le Chapitre 4, le lien des systémes couplés précédemment étudiés avec les systemes
a retard est détaillé. Une discrétisation de la représentation du systéme couplé est
proposée et des modeles de transformation en sont déduits. Des conditions de stabilité
sont données et appliquées a des exemples numériques.
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Perspectives

Plusieurs travaux de recherche peuvent faire suite aux résultats de cette thése. Dans ce
contexte, citons quelques perspectives envisageables.
Un premier axe peut consister a permettre une variation en temps de la vitesse de I’équation
de transport. Cela revient a considérer le modéle couplé suivant :

X(t) = AX(t) + Bz(1, 1), t>0,
Oz(x, t) + A(t)Opz(z,t) + Fz(x,t) =0, xz€(0,1),t>0,

z(0,t) = C’X(t) + Dz(1,t), t>0, (4.12)
z(x,0) = 2°(x), z € (0,1)
X(0) :XO.

La dépendance de la matrice de transport A par rapport au temps est une difficulté supplé-
mentaire qui a Pavantage de pouvoir faire le lien avec les systemes a retards variables [Fril4].
Ce lien permettra d’exploiter les outils utilisés pour les systémes a retards variables ([FSR04])
afin de produire une nouvelle approche pour I’étude de ce type plus général de systéme couplé.
Le développement de la méthode de Lyapunov pour ce systeme couplé est plus compliqué,
puisque la matrice de transport A dépend aussi de la variable de temps. Le calcul de la dé-
rivée temporelle de la fonctionnelle de Lyapunov nécessitera donc 1'utilisation d’autres outils
et supposera probablement d’imposer des contraintes sur les fonctions ¢ — A(t). La technique
utilisée pour les systemes a retards variables consiste par exemple a borner les retards par
des valeurs constantes et a travailler avec celles-ci. Cela peut étre un choix judicieux pour
simplifier les calculs de cette dérivée en limitant les vitesses de transport.

Parmi les perspectives les plus attractives concernant ces résultats se trouvent dans le
challenge de prouver le caractere nécessaire des conditions de stabilité produites. Dans cette
these nous produisons des conditions suffisantes de stabilité des systemes couplés étudiés.
Cela est du a la fonctionnelle de Lyapunov considérée, qui ne permet pas de traiter toutes les
informations de 1’état de dimension infinie. Nous n’utilisons en effet qu’une partie finie de cet
état d’ordre N en se servant de la projection polynoémiale

/01 z(x,t)Lo(x) dx
Zn(t) = : e RWHDm (4.13)
/01 z(x,t)Ln(x) dx

En effet, les coefficients Q et 7 de la fonctionnelle de Lyapunov (3.7) ont été décomposés et
projetés sur les polynémes de Legendre de la maniére suivante :

N N N
Qx) => Q) Li(z), T(w1,22)=> Y T(i,j)Li(z1)L;(x2).
k=0 1=0j=0
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Ainsi, la fonctionnelle de Lyapunov originelle (2.5) qui s’inspirait de celle de Gu [GCKO03], ne
peut plus étre compléte, au sens ou elle ne donnera pas de conditions nécessaires de stabilité.
Les questions qui se posent sont alors les suivantes :

e Pourions-nous avoir une fonctionnelle de Lyapunov complete menant a des conditions
nécessaires et suffisantes de stabilité, comme pour les systémes a retard [GCKO03], rem-
placant N par 4+o00?

e Pourrions nous obtenir l'intégralité des zones de stabilité grace a cette fonctionnelle
de Lyapunov complete ?

Autrement dit,
e Si nous savons qu'un systeme couplé donné est stable, pourrions-nous montrer qu’il
existe un Ny € N tel que Vy, définie en (2.11) soit une fonctionnelle de Lyapunov ?

e Si N tends vers +00, sommes nous assurés de couvrir toutes les zones de stabilité ?

Avec le méme type d’approche que celle développée dans cette these, le couplage avec une EDP
de la chaleur a été étudié dans [Bau+17]. Si nous regardons des applications en mécanique
ou si nous voulons modéliser des phénomenes vibratoires, il est pertinent de considérer un
couplage d’EDO avec une équation des poutres, par exemple en écrivant

(4.14)

X(t) = AX(t) + Bdyz(1,t), t>0,
Ztt(x’ ) = prxmx(x,t), T e (07 1)7t >0,

et ou nous devons ajouter des conditions de bord. Le couplage d’'une EDO avec ’équation
des ondes a déja été étudié dans [Bar+17] avec le méme type d’approche que celles racontées
dans ce manuscrit. Une équation des poutres modélise aussi un phénomene vibratoire et est
de degré quatre en la variable d’espace. Le couplage avec une EDO pourra s’écrire de diffé-
rentes manieres selon le cadre applicatif concerné. Ici par exemple, nous suggérons la prise en
compte de la vitesse de la poutre en z = 1 dans 'EDO (Bd,z(1,t)) et nous pouvons imagi-
ner un second couplage a travers une des quatre conditions aux bords de 'EDP de la forme
2(0,t) = CX(t). Comme pour les ondes dans [Bar+17], il nous faudra probablement mettre
un terme d’amortissement a la frontiére du domaine pour gérer ce type de comportement
vibratoire. Le nombre de dérivées en espace et en temps de cette nouvelle EDP impliquera
un travail technique (sur les projections de la solution sur les polynémes de Legendre) attentif.

La synthese d’'une commande de stabilisation est une phase légitime apres une étude
de stabilité. Les méthodes sont nombreuses et la plus proche de notre domaine d’étude de
stabilité est le backstepping, puisqu’elle se base aussi sur la méthode de Lyapunov. Nous
pouvons imaginer 'introduction d’une commande finie dans le couplage en rassemblant les
dynamiques une par une, et en stabilisant les boucles de la plus petite (boucle interne) a la
plus grande (boucle externe).
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ANNEXE A

Outils

Cette annexe aborde, d’une maniere générale, tous les outils utilisés dans cette étude de
stabilité. Les polynémes de Legendre utilisés pour construire une approximation polynémiale
d’un vecteur de dimension infinie. L’inégalité de Bessel, déterminant la différence entre la
norme d’un vecteur et ses projections sur une base orthogonale, et I'inégalité de Gronwall
assurant la décroissance exponentielle d’une fonction donnée. De plus, le chapitre définit une
nouvelle notation du produit scalaire, permettant la projection d’un vecteur sur une fonction
donnée.

Pour plus de détails concernant ces outils et leurs démonstrations, nous pouvons renvoyer
par exemple aux livres de référence suivants : [BCL99], [CT61] ou [RN55].

A.1 Polynoémes de Legendre

Dans I'objectif de construire une base hilbertienne polynomiale de 1’espace L2(0, 1), nous
allons rappeler ici la définition des polynémes de Legendre. Ils représentent des solutions
particulieres de 1’équation différentielle de Legendre :

d

(G xz)ipk(x)] + k(k + 1) P(x) = 0,

dx

pour tout entier naturel k£ € N, et pour tout =z € [—1,1].
Les expressions des premiers polyndémes de Legendre pour k = 0, 1,2, 3 et 4 sont données par :

Po(x) 1

Pi(x) ==

Py(z) = 3(32%—1)
Py(z) = 3(5a2® — 3x)
Py(z) =g

(352% — 3022 + 3).

x

La représentation graphique de ces polyndmes est affichée sur la Figure A.1, et I'expression
générale de ces solutions est présentée par la formule de Rodrigues suivante :

1 dt

Pu(2) = g l(@? = Y.
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FIGURE A.1 — Représentation graphique des cingq premiers polynomes de Legendre Py (x),
k=0,1,2,3 et 4.

Nous allons exploiter les polynomes de type Legendre sur 'intervalle [0, 1]. Nous les note-
rons Ly(x) et ils sont obtenus par une transformation affine. La fonction x — 22 — 1 permet
d’effectuer une bijection de [0, 1] vers [—1, 1] tout en respectant les propriétés d’orthogonalité.
Nous avons donc Li(x) = Pi(2x — 1) et la formule de Rodrigues de ces nouveaux polynoémes
de Legendre est donnée par :

1 d*

Ly(z) = T dak

[(2? — 2)"].
La Figure A.2 représente les premiers polynémes de Legendre décalés suivants :

=1
r) =2x—1

Lo(z)
L1(z)
Lo(x) =622 —6x+1
L3(x)
L4(z)

o\

x) =203 — 3022 4+ 122 — 1

() =702 — 14023 4+ 9022 — 202 + 1.

Ces nouveaux polyndmes sont orthogonaux selon le produit scalaire suivant :

1 1
< Lj, Ly >= /0 Lj(@)Li(@) do = O (A.1)
< Li, L >= ||Lkl* = g7,

ou 0, représente le coefficient de Kronecker, égal a 1 si j = k et 0 sinon.
Ils se caractérisent par deux propriétés, les valeurs aux bords

et la formule de la dérivée temporelle

£ (e) = { - . (A3)



0 = { (()2]' +1)(1— (=1)F), if j <k-—1, (A4)

FIGURE A.2 — Représentation graphique des cinq premiers polynémes de Legendre décalés
Li(x), k=0,1,2,3 et 4.

A.2 Inégalité de Bessel

Lemme. Soit H un espace de Hilbert. Le produit scalaire est noté < -,- > et la norme
associée || ||. Considérons une base hilbertienne de H notée {e;,i € N}. Pour tout élément x
de H, l’inégalité de Bessel s’écrit :

n
Sl <me > <z (A.5)
=0

A.3 Inégalité de Gronwall

Lemme. Soit f(t) : [to,t1] — RT une fonction continue et dérivable sur lintervalle [to,t1].
Considérant une fonction continue g(t) : [to,t1] — R, si Uinégalité f(t) < f(t)g(t) est
vérifiée, alors quelque soit t € [to,t1],

) < flto)exo [ o(s) ds). (A.6)
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A.4 Inégalité de Young

1
Lemme. Pour tous réels a,b positifs et tous réels p, q strictement positifs tels que — 4+ —
P q

nous avons l'inégalité suivante

Le cas le plus classique de cette inégalité est celui de l’exposant 2 (p=q=2) :

a? b2
b< — 4+ —
ab < 2+2,

et nous avons de cette derniére, pour tout € > 0 :
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Résumé — Les travaux développés dans cette thése concernent la théorie du controle
ont pour objectif de proposer une nouvelle approche pour ’étude de stabilité d’un systéme
de dimension infinie ou une équation différentielle ordinaire est couplée a une équation de
transport par les termes de bord du domaine spatial.

L’idée est d’exploiter des travaux récents effectués dans le cadre des systémes a retard
pour quantifier la stabilité d’un systéme couplant une équation aux dérivées partielles a des
équations différentielles. Ces travaux s’appuient sur les polynémes de Legendre et I'inégalité de
Bessel, pour construire une approche de la stabilité par la méthode de Lyapunov et 'utilisation
d’inégalités matricielles linéaires. Les polynémes de Legendre servent a la construction d’une
fonctionnelle de Lyapunov basée en partie sur une approximation polynomiale de 1’état de
I’équation de transport (qui est de dimension infinie).

Le manuscrit s’articule en plusieurs étapes. Apres la présentation d’un simple modele
couplant des équations différentielles ordinaires avec une équation de transport, ’approxi-
mation de ’état de dimension infinie utilisant une projection sur les polynémes de Legendre
est décrite. La méthode de Lyapunov est ensuite développée et son fonctionnement néces-
site la production de conditions de stabilité sous forme d’inégalités matricielles linéaires. Ces
conditions permettent des tests numériques effectués sur des exemples académiques.

Des cas plus difficiles sont abordés au fil du document, allant d’une unique équation de
transport & plusieurs équations aux vitesses différentes, la prise en compte d’un terme de
couplage entre celles ci via un potentiel ou via le bord du domaine.

Enfin, un tel couplage avec une équation de transport pouvant étre une description alter-
native d’un systéme a retard, une étude de la stabilité de ce dernier est développée en utilisant
des modeles différents du systeme couplé, dans le but de réduire la complexité des conditions
de stabilité données sous forme des inégalités matricielles.

Mots clés : Systémes a retards, équation de transport, équations aux dérivées partielles,
théoreme de Lyapunov, systémes a parametres distribués.




Abstract — This thesis in control theory aims at proposing a novel approach for the
stability study of an infinite dimensional system where an ordinary differential equation is
coupled to a transport equation through boundary terms.

The idea is to exploit recent works on delay systems to quantify the stability of a system
coupling a partial differential equations to ordinary differential equations. These works rely on
Legendre’s polynomials and Bessel’s inequality to construct a novel approach of stability by
the Lyapunov method and the use of linear matrix inequalities. Legendre’s polynomials allow
construct a new structure of Lyapunov functional based partly on a polynomial approximation
of the state of the transport equation (which is of infinite dimension).

The manuscript is divided into several stages. After the presentation of a simple model
coupling ordinary differential equations with one transport equation, the approximation of
the infinite dimensional state using projection on Legendre polynomials is described. The Lya-
punov method is then developed and it requires the production of stability conditions taking
the shape of linear matrix inequalities. These conditions allow the production of numerical
tests performed on academic examples.

More difficult cases are discussed throughout the document, from a single equation of
transport to several equations with different speeds, taking into account a term of coupling
between them via a potential or the boundary of the domain.

Finally, since such a coupling of a finite dimensional system with a transport equation
can be an alternative description of a delay system, a study of the stability of the latter is
developed using different models of the coupled system, in order to reduce the complexity of
the stability conditions given in the form of matrix inequalities.

Keywords : Time-delay systems, transport equation, Partial differential equations, Lya-
punov theorem, Distributed parameter systems.
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