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Résumeé

Cette thése de doctorat apporte deux contributions au champ de I'Automatique :
la premiere aborde le controle d'attitude d'un objet rigide quelconque complétement
commandé tournant dans l'espace; la seconde concerne des méthodes d'analyse et
de synthése de contrdleur pour les systéemes Linéaires Variant dans le Temps.

La premiere contribution développe en détail la modélisation du suivi d'une
trajectoire d'attitude théoriquement réalisable par un objet rigide en rotation, en
utilisant le quaternion unitaire pour modéliser son attitude. Le mouvement de ro-
tation est intrinsequement non linéaire (trigopnométrique), avec des singularités liées
a sa périodicité, impliquant la non existence de contrdleur linéaire invariant dans le
temps en mesure de rendre le systeme en boucle fermée globalement stable. En pre-
nant en compte ces speéci cités, la synthese de contréleurs non linéaires permettant
d'obtenir une stabilité asymptotique presqueglobale de la boucle fermée est ensuite
développée. Des perspectives pour améliorer ce résultat avec des intégrateurs pour
annuler les erreurs statiques et de trainage sont nalement proposées.

De la question du réglage de ces contrdleurs non linéaires pour respecter si-
multanément plusieurs criteres de performances, découle la seconde contribution :
l'opportunité d'étendre aux systémes Linéaires Variant dans le Temps les notions
de placement de péles et d'analyse de performances entrées/sorties des systémes
Linéaires Invariant dans le Temps. La méthode proposée concerne les systemes aux
parameétres variant dans le temps bornés dans un ensemble convexe décrit par un
polytope. Elle permet d'écrire les problemes d'analyse de performances sous forme
d'Inégalités Linéaires MatriciellesDi érentielles, puis de les convertir en Inégalités
Linéaires Matricielles pour la synthése de contrbéleurs par retour d'état statique.
Pour ce dernier résultat, deux formulations sont proposées : la premiére avec un
certi cat de Lyapunov commun a toutes les exigences; la seconde avec I'ajout d'une
S-variable permet de rechercher simultanément plusieurs certi cats de Lyapunov,
un pour chaque exigence de performance du probleme multi-objectif.

Ce résultat de synthese est nalement appliqué au probleme du contréle d'atti-
tude.

Mots clés: Systemes variant dans le temps, systemes non-linéaires, stabilité,
performances, robustesse, LMI, S-variable, attitude, quaternion.






Abstract

This PhD thesis brings two contributions to the eld of System Control: the rst
one deals with the attitude control of a generic fully actuated rigid object rotating
in space; the second one concerns methods of analysis and synthesis of controllers
for Linear Time Varying systems.

The rst contribution develops in detail the modeling of the tracking of a theor-
etically feasible attitude trajectory performed by this generic rotating object, using
the unit quaternion to model the attitude. The rotational motion is intrinsically
nonlinear (trigonometric), with singularities related to its periodicity, implying the
non existence of a Linear Time Invariant controller able to make the closed loop
system globally stable. By taking into account these speci cities, the synthesis of
nonlinear controllers enabling to obtain analmost global asymptotic stability of
the closed loop system is then developed. Perspectives to improve this result with
integrators to cancel out static and drag errors are nally proposed.

The question of tuning these non-linear controllers to simultaneously meet sev-
eral performance criteria leads to the second contribution: the opportunity to extend
to Linear Time Varying systems the notions of pole placement and input/output
performances analysis of Linear Time Invariant systems. The proposed method
concerns systems with time varying parameters bounded in a convex set described
by a polytope. It allows to write the performance analysis problems in the form
of Di erential Linear Matrix Inequalities, then to convert them into Linear Matrix
Inequalities for the static state feedback synthesis. For this last result, two formu-
lations are proposed: the rst one with a Lyapunov certi cate common to all the
requirements; the second one with an added S-variable which allows to simultan-
eously search for several Lyapunov certi cates, one for each performance requirement
of the multi-objective problem.

This synthesis result is eventually applied to the attitude control problem.

Keywords: Time-varying systems, non-linear systems, stability, performances,
robust, LMI, S-Variable, attitude, quaternion.
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Notations

Cette partie présente les notations utilisées tout au long de la these :

Pour les ensembles :

N, N : les ensembles des entiers positifs ou nuls, des entiers positifs non
nuls.

R, R, R:, R+ : les ensembles des réels, des réels non nuls, des réels
positifs ou nuls, des réels strictement positifs,

C : I'ensemble des complexes,

R" (C") : 'ensemble des vecteurs réels (complexes) de dimensimgn

R™ ™ (C" M) : I'ensemble des matrices réelles (complexeshdignes et
m colonnes,
S":=fM 2 R" "jJM” = Mg : I'ensemble des matrices réellesymé-
triques,
S! (S}, ) : I'ensemble des matrices réellesymétriquessemi-dé nies po-
sitives (dé nies positives) deR" ",
H":=fM 2 C" "jM = Mg : I'ensemble des matrices complexdwr-
mitiennes,
H? (H}, ) 'ensemble des matrices complexd®wrmitiennes semi-dé nies
positives (dé nies positives) deC" ",

Pour les matrices :

| est la matrice identité (de dimension appropriée) ; si besoin de préciser
la dimension,l,, est la matrice identité de dimensiom,

M~ 2 R™ " est latransposéede la matriceM 2 R" ™,

M 2 C™ " est latransconjuguéeg(conjuguée et transposée) de la matrice
M2Ch ™,

(M) est le vecteur des valeurs propres dd¢ 2 C" ",

M# 2 C™ " est la matrice pseudo-inversede la matriceM 2 C" ™ :
elle est égale M M) M si le rang deM est égal & son nombre de
colonnes; égale M (MM ) ! sile rang deM est égal a son nombre de
lignes,

fMg"=M+M ,fMg" 2 H" pourM 2 C" ",

M OM 0)pourM 2 H" signie que M est (semi-)dé nie positive
(les symboles et sont utilisés pour l'inégalité opposeée, signi aniM
(semi-)dé nie négative).

Cette inégalité matricielle est équivalente a8x 2 C";x Mx> 0 ( 0)
Ce passage par équivalence de la formulation matricielle a la formulation
scalaire est appelée dans la thése opération dengruence(de x sur la
LMI M 0),

M N (M N)pour M;N 2 H" signie que la matriceM N est
(semi-)dé nie positive,
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Notations
0 1

M N

%} E{ 0, avecQ 2 HY inversible, M 2 H" et N 2 C9 " est
N Q

équivalent(ParcompIément d? SchuaM N Q !N 0OetQ 0O,

m11N mgN
M N = % e o e E 2 CPr 9 est le produit de Kronecker de
MpsN 0 mpgN
M=(m;)2CP9%tN 2C" 5.
Pour les signaux et normes :

A 2 R? est la notation des vecteurs pour la géométrie dans l'espace a 3
dimensions (tout autre vecteur de dimensions di érentes de 3 sera noté

sans eche),
nt=1 2 3 :: n estle produit factoriel den 2 N,
— d - & Arivé i
X = G X = Gz sont les dérivées successives xigpar rapport au temps,

I Y -
iXjj = x*x (= px x) : Norme euclidienng ou norme 2, du vecteur
x2R"(x2C"),

jXja correspond a la distance euclidienne entse2 C" et A C", dé nie
par jxja =inffjy xjjjy2Ag,

9Rr
jizjji2 = O” jiz(t)jj2dt est la normeL, du signal z(t) 2 C",

1Zl2y 0y = ttol jjz(t)jj2dt est la normeL , tronquée a l'intervalle [tq; t4],
notée normelz, ., du signalz(t) 2 C". Lorsquety, = 0 et t; tend vers
lin ni, la norme Ly, ., estéquivalente a la norme-».

R+ ! R, est une fonction de class&; si (0) =0, si elle est stric-
tement croissante et slimg +; (s)=+ 1

Pour les polytopes :

L'ensemble Co fAlM=1"Vlg désigne le polytope dé ni comme I'ensemble
gonvexe intériq:yr auxv sommetsAlM je. 'ensemble des matriced( ) =
veg vAMou V., ,=1et , O

Pour le quaternion unitaire et l'orientation dans I'espace (cf. annexe

le quaternion unitaire est dé ni par :

0 1 0 1
0 1 % COS(:OZ) 1
Ny
q= %0‘)2 = % = . 2 R4
Qv e sin(=2)gn,
O n;
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Il représente une rotation d'angle autour de I'axe dé ni par le vecteur
unitaire A = (ny ny n,)” 2 R3 dans le référentiel de référencey, =
cos(=2) est généralement appelé lpartie scalaire du quaternion etqy =
sin( :2)ﬂo(: q/) la partielvectorielle

G & &
Sq(d) = %oﬁ % q1§ = qls + Sy(qy) est la matrice "antisymé-

& G G
trique" du quaternion q (l'utilisation du nom "antisymétrique" est abusif
pour le quaternion du fait queSy(q)” = qls Sy (qv) n'est pas egal a
Sq(0), par conséqueniSy(q) n'est pas une matrice antisymétrique).

La matrice antisymétrique Sy d'un vecteur 1; 2 R3, qui véri e bien la

relation d'antisymétrie des matricesSy (1;)” = Sy (1), permet de faire
matriciellement I'opération de produit vectoriel avec un vecteun, de R3

de cette maniere Sy (11)R, = AL N Ay,

Qq(0) 2 R? 3 est la matrice de rotation usuelle de la géométrie dans
I'espace a 3 dimensions, correspondant a la rotation d'angleautour
de l'axe A dé nie par le quaternion g. Elle peut étre calculée avec le
guaternion q avec les relations suivantes :

0 1
QD= a S0 B Y &= 1,208 (a)+ 25, (@)
Sq4(0)
= Ig+sin( )Sy(A)+ (1 cos())Sy(#)?
0 1

h?0 = %Oﬁ‘) v X O, est la loi de multiplication de deux quaternions
%y Sq(G)
selon l'algébre des quaternions.






Introduction

Ingénieur aéronautique spécialisé en Automatique, avec une premiére experience
de recherche théorique en Automatique en Master a l'université de Bu alo (cf.[16]),
j'ai travaillé 13 années dans l'industrie aéronautique sur le développement de calcu-
lateurs de pilotage automatique d'avions commerciaux. Pendant ce parcours dans
l'industrie, sans avoir eu l'opportunité de travailler moi-méme précisément sur la
conception logicielle des lois de pilotages, il m'a souvent semblé manquer quelques
éléments théoriques pour maitriser complétement la clé de volte de ces systémes em-
barqués que sont cekis de pilotage algorithmes, assurant la fonction de contréle
du mouvement instantané de I'avion, dont la conception s'appuie précisément sur le
cadre théorique de la discipline appelé&utomatique (cf. [23], [30]).

Au carrefour de nombreuses disciplines, I'Automatique a pour objet de décrire et
d'analyser le comportement de n'importe quel "systéeme" : objets en mouvement, as-
semblages mécaniques, circuits électriques, cycles thermodynamiques, contrdleurs
numeériques, processus, etc. Elle permet également de déduire des stratégies de
contrdle de ces systemes, telles que les lois de pilotages d'un avion.

Cette discipline devient d'autant plus centrale a notre époque de la transition
numeérique ou les capacités d'automatisation deviennent globales, ou I'on voit le dé-
ploiement d'objets connectés pour tout, depuis les objets de notre quotidien jusqu'a
I'exploration de Mars, outils automatiques dont la démonstration de stabilité est
donc essentielle.

J'ai donc démarré une thése dans cette discipline en 2018 espérant pouvoir com-
bler ce gap, I'enjeu se formulant a moi a ce moment-la de la maniere suivante :
maitriser completement la théorie du contréle du mouvement d'un objet dans l'es-
pace et, si possible, améliorer I'existant.

1.1 Controle du mouvement d'un objet dans l'es-
pace

Sur la période de ces trois années de recherche, les activités réalisées se sont
déroulées dans le temps exactement en remontant le plan du manuscrit. Dans un

1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

premier temps, la recherche s'est focalisée sur I'étude du mouvement d'un objet ri-
gide quelconque dans l'espace a 3 dimensions (ct! [31]). Le contr6le du mouvement
d'un objet dans l'espace est un probléme largement étudié car il correspond a un
enjeu central du contréle du mouvement de nombreux systemes robotisés : avions,
drones, engins spatiaux, satellites, manipulateurs.

Si le contr6le du mouvement de translation rentre complétement dans le cadre
établi de I'Automatique des systemes Linéaires Invariant dans le Temps (systémes
LTI - cf. [23] - Principe Fondamental de la Dynamique Forces = mx, est un
double intégrateur linéaire invariant), le probléme du mouvement de rotation est
bien plus complexe et a demandé un travail d'approfondissement important.

Di érents cadres mathématiques, décrits de maniere relativement exhaustifs dans
[11], existent pour modéliseforientation ou l'attitude d'un objet dans I'espace : les
angles d'Euler, la matrice de rotation, le quaternion unitaire. Quel que soit le cadre
choisi, le mouvement de rotation présente une complexité intrinséque : son modele
mathématique est non linéaire et présente une complexité spéci que liée a la topo-
logie trigonométrique et périodique du mouvement de rotation (cf.][8]).

Le quaternion unitaire (cf. [41], [55]) a trés vite été retenu pour modéliser I'at-
titude d'un objet en raison de son e cacité et de sa compacité qui convient au
formalisme de la représentation d'état (cf/]23]).

Pour avoir une bonne compréhension du quaternion, cet approfondissement a
commence par I'étude théorique de la dé nition et de I'algébre du quaternion comme
exposé dans l'annexg|B pade 109. Elle s'est accompagnée du développemant d'
simulateur temps-réel Matlab-Simulinkd'un objet générique quelconque, compléte-
ment commandé, en mouvement dans I'espace a 3 dimensions. Ce simulateur, exposé
dans l'annexd C.P pagg 123, a servi de support expérimental & I'étude du contrble
du mouvement de rotation.

Suite a cet important travail de modélisation, en s'inspirant d'exemples existants
du contrble d'attitude avec le quaternion, tels que la commande hybride de [38], nous
avons convergé sur une structure de loi de commande non linéaire contipuesque
globalement stable[[42].

Une fois cette structure de systeme non linéaire en boucle fermée posée, la
question de la synthése de ce contréleur pour répondre a une spéci cation multi-
performances a ouvert la piste d'une extension aux systémes non linéaires, de résul-
tats d'analyse et de synthése de retour d'état statique robuste dédié aux systemes
Linéaires Invariant dans le Temps (LTI) incertains.
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1.2 Extension de résultats du contrdle robuste aux
systemes non linéaires

S'appuyant sur les résultats existant pour le contrdle robuste des systemes LTI
incertains, principalement I'approche S-Variable de[19] (existent aussi la méthode
de -analysis [18], la méthode 1QC[28, 26]), la démarche générale a été de recher-
cher des méthodes d'analyse et de synthése dans le format begalités Linéaires
Matricielles (LMI - cf. [9], [13]) pour les systemes non linéaires, avec une étape in-
termédiaire dédiée aux systemes Linéaires Variant dans le Temps (LTV).

Tous ces résultats découlent de la théorie de Lyapunav [36] datant de la n du
XIX € siécle, principes qui ont largement été étudiés et complétés pendaniXi ©
siecle comme dans [24] €t [30].

L'analyse des systemes Linéaires Variant dans le Temps spéci quement a fait
I'objet de nombreuses recherches. La problématique de résolution des Inégalités Li-
néaires MatriciellesDi érentielles (DLMI) qui en découle est par exemple étudiée
en détail dans[[22]. D'autres méthodes encore ont été développées comme l'analyse
de persistence d'excitation proposée par [35]. [62] détaille les conditions nécessaires
et su santes sur les propriétés de la matrice d'état variant dans le temps pour ob-
tenir la stabilité exponentielle, caractérisant le taux de décroissance des réponses
temporelles.

Ces résultats sont notamment exploités dans[51] pour des systémes linéaires a
variation temporelle périodique, en recherchant directement des solutions des LMI
di érentielles, en supposant que les matrices d'état sont une somme de fonctions
temporelles de sinus et cosinus. L'articlé [54] fournit encore une approche exploi-
table pour l'analyse a horizon ni des systemes LTV. Ces résultats comprennent
I'analyse de la stabilité et des performances entrées-sorti€s. [4] propose de son coté
une approche qui s'appuie entierement sur la matrice de transition.

Par ailleurs, les résultats LMI existants pour les systémes LTI ne sont pas limités
a ces systemes et ont de nombreuses dérivations pour les systemes non linéaires. Par
exemple, [[47] construit une approche LMI pour prouver la stabilité asymptotique
d'un certain type de systemes non linéaires décomposables en somme de systemes
a nes invariants dans le temps. [27] développe des résultats LMI pour démontrer la
stabilité exponentielle des systemes a retards incertains.[50] développe des résultats
d'analyse de stabilité LMI et une conception de contrdleur robuste pour certains
types de systémes a commutation.

Le travail de recherche s'est donc appliqué a étendre aux systemes LTV de nou-
veaux résultats d'analyse de performances classiques pour les systéemes LTl, tels que
I'amortissement, la pulsation maximale, et des performances entrées-sortiéf, (

H,, Impulsion-a-créte - cf.[[19]). A notre connaissance, ces résultats n'ont pas été
proposés a ce jour et permettent d'adresser l'analyse détaillée de nombreux types
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d'exigences pour les systemes non linéaires. Elle propose les résultats LMI au for-
malisme classique de Lyapunov (cfi. ][9], ]13]) et dans le formalisme S-Variable (cf.

[xe)).

1.3

Résultats de la these

Aprées un premier chapitre introduisant le cadre théoriqgue dans lequel s'inscrit

cette

thése (chapitre] P), les résultats de recherche sont présentés en deux grandes

étapes correspondant chacune a un chapitre de la thése :

le chapitre 3 dlonne les résultats d'analyse et de synthése de retour d'état pour

les systémes Linéaires Variant dans le Temps (LTV) :

L'apport de ces résultats est I'extension aux systemes LTV de l'analyse des ca-
ractéristiques classiques des systéemes LTI équivalentes au placement de poles.
Cela comprend donc non seulement la stabilité exponentielle qui est un ré-
sultat existant, mais aussi l'analyse du coe cient d'amortissement et de la
pulsation propre maximale. Elle étend notamment trois résultats d'analyse de
performances entrée-sortie des systemes LTI que sont la norkhe, la norme

H, et la norme Impulsion-a-créte.

Nous fournissons les formulations sous forme d'Inégalité Linéaire Matricielle
Di érentielle (DLMI) pour I'analyse de ces performances dans la premiére par-
tie[3.1). Puis, pour le cas particulier des systéemes variant dans le temps pouvant
étre inclus dans un polytope, nous fournissons dans la paitie|3.2 les conditions
LMI pour la synthése de retour d'état. Ces résultats LMI sont donnés dans

le formalisme de Lyapunov dans la sous-partie 3.8.1 et dans le formalisme S-
Variable dans la sous-parti¢ 3.3]2. lls sont largement inspirés des résultats de
[1S] mais ne sont pas strictement équivalents. Nous pensons que ces nouvelles
formules correspondent mieux a la nature variable dans le temps du probleme
considére.

Ces résultats ont fait I'objet de la publication suivante et ont été présentés a la
troisieme conférence IFAC Modelling, Identi cation and Control of Nonlinear
Systems MICNON, Japan, Online, 2021 :

[15] Thomas Conord and Dimitri Peaucelle. Multi-performance state-feedback
for time-varying linear systems. Third IFAC Conference on Modelling, Iden-
ti cation and Control of Nonlinear Systems MICNON, Japan, Online, 2021.

Ces résultats théoriques sont accompagneés d'exemples de scripts Matlab d'ana-
lyse et de synthése pour les systémes LTV donnés dans l'annexg C.1 115.
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le chapitre 4 page 57|propose d'appliquer ces résultats d'analyse et de synthése
pour les systemes LTV au cas du contrOle d'attitude d'un objet quelconque :

Apres une introduction sur le quaternion et l'applicabilité des résultats du
chapitre précédent dans la parti¢ 4|1, le quaternion est utilisé dans la par-
tie 4.2 pour modéliser sous forme de représentation d'état la dynamique de
la déviation de l'attitude d'un objet quelconque par rapport a une trajectoire
d'attitude théoriquement réalisable. Cette modélisation et la simpli cation qui

en est proposée sont en elles-mémes des résultats nouveaux a notre connais-
sance pour le contrble d'attitude.

Cette modeélisation fait émerger l'opportunité de construire dans la partie 4.3
une structure de contréleur non linéaire continu@resqueglobalement asymp-
totiguement stable (selon la dé nition de [[42]), au plus proche de la structure
d'un retour d'état. Ce deuxieme nouveau résultat est similaire au contréleur
hybride proposé par([38] mais réalise la fonction hybride de maniére continue.

Ce premier contréleur non linéaire est équivalent au voisinage du point d'équi-
libre & un correcteur Proportionnel Dérivé, par conséquent pouvant laisser ap-
paraitre des erreurs statiques ou de trainage en régime permanent. En consi-
dérant la propriété de stabilité locale uniquement, le systéme restant borné
dans un voisinage autour du point d'attraction, nous utilisons dans la partie
[4.4 les méthodes du chapitre précédent pour faire la synthése de ce contrbleur
augmenté d'intégrateurs, selon des exigences de performances multi-objectifs,
illustrée par des simulations.

Ces résultats ont fait I'objet de la publication suivante et ont été présentés a
la conférence IEEE Conference on Control Technology and Applications, San
Diego, USA, Online, 2021 :

[14] Thomas Conord and Dimitri Peaucelle. Continuous quaternion based al-
most global attitude tracking. IEEE Conference on Control Technology and
Applications, San Diego, USA, Online, 2021.

Nous proposons enn dans la parti¢ 4]5 quelques pistes de recherche sous
forme de conjectures pour construire des contréleurs a N intégrateurs, pour
le contréle d'attitude, qui auraient la propriété d'étre presqueglobalement
stables.

Ces résultats théoriques se sont accompagnés de la production d'un simula-
teur représentatif temps-réel Simulink du mouvement d'un objet quelconque
avec ses capteurs, actionneurs, contréleur, une interface Homme Machine et
une réalité virtuelle permettant de voir évoluer I'objet, qui a servi de support
expérimental pour tester ces contrdleurs. L'anneXe ¢.2 pafe [123 donne une
illustration de ce simulateur et détaille des éléments de modélisation implé-
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mentés dans le simulateur. Notamment, la recherche de la représentativité du
modele a été pousseée dans la proposition d'un modéle mathématique précis en
trois dimensions décrivant I'impact de I'objet sur un obstacle, étape de modé-
lisation qui est aussi un résultat de la thése.

Pour nir, 'annexe Alpage[103 propose un dernier résultat concernant la dé ni-
tion des fonctions de Lyapunov sous forme quadratiqué(x) = x> Px des systemes
LTI stables. Dans cette annexe, nous avons cherché a décrire le sous-ensemble mi-
nimal des matrices de LyapunoW solutions pour les systemes LTI stables d'ordre
2 et 3. Cette annexe a servi de lemme pour les recherches a la main de fonctions
de Lyapunov pour les systémes non linéaires, notamment la fonction de Lyapunov
permettant de démontrer la stabilité presqueglobale du contréleur non linéaire pour
le quaternion.



Preliminaires theoriques

La premiére étape de I'Automatique passe par la description du systéme consi-
déré, qui consiste a mettre en égquations mathématiques son comportement, de la
maniere la plus précise et exhaustive possible, en utilisant les lois mathématiques
établies pour chaque discipline (mécanique, aérodynamique, thermodynamique, élec-
tronique,...) : cette étape est appelée lanodélisation (cf. [30] pour tous types de
systémes,[[23] pour les systémes Linéaires Invariant dans le Temps).

2.1 Modélisation des systemes dynamiques

L'ensemble des équations mathématiques obtenues pour la description d'un sys-
téme est appeléun modeledu systeme. Il peut étre formalisé de maniere générique
comme un ensemble d'équations di érentielles que I'on nomma représentation
d'état du systeme :

La représentation d'étatd'un systéme est dé ni par :

3 X= f'\(t;x,w,u)
" 5 27 o(t; x; w; u) (2.1)
y = h(t;x;w;u)

t 2 R, estle temps,
x 2 R" est la description de I'état du systeme,
w 2 R"™ rassemble les perturbations qui s'appliquent sur le systeme,

u 2 R" correspond aux valeurs physiques de commande exercées par
les actionneurs sur le systeme,

z 2 R" correspond aux signaux de performances utilisés pour spéci er
les caractéristiques du systéeme,

y 2 R™ correspond aux mesures des capteurs disponibles sur le systeme.
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Il est assez fréquent de représenter les systémes sous forme d'un schéma bloc
représentant les entrées et les sorties du systéme comme sur la 2.1.

DPerformances Perturbations

Z(t,x) .

Mesures Commande

7 —_— — W

Yy —

Figure 2.1 Représentation d'un systéme en schéma bloc entrées/sorties.

Lorsque la commandal est présente en entrée du systeme sans information sur
la maniére dont sa valeur est contr6lée, on parle de systéeme lmucle ouverte: le
systéme” et la fonction f* seront notés dans ce cas avec un chapeau tout au long de
la these. Le systéme est dit eboucle ferméeet noté et f sans chapeau, lorsque
I'entrée u est dé nie comme une fonction de |'état ou des sorties du systéme et d'une

consigne a atteindre (cf. paragraphe 2.1.2).

En fonction de la nature de la fonctiorf" et de sa dépendance a chaque variable,
le systéme entrera dans di érentes classes de systemes pour lesquels existent aujour-
d'hui des outils d'analyse plus ou moins simples et e caces. On pourra noter les
classes de systemes usuelles suivantes (cf] [30] pour tous types de systemelet [23]
pour les systemes LTI) :

les systémes non-autonomesou variant dans le tempspour lesquels :
x = f(t;x;w; u)
les systemes autonomesou invariant dans le tempspour lesquels :
x = 1 ;w; u)
les systémes linéaires variant dans le tempgLTV) pour lesquels :
X = A(t)x + By(t)w + By (t)u

avecA(t), By (t), Bu(t) des matrices fonction du temps,
les systéemes linéaires invariant dans le tempgLTI) pour lesquels :

X = Ax + Byw+ Byu

avecA, B,,, B, des matrices constantes. Les équations de ces systémes sont
aussi appeléegquations di érentielles ordinaires (EDO)
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Une condition su sante pour assurer I'existence et I'unicité des solutions au pro-
bléme de la valeur initiale (Théoréme de Cauchy-Lipschitz [17]) est qdiesoit de
classe au moingC!, c'est-a-dire continGment di érentiable. Dans cette thése, nous
nous focaliserons sur les systémes non linéairesfopeut éventuellement étre dis-
continue, mais avec pour propriété de pouvoir étre modélisée comme un systeme
linéaire variant dans le tempsqui reste borné a l'intérieur d'un polytope.

La linéarité des derniers systémes permet d'appliquer f@incipe de superposi-
tion, qui dit qu'une sortie générée par une somme d'entrées est égale a la somme des
sorties obtenues une a une pour chacune des entrées, et d'utiliser des outils existants
trés e caces de I'Automatique linéaire (cf. [23]). Ce principe n'est pas applicable
pour les premiers systémes non linéaires, rendant leur analyse beaucoup plus com-
pliquée (cf. [30]).

A chaque fois la construction du modéle s'appuie sur des hypotheses et I'utilisa-
tion de lois dont la dé nition représente de maniére plus ou moins précise la réalité,
et qui peuvent parfois n'étre valides que pour une plage d'évolution du systéme. En
outre, des perturbations sont généralement négligées et les valeurs des parametres
utilisées dans les modeéles ne sont jamais strictement égales a la realité : on parle
d'incertitudes.

Le modele est donc toujours une approximation plus ou moins ne de la réalité.
La prise en compte des incertitudes et perturbations dans l'analyse des systemes et
la synthése de leur contréleur est nommé kmntréle robuste(cf. [52]).

2.1.1 Quelgues exemples

Pour illustrer ce cadre mathématique générique de modélisation, voici quelques
exemples classiques de systemes accompagnés de leur modele :

Le mouvement du pendule :

Figure 2.2 Exemple de systeme simple non linéaire : le pendule de masseet
de longueurL.
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Par application du Principe Fondamentale de la Dynamique (cf([43]) & un
pendule de massen et de longueurL comme représenté sur la gur¢ 2|2, on
obtient I'équation di érentielle suivante, décrivant son mouvement :

mL® = mgsin KL — (2.2)
en supposant la tige de longueut rigide et de masse négligeable, le pen-
dule placé dans le champ de gravit§ et subissant une force de frottement
proportionnelle a sa vitesse avec un coe cierk.

En notant I'état du systémex = (X1;X2)” =( ; )~ 2 R?, et la sortie d'intérét

pour l'utilisateur la position temps réel du pendulez = = x; 2 R, nous
obtenons : 8 0 1
X
R k=1
E %Sinxl %XZ (23)

z=(1 0)x=Cx

qui est un systeme non linéaire invariant dans le temps.

De nombreuses hypothéeses viennent ainsi biaiser la précision du modéle : le
modele proportionnel a la vitesse de la force de frottement sur la masse n'est
pas forcément valide pour toutes les vitesses, le fait de négliger completement
la barre (sa masse et son frottement dans l'air), le frottement au point d'at-
tache de la barre sur le support xe, la gravité prise égale a la valeur du niveau
zéro d'altitude terrestre, etc.

Toutes ces approximations font que le modele aura une précision et une vali-
dité pour une plage de fonctionnement donné.

Le circuit électrigue RLC composé d'une résistance, d'un condensateur et
d'une bobine :

I

>
R ' Ugp

C
u =

L % up,

Figure 2.3 Exemple de systéme simple linéaire : le circuit RLC.

=
[
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Par application des lois de Kirchho au circuit RLC représenté sur la guré 23,
en le supposant évoluer dans des fréequences ou les composants fonctionnent
en régime linéaire, on obtient :
U=uUg+ U +u—Ri+1Ztidt+LOIi (2.4)
TR TC - Ce o dt '

Ri. ... . .
En notant I'état du systémex = (X1;X2)” = ( ,idt;i)> 2 R?, u la tension de

commande etz = u, la sortie de performance d'intérét pour l'utilisateur, nous

obtenons le modeéle :
8 1 0 1

0
0 1 0
,\EX_ZE@ . R£x+%1gu:,&x+8uu
3 &r L T

z=(0 R)x=Cx

(2.5)

qui est un systeme linéaire invariant dans le temps.

L'hypothése la plus dimensionnante ici est la frequence d'oscillations dans le
circuit qui est considérée dans le régime linéaire des composants. En dehors
de cette plage, ce modéle n'est plus valide. De plus les valeurs de la résistance
R, de linductancel et de la capacitéCr sont aussi données par le fabricant
dans une plage d'incertitude, source de biais du modéle.

L'évolution de la température d'une maison :

Figure 2.4 Exemple de systeme simple linéaire : la température d'une maison.

Par application du principe de conservation de I'énergie ou premier principe
de la thermodynamique & une maison comme représenté sur la glire]2.4, on

obtient :
dChTn

dt

Avec T, la température de la maisonT, la température extérieure,Cy, la ca-
pacité thermique globale de la maisorR la résistance thermique de I'ensemble

=R(Te Tm)+ Q (2.6)



12 CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES THEORIQUES

des murs donnant sur l'extérieur de la maisorQ; I'apport d'énergie thermique
par les radiateurs de la maison.

En notant I'état du systemex = T, 2 R, latempérature extérieure comme une
perturbation w = T, I'apport en énergie des radiateurs la commande= Q,,

et la sortie d'intérét pour l'utilisateur z = T, = x 2 R, nous obtenons :
8 R 1
= x4 Swt —u= A
X = X+ w + u= Ax+ By,w+ Byu
"= Cn’ Cm Cnm v ! (2.7)

>
Z=X

qui est un systeme linéaire invariant dans le temps.

Dans ce cas, il est relativement évident que la température de la maison évo-
luera dans des valeurs courantes (températures relativement bornées autour
d'une moyenne de&(® par exemple). Dans le cas contraire, la maison pourrait
changer de comportement (par exemple, prendre feu pour des températures
trés éleveées, ...) et ce modeéle ne serait donc plus valide. De plus, les para-
metres de résistance thermiqu® et de capacité thermiqueC,, globaux de

la maison auront nécessairement une précision tres relative, ne prenant pas
en compte tous les types de matériaux avec leurs épaisseurs exactes dans la
maison, d'éventuels points de fuite ou entrée d'air, a l'origine d'autant d'in-
certitudes sur la valeur de ces parametres.

Ces trois exemples trés simples permettent d'illustrer que des problématiques
apparemment de nature complétement di érentes, peuvent s'écrire mathématique-
ment exactement de la méme maniere. Néanmoins a chaque fois, ces modeéles ont
une plage de validité et une précision liees aux hypothéses de modélisation.

2.1.2 Asservissement et modele centré en zéro

L'enjeu central de I'Automatique est d'étre capable disservir n‘importe quel
systéme a une consigne de sortie de performarce(ou d'état x ) qui serait spéci-
€e par un utilisateur (exemple du thermostat pour la température de la maison).
Cette consigne peut aussi varier dans le tempg (t), z (1)) : il s'agit dans ce cas
d'asservir le systeme le long d'une trajectoire (exemple d'une trajectoire pour un ve-
hicule autonome, comme un satellite spéci quement pour le mouvement de rotation
étudié dans cette thése). Cela revient a dire que le systeme lavucle ferméedoit
garantir que I'écart a la consignedonnée par l'utilisateur doit tendre vers zéro

Ainsi, par des changements de variables appropriés et remaniements des équa-
tions, il est généralement possible de transformer le modéle en boucle ouverte d'un
systeme quelconque en un modéle d'écart a la consigne, généralement appetiele
de déviation dont le seul point d'équilibre étudié estzéro; le modéle est ditcentré
en zéra
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Il est & noter que la plupart des systemes physiques sont invariants dans le temps :
x = f\(x;w; u). L'apparition des systémesvariant dans le tempspeut, entre autres,
découler de l'introduction d'une trajectoire variante dans le tempsx( (t);z (t)) le
long de laquelle on souhaite asservir en boucle fermée ces systemes invariants.

En e et, aprés élaboration, avec par exemple une approche demmande opti-
male [5], d'une loi de commande theorique (t;x (t);z (t)) solution de I'équation
di érentielle du systeme théorique

x = £ (x;0u (tx (1);z (1) (2.8)

permettant au systeme théorique décrit pat'\ de suivre exactement la trajectoire
(x (t);z (1)) sans perturbation (v = 0), il est généralement possible d'obtenir un
modéele de déviation en faisant la "soustraction" (parfois non linéaire comme pour le
quaternion, voir chapitre[4) entre le systeme original (21) et le systéme théorique
(2.9) variant dans le temps. Ce modéle de déviation est noté ici avec des tildes :

x = 1t % w; ) (2.9)

et son seul point d'équilibre étudié est zéro. L'état est not& dans le modele de
déviation car le remaniement des équations suite a l'opération de "soustraction”
entre les deux modeéles implique généralement des changements de variables du type
X=X X,zZ= 2z 2z quicorrespondent aux erreurs de suivi de trajectoire, et
&= u u quicorrespond a la correction de commande appliquée pour corriger les
écarts a la trajectoire du systeme réel.

Figure 2.5 Représentation schéma bloc de la construction du modele de déviation
et de la fermeture de la boucle avec une loi de commangle (t; 2).

On considére par la suite que le modele utilisé a toujours été construit pour
A P ’ , . ~ . A
étre centré en zéro Par conséquent, on considérera directement que le modelen
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boucle ouverte [(2.11) est lui-méme un modéle de déviation dont le seul point d'équi-
libre étudié est zéro, la commande étant la correction de commande appliquée au
systeme original pour ramener I'écart a la consigne a zéro.

Apres construction de ce modéle de déviation, I'étape suivante est I'étude de
la stabilité du point zéro pour ce systeme, étude qui est appeléealysedans la
discipline de I'Automatique. De maniére généralement assez simultanée, l'analyse
meéne a la construction d'unecommandeou contréleur décrivant le comportement
de l'entrée u en fonction des variables du systeme pour faire que la sortie= 0
devienne unpoint d'équilibre stable asymptotiqudu systéme erboucle ferméeselon
des exigences spéci ees par l'utilisateur : cette étape est appeddatheseen Auto-
matique.

2.2 Analyse et commande des systemes dynamiques

Dans les étapes de modélisation, le modéfe (2.1) est supposé avoir été construit
comme un modeéle de déviation centré en zéro. L'objectif de I'Automatique est en-
suite de construire undoi de commande

u= (t;x;z)

avec (:) une fonction de I'état et/ou de la sortie, qui peut étre fonction du temps
ou pas, avoir des priorités trés diverses en fonction du besoin (continuité ou pas,
linéarité,...), pour permettre de répondre aine spéci cation donnée par I'utilisateur

du systéme. Cette spéci cation décrit le comportement attendu de la boucle fermée

x = ftxw; ()= fLxw) (2.10)

et caractérise entre autres par exemple :

la stabilité :
Quel que soit son état d'initialisation dans le domaine opérationnel, le systeme
doit toujours rester a l'intérieur du domaine opérationnel d'utilisation ; autre-
ment dit, le systeme ne doit pas diverger, générer des dégats pour lui ou sur
son environnement.

la convergencestabilité asymptotique) :
Quel que soit son état d'initialisation dans le domaine opérationnel, le systeme
doit converger vers une valeur d'équilibre.

la précision :
La valeur d'équilibre a laguelle le systéme converge en régime permanent doit
étre exactement égale a la valeur de la consigne, sans erreurs dans le domaine
opérationnel ; c'est-a-dire pour les pires incertitudes et pro Is de perturbations
identi és.
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le temps de réponse

Le systeme doit avoir atteint la valeur de la consigne avec une erreur résiduelle
de x% en un temps de réponse inférieur &;.

le confort :

Le systeme ne doit pas osciller pour des consignes monotones; en cas d'oscil-
lations, le systeme devra en particulier amortir certaines fréquences (exemple
de la cinétose pour les transports correpondant a des fréquences précises).

le dépassement de la consigne
Le systeme ne doit pas dépasser la valeur de la consigne.

la consommation d'énergie
Le systeme doit minimiser sa consommation d'énergie.

I' usure:

Le systéme doit maximiser son temps de vie en minimisant l'usure de ces
composants : optimisation de l'utilisation des actionneurs dans une plage opé-
rationnelle loin de leur saturation/butée.

Dans la mesure ou les exigences ne sont pas contradictoires, certaines vont na-
turellement s'opposer : par exemple "avoir un temps de réponse tres faible” qui
demande beaucoup d'énergie, s'oppose aux exigences de "minimiser la consomma-
tion d'énergie” et "optimiser le temps de vie des actionneurs" qui elles demandent
de minimiser les e orts dans les actionneurs et la dépense d'énergie. Nous cherchons
donc des solutions optimales a ce probleme de contrdhilti-objectif, qui sont des
compromis entre toutes ces contraintes.

Ainsi, toutes ces exigences peuvent se traduire en contraintes mathématiques sur
les variables d'état, de sortie ou d'entrée du systéme en boucle fermée. L'objectif
de I'Automatique et de l'approche avec les Inégalités Linéaires Matricielles (LMI)
en particulier, est de pouvoir écrire I'ensemble de ces contraintes sous forme d'un
probleme d'optimisation convexe pour lesquels on dispose d'outils pour les résoudre
(outils d'optimisation SDP - Semide nite Programming - voir [58], [6] ; avec des sol-
veurs tels que SeDuMIi]56] ou SDPT-3157]).

La premiere question relative a l'asservissement d'un systéme est donc la pro-
priété destabilité : que se passe-t-il si le systeme est initialisé au voisinage du point
d'équilibre ? Le systéme reste-t-il dans ce voisinage ? Revient-il toujours au point
d'équilibre spéci € ? Ou peut-il avoir des comportements indésirables, voire diverger
dans certains cas ?
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2.2.1 Stabilité et analyse des systemes dynamiques

Pour rappel, en notantx(t; t° x°) la trajectoire solution du systemex = f (t;x)
depuis les conditions initialegt°; x°), la dé nition de stabilité selon Lyapunov (cf.
[3€], voir aussi([24] et(]30]) est :

On dit que l'origine x = 0 pour le systemex = f (t;x) est :
stable si pour chaque paire(t°;"), telle que t° 0, " > 0 il existe
(t%") > O tel que
i ) i x@Gt%x%5 " 8t t° 0 (2.11)

uniformément stablesi pour chaque" > 0 il existe (") > 0 tel que
([2.17) est véri ée,

uniformément globalement stablesi (") peut étre choisi tel que
("! +1 lorsque"! +1

Par ailleurs, on peut aussi dé nir la notion destabilité asymptotiquede la ma-
niere suivante :

On dit que l'origine x = 0 pour le systemex = f (t;x) est :
attractif s'il exister > 0 tel que

ixior ) t'Ii[rnl X(t;t%x%) =0

asymptotiquement stablg'il est stable (selon la dé nition de Lyapunov

[2.2) et attractif.

En n Lyapunov propose le théoreme suivant pour démontrer la stabilité de I'ori-
gine pour les systémes variant dans le temps :
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Théoréme 2.4: Stabilité de Lyapunov

S'il existe une fonctionV : R, R"! R, ;(t;x) 7! V(t;x) de classeC' ainsi
que deux fonctions ; et , de classeK; tels que

1(Jixjp) - VEx)  20ixj); 8(tx) 2R, R"

S'il existe un voisinage dex = 0 tels que, pour tout x appartenant a ce
voisinage et pour toutt 2 R,, on a le long des trajectoires du systeme =
f(t;x) :

la dérivée totale

_@v,_av, .
= @t+ @Xf(t,x) 0
alors x = 0 est un point d'équilibre localement stable du systeme =
f(t;x).
la dérivée totale v
@V, @
V= —+ — f(x)<
at’ @x (;tx)< 0

alors x = 0 est un point d'équilibre localement asymptotiquement
stable du systemex = f (t; X).

V est généralement appelénction de Lyapunov: elle est spéci que a chaque
systéeme di érent et représente donc, si elle existe, un certi cat de stabilité du sys-
teme. En fonction de la complexité et des non linéarités du systeme, sa recherche
peut ne pas étre évidente.

Dans le cadre de la démonstration de la tenue des exigences spéci ées par I'uti-
lisateur, le voisinage dex = 0 devra inclure I'ensemble du contexte opérationnel
pour démontrer la stabilité du systeme pour tous les cas d'utilisation : mathémati-
quement, il s'agit de la propriété de stabilitélocale correspondant a la plus grande
région opérationnelle d'évolution de I'étaix du systeme, par opposition a la stabilité
globalequi serait pour tout x 2 R".

Comme le montre([9], le fait de rechercher des fonctions de Lyapunov sous forme
quadratique V (x) = x” Px, avec la matriceP 2 S7, constante, n'est pas limitant
pour les systeme LTI. Ce résultat tres classique appliqué aux systemes LTI donne
le théoréme suivant :
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Théoréme 2.5: Théoreme de stabilité de Lyapunov pour les sys-

temes LTI

X = 0 est globalement asymptotiquement stable pour le systeme = AX,
avecx 2 R" et A une matrice constante deR" ", si et seulement si il existe
P 2 ST, constante telle que :

AP+ PA 0 (2.12)

Ce qui est équivalent a avoir toutes les valeurs propres de la matriéea partie
réelle strictement négative (la matrice A est diteHurwitz).

La matrice P est elle-méme nommée dans ce cas matrice ou certi cat de Lyapu-
nov et cette LMI peut étre résolue numériqguement par de nombreux outils de calcul
(Matlab, Yalmip, SeDuMi, SDPT-3,...).

Ce résultat de départ a conduit au développement de nombreuses formulations
sous forme d'Inégalités Linéaires Matricielles (LMI) sur les matrices de la représenta-
tion d'état du systeme LTI considéré de nombreux problémes d'analyse. Notamment
ces formulations LMI ont permis de développer des cadres d'analyse et de synthese
de contrbleurs pour les systemes LTI incertains, comme par exemple la méthode de

-analysis ([18]), la méthode IQC ([28,26]), ou encore plus récemment I'approche
S-Variable ([19]).

2.2.2 Commande par retour d'état

Ces résultats d'analyse sont ensuite directement exploités pour faire deskn-
thésede retour d'état u = Kx invariant dans le tempspour les systemes variant
dans le temps. Classiquement aujourd'hui pour les systemes LTI (c¢f] [9],1[19]), les
produits de matrice de Lyapunov avec la matrice d'état en boucle fermée avec un
retour d'état du type :

PA=PA+ PBK
ou le produit PBK n'est pas linéaire en les inconnuel et K, sont converties en

une formulation duale avec le changement de variablX = P ! pour obtenir des
produits du type :

AX = AX + BY
qui sont linéaires en les inconnues etY = KX .

Cela donne le résultat trés classique d'existence et synthese d'un retour d'état
globalement asymptotiquement stable pour les systemes LTI :
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Théoréme 2.6: Existence d'un retour d'état pour les systémes LTI

Soit un systéme LTIx = Ax + Bu avecA et B deux matrices constantes le
systéme est stabilisable par un retour d'étatt = Kx, autrement dit x = 0
est globalement asymptotiquement stable pour le systeme en boucle fermge
x = (A+ BK )x, si et seulement si il existe deux variables matricielles 2 S",
et Y 2 R"™ " constantes solutions de la LMI :

XA>+YB +AX +BY O (2.13)

Dans ce cas, un retour d'état solution est donné pat = Y X 1.

Cette LMI correspond plus a un test de faisabilité, donnant une solution possible
de retour d'état stabilisant le systeme ; cependant nous ne connaissons rien des per-
formances du systeme en boucle fermée et de sa tenue a une quelconque spéci cation
avec cette solution.

Il convient donc d'appliquer cette méthode de transformationlualea I'ensemble
des résultats d'analyse qui découlent du théoréme de Lyapunov, donnant ainsi des
méthodes LMI de synthese de retour d'état respectant chaque performance. Puis
en supposant que le systeme variant dans le temps évolue dans un polytope et en
utilisant le paradigme de Lyapunov([13], on obtient directement une méthode pour
réaliser la synthése d'un retour d'état multi-performance pour les systémes LTV, en
cumulant toutes les LMI avec un certi cat de Lyapunov constant commun a tous
les sommets du polytope et a toutes les spéci cations.

En n, en transformant les LMI dualesdans le formalisme S-variable comme pro-
posé par/[19], on obtient une deuxiéme méthode pour réaliser la synthése d'un retour
d'état multi-performance pour les systemes LTV. Par exemple le théoréme précédent
avec la LMI (2.13) devient dans le formalisme S-Variable :

Théoréme 2.7: Formulation S-Variable pour I'existence d'un retour

d'état pour les systemes LTI

Soit un systéme LTIx = Ax + Bu avecA et B deux matrices constantes
le systeme est stabilisable par un retour d'étati = Kx si et seulement si il
existe des variables matricielleX 2 S7, ,S2 R" ", T2 R"™ "etA,;2 R" "
constantes solutions de la LMIS-Variable suivante :

0 1 10 1

80

2

50 *g >%AS+BT£E‘@A°X> (2.14)
X 0 s |

IV ©
I

dans ce cas un retour d'état solution ek = TS 1.

Du fait que dans cette these nous ne faisons qu'utiliser le formalisme S-Variable
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de [19] pour reformuler des résultats LMI qui découlent d'inégalités sur des fonctions
de Lyapunov, nous ne rentrons pas ici dans le détail de la construction de ce for-
malisme depuis la S-Procédurel[9], développements mathématiques complétement
disponibles dans l'ouvrage sur les S-Variable [19].

La preuve partielle de ce dernier théorénje 2.7 reproduite ci-dessous permet néan-
moins d'avoir un premier apercu de comment apparaissent ces S-Variable :

Preuve : Montrons que [2.14) implique [(2.1B).

Grace au changement de variable réversible = KS, la contrainte (2.14) se lit

avec la matrice d'état en boucle ferméa = A + BK :
0 1 80 1 0 19y

B0 % i%AIEs%;A:’E:
0 1

|
Par congruence de cette inégalité matricielle avec la matri& X, cette inéga-
A>

lité implique : 0 10 1
0 Xcg |
A B kB K o
X 0 A
qui est la LMI (2.13) : XA> + AX = XA> + YB> + AX + BY 0.

Pour obtenir l'autre sens de l'implication, [2.1B) implique [(2.14), et donc I'équi-
valence du théoreme, il faut utiliser le lemme d'élimination ou lemme de Finsler
qui découlent de la S-Procédure comme exposé dans [19]. La démonstration n'est
pas reproduite ici.

Commentaires :Comme expliqué dans[[19], cette opération de congruence qui

I
consiste & multiplier I'équation S-Variable |(2.14) a droite par la matric% X et
A>
0 1.

A
a gauche par sa transposée, matrice qui est orthogonale au ter%e X dans

I
0 1

I
le terme de droite de [(2.14) contenant les S-Variable A> | ) X = 0), est
A>

l'opération classique du formalisme S-Variable pour faire disparaitre et apparaitre
les S-Variable.

Un intérét principal de I'utilisation des S-Variable pour reformuler des résultats
LMI d'analyse et de synthese en automatique est l'introduction de nouvelles va-
riables inconnues dans les LMI, tout en conservant une contrainte LMI équivalente.
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Cela revient donc a une augmentation des degrés de liberté dans la résolution de la
LMI, ce qui peut étre tres intéressant pour réduire le pessimisme, voire méme obte-
nir des solutions, pour des problémes trés contraints ou l'approche LMI directe de
Lyapunov n'aurait pas de solution. L'approche S-Variable apparait donc en particu-
lier intéressante pour le contrdle robuste polytopique, ou I'on réplique les inégalités
pour de nombreux sommets, contraignant davantage le probleme LMI.

Cependant, ces inégalités matricielles S-Variable ne sont pas linéaires en toutes
les inconnues : des multiplications entre matrices inconnue& avecS et T) étant
présentes. Il est donc nécessaire de procéder via une méthode heuristique qui donne
au préalable une valeur a la matricé\,, puis de résoudre cette inégalité qui devient
une LMI.

Cette fois-ci, en cumulant toutes les contraintes LMI S-Variable pour chaque per-
formance, les certi cats de Lyapunov duauxX peuvent étre di érents pour chaque
Spéci cation en prenant une S-variable commun® pour toutes les contraintes. Cette
méthode réduit le pessimisme de la premiére approche, et peut proposer des solu-
tions la ou la premiére approche avec un méme certi cat de Lyapunov n'en a pas.

2.3 Résumeé de la stratégie d'analyse et synthese

S'appuyant sur les résultats existants pour le contréle robuste des systémes LTI
incertains (cf. [19]), la démarche de cette these a donc été de rechercher pour les
systémes LTV des fonctions de Lyapunov candidateguadratiquessous la forme
V(t;x) = x>P(t)x, ou P est une fonction du temps borné continment dérivable
associant a chaque instant une matrice P (t) symétrique dé nie positive :

P=fP2C':[to;t]! SN ;t7'P(1)j9 > _>0;8t2]te;ta]: | P@{) Tg

L'approche dessystemes hybridefLU] permet de considérer des fonctions de Lya-
punov discontinues, mais cette approche n'a pas été étudiée dans cette these.

Les résultats d'analyse des performances des systemes lin€aires variant dans le
temps sont développés dans le chapitfé 3 suivant sur la base de I'existence d'un tel
certi cat de Lyapunov P. Tout naturellement, le théoréme de Lyapunov appliqué
aux systemes LTV, avec ce type de fonctions de Lyapunov candidates, conduit a des
Inégalités Linéaires MatriciellesDi érentielles (DLMI), la dérivée de P (t) n'étant
pas nulle dans la dérivée totale de la fonction de Lyapunov.

Les résultats sont donc formulés en plusieurs étapes :

Dans un premier temps sous forme d'Inégalités Linéaires Matricielles Di éren-
tielles (DLMI) en la variable matricielle P, obtenues par dérivation directe de
la fonction de LyapunovV(t;x) = x> P(t)x pour chaque performance consi-
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dérée, dont I'expression générique peut s'écrire :

ou Tp. . est une application linéaire fonction des matrices variant dans le
temps de la représentation d'état en boucle fermée et de parameétres caracte-
risant la performance considérée.

Dans un deuxiéme temps, étant donné que pour un retour d'état, les produits
du type P (t)A(t) = P(t)A(t) + P(t)B(t)K sont non linéaires en les inconnues
P(t) et K, les formulations précédentes sont converties en formulatiodsales
qui impliquent des produits de typeA(t)X (t) = A(t)X (t) + B(t)Y (t), avec
X({)=P (t) etY(t)= KX (t):

C.@tX;XY) O

qui permet de faire apparaitreX (t) et Y (t) de maniere linéaire” . est une
application linéaire fonction des matrices d'état variant dans le temps et en les
parametres de la performance considérée obtenues suite au remaniement au
format dual de la premiére formulation.

En n, pour résoudre ces DLMI, la stratégie choisie dans la thése pour traiter
leur caractérevariant dans le tempsest de considérer les solutions de ces DL-
MIs dualespour des certi cats de Lyapunov constants X constant) sur un
polytope encadrant I'ensemble de la courbe de variation des matrices d'état.

On aboutit aux deux formulations suivantes sous formes d'Inégalités Linéaires
Matricielles (LMIs) a résoudre simultanément pour tous les sommets= 1:::v

du polytope encadrant la trajectoire des matrices variant dans le temps, réso-
lution qui peut se faire directement avec des outils numériques d'optimisation
convexe (Yalmip, Sedumi, SDTP-3) :

Sous forme de Lyapunov :
gv=1:xv; L . w(X;Y) O

ou L . estune application linéaire fonction des sommets des matrices
d'état variant dans le temps et des parameétres de la performance consi-
dérée , obtenues suite au passage a zéro de et a la considération
constantes égales aux sommets des matrices d'état.

Sous forme S-Variable (comme développée dans[19]), av& et A, deux
matrices carrés de méme dimension quwe T une matrice de méme di-
mension queK , tels queK = TS

8v=1:v; S . wm(X;S;T;A;) O

ouS . v est une application linéaire fonction des sommets des matrices
d'état variant dans le temps et des parameétres de la performance consi-
dérée , obtenue suite au remaniement des inégalités de Lyapunov au
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format S-variable (comme présenté une premiere fois avec le théoréme

précédent).

Ces résultats sont nalement appliqués a un exemple de référence dans ce méme
chapitre[3, puis au probléme du contrle du mouvement de rotation d'un objet quel-
conque dans l'espace dans le chapiire 4.






Controle robuste des systemes variant
dans le temps

Dans ce chapitre, le cadre classique d'analyse LMI robuste multi-objectifs des
systémes Linéaires Temps Invariant (LTI) (principalement venant dé [19]) est étendu
aux systemes Linéaires Variant dans le Temps (LTV). Les résultats concernent d'une
part les propriétés des réponses temporelles telles que le taux d'amortissement, le
temps de réponse, la pulsation maximale, et d'autre part les performances entrées-
sorties. Les formulations DLMI pour l'analyse de ces performances sont données
dans la premiére partig 3]1. Puis, les conditions LMI pour la synthése de retour
d'état invariant dans le temps, pour le cas particulier des systémes variant pouvant
étre inclus dans un polytope, sont données dans la paifie]3.2 . Ces résultats LMI sont
donnés dans le formalisme de Lyapunov dans la parfie 313.1 et dans le formalisme
S-Variable dans la partig 3.3]2. Les résultats sont illustrés dans la parfie [3.4 sur un
exemple de référence, pour étre appliqués ensuite au probléme du contrble d'attitude
d'un objet quelconque dans le chapitre suivant.

3.1 Extension des résultats d'analyse des systemes
LTI aux systemes LTV

On consideére les systéemes Linéaires Variant dans le Temps (LTV) modélisés sous
la forme suivante :

25
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Soient les systemes Linéaires Variant dans le Temps (LTV) a temps continu
dé nis sur un intervalle de tempslto; t1] par :

A, (X_(t) = At)x(t) + B(t)(u(t) + w(t) (3.1)
z(t) = C(Ox(1) '
avecx(t) 2 R", u(t) 2 R™, w(t) 2 R", z(t) 2 R" tels que les matrices
A(t);B(t); C(t), de dimensions appropriées, sont des fonctions réelles du
temps possiblement discontinues.

Le systeme en boucle fermée avec un retour d'étemps-invariant u(t) =
Kx (t) est noté et la matrice d'état en boucle fermée est notée :

A(t) = A(t) + B()K

On considere que cette dé nition du modéle n'est valide que sur l'interval[y; t1].
En outre, ce modele peut représenter plus largement le fonctionnement d'un sys-
téme non linéaire sur l'intervalle de tempdtg;ti]. Les matrices variantes dans le
temps peuvent donc étre également des fonctions non linéaires des entrées et états
(A(t; x;u)). En dehors de cet intervalle de temps, la modélisation du systéeme pour-
rait étre tout autre, voire inconnue.

De plus, on considere que le modele estntré en zéro Quelles que soient la
nature du systeme réel et la manoeuvre que I'on souhaite réaliser sur cet intervalle
de temps, on considere que, dans les étapes de modélisation, toutes les opérations
nécessaires ont été faites pour que le point = 0 soit l'unique point d'équilibre
spéci é du systéme” : c'est-a-dire que six(t) = 0 pour tout t 2 [to;t1], alors le
systéme réel réalise exactement la manoeuvre spéci ée sur l'intervalle de temps.

L'étude porte donc sur l'analyse du systéme en boucle ferméesur l'intervalle
de temps]to; t;] avec comme point d'équilibrex = 0. La notion de régime permanent
est utilisée dans la suite du manuscrit sans respecter rigoureusement sa dé nition
mathématique liée a la convergence asymptotique a l'inni : on suppose ici que
I'intervalle de temps [to; t1] est trés grand devant la borne supérieure de constante
de temps du systéme en boucle fermée, permettant I'établissement d'un régime ou
toutes les variables du systéme ont convergé vers une valeur nale constante avec
une erreur considérée négligeable;( to >> nax = = pour le critére d'analyse
du temps de réponse de la boucle fermée du théoré{@ 3.4 page 32).

Avant de décliner les di érents résultats d'analyse des performances du systéme
en boucle fermée, il est nécessaire d'étudier au préalable le besoin d'annulation
d'erreurs dues a I'entrée de perturbationsv, qui peut avoir des pro Is quelconques
sur l'intervalle de temps|to;t1] selon le systeme étudié.
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3.1.1 Précision de l'asservissement

Du fait de la stratégie de modélisatiorcentrée en zérpdes incertitudes de mo-
délisation et les perturbations réelles se retrouvent injectées dans le systeme par
I'entrée w. Cette entrée de perturbation n'est donc potentiellement pas de moyenne
nulle sur l'intervalle de temps]to;t1] et peut générer uneerreur statiquesur la sortie.
Voire elle peut se comporter de maniére trés variable avec des pro Is de croissance
ou de décroissance plus ou moins rapide (rampt, t3,...) sur tout ou partie de
I'intervalle [to;t;] et générer deserreurs de trainage'

Le terme "erreur de trainage” ne correspond pas strictement a sa dé nition
usuelle d'une erreur mesurée entre la sortzeet une consigne variable (de type rampe,
t2, t3,...). Il s'agit ici de la valeur directe de la sortiez (moins la référencez = 0)
qui ne converge pas vers zéro di a une perturbation variable (de type rampe,t?,
t3,...). Par construction du modélecentré en zérg les deux problématiques du suivi
de consigne variable ou de rejet de perturbation variable sont équivalentes, d'ou
l'utilisation du terme "erreurs de trainage”pour étudier I'e et d'une perturbation
variable sur la convergence de la sortie vers= 0 et son erreur en régime permanent.

En fonction de la connaissance plus ou moins ne de la nature de ces perturba-
tions et donc des pro Is potentiels du signal d'entréav, nous pouvons donc avoir
a priori connaissance du besoin d'annulation d'une erreur statique et de di érents
niveaux d'erreurs de trainage. Pour annuler I'erreur statique puis chaque ordre d'er-
reur de trainage supplémentaire, de maniére classique en Automatique des systemes
LTI (cf. [23]), annuler un de ces niveaux d'erreur revient a ajouter dans le contréleur
un intégrateur du niveau d'erreur précédent comme représenté sur la gure 3.1.

Figure 3.1  Ajout de N intégrateurs a la commande pour annulation de I'erreur
statigue et N 1 niveaux d'erreur de trainage de la sortie(t).
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Cela méne a la dé nition du systéme Linéaire Variant dans le Temps augmenté
de N intégrateurs suivante :

Le systéme Linéaire Variant dans le Temp$ dé ni par (B.I) augmenté de
N 2 N intégrateurs de I'erreur de sortie est noté y et est dé ni par :

v S = AvOxa )+ By (U + w())

: 3.2
" z(t) = Cu(t)xn (1) (3.2

avecxy (t)=( n i@ 1 X) 2 R"™N"z et [es matrices :

0 1
O I, =20 O 0
Avi)=FE0 0 2 0 1, O
0O 0 @ 0 0 C(
0 0 0 0 A

Bu(t)= 0 :: 0 0 B(t) i
Cn(t)= 0 = 0 0 C(b)

Le systéme en boucle fermée avec un retour d'ét@mps invariant u(t) =
K Xn (t) comprend donc la commande liée aux intégrateurs. Il est noté
et la matrice d'état en boucle fermée est notée :

An (1) = Ay (t) + Bn (DK

Théoréme 3.3: Erreur statique et erreurs de trainage

Le systeme y donné par la dé nition 3.2, correspondant au systeme LTV
original  de la dé nition augmenté deN intégrateurs, permet s'il est
asymptotiquement stable :

d'annuler en régime permanent I'erreur statique et lesl 1 ordres d'erreur
de trainage de la sortiez(t)

Z 2 .z 2 . P .
générées par l'entrée de perturbations de formve(t) = = ;. wit' 1, 8w; 2
RN,

Commentaire : Attention, il s'agit bien d'erreurs sur la sortie z(t) et non sur
I'état complet x5 augmenté deN intégrateurs qui lui ne converge pas vers 0 lorsque
w est non nulle.
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Preuve : Ce théoreme découle d'un principe d'Automatique élémentaire pour
les systemes Linéaires Temps Invariant (cf. [23]).

Pour les systémes variant dans le temps, la matrice en boucle fermée s'écrit :
0

1
0 In, n 0 0 0
An(t) = 0 0 o 0 I, 0 E

0 0 ::: 0 0 C(t)
B()K , B(K , ., =1 B()K , B(K , A(t)+ B()K

Nous obtenons donc I'équation di érentielle pour la derniére ligne :

X = B(t)K N N + B(t)K N 1 N L B(t)K , 2t B(t)K 11

+(A@) + B(t)K)x + B(t)w(t) (3.3)

Pour que le systéme en boucle fermée puisse converger en régime permanent vers
z = C(t)x = 0 pour les di érentes puissances du temps en entrée de perturbation
w(t) = wit', 8w; 2 R™ constante, nous pouvons obtenir par dérivation successive de
cette équation di érentielle qu'il est su sant d'avoir au moins un intégrateur sup-
plémentaire par puissance dieque I'on souhaite pouvoir rejeter dans la perturbation.

On entend parrégime permanentun régime de fonctionnement du systéme ou la
sortie de performancez(t) a atteint un comportement "répétitif a I'in ni* (constant
ou oscillatoire). Dans notre cas, il s'agit d'une convergence de la sortift) versO.
Comme expliqué lors de la dé nition du systéem¢ (3.1), on considére que l'intervalle
de temps]to; t;] est su samment grand devant la constante de temps maximale du
systeme pour que les valeurs aient eu le temps de converger sur cet intervalle. No-
tamment I'état x aura convergé vers une valeur nale constante notége (qui n'est
pas forcément zéro), mais qui permet d'avoiz = C(t))xs =0, x=0,x=0,... en
régime permanent.

Démontrons que pour touti, l'ajout de i intégrateurs permets d'annuler une

perturbation w(t) = w; ;t' 1, 8w; 2 R™ constant :

Pour une perturbation constante wg 2 R" telle que w(t) = wp pour tout
t 2 [to; t1], en prenant '‘équation [3.8) avec un seul intégrateur, on obtient en
régime permanent :

B()K , 1+ (A(t)+ B(t)K)x; + B(t)w, =0

L'ajout d'un intégrateur permet donc d'annuler l'erreur statique si cette équa-
tion en ; permet de compenser la perturbation, soit si :

K 1 1+W0:0
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K, 2 R"™ " avec en générah, < n,. Cette équation a donc de nombreuses
solutions dont celle obtenue en utilisant la matrice pseudo-inverse #e, :

1= K#lWo

De plus, le retour d'état étant synthétisé pour que le systéme en boucle fermée
soit stable, la matrice d'état en boucle fermée a l'instant nal(t,) + B(t1)K

est Hurwitz, donc inversible, donc nous avons en régime permaneqt = 0
(qui implique bien z(t;) = 0).

L'ajout d'un intégrateur permet donc d'annuler les perturbations statiques
pour les systemes variant dans le temps.

Pour une perturbation en rampe w(t) = w;t avecw; 2 R" constant, en
dérivant une fois I'‘équation [3.8) avec deux intégrateurs en régime permanent
(z=0,x=0 etx =0, et en supposant directement que = 0 aussi), on
obtient :

B(OY(K , 2+ K, 1+ wit)+ B(t)(K , 1+ w;)=0

Indépendamment des variations d@ (t), cette équation en ; et , peut avoir
des solutions :

1= K #2W1

2 = K#2W1t+ K#ZKlK#2 W1

L'ajout de deux intégrateurs permet donc d'annuler une erreur en rampe pour
les systémes variant dans le temps.

Pour une perturbation en polyndme du temps de puissancel 1 1 telle
que w(t) = w; 1t' 1, on obtient une relation semblable a celle de la rampe
précédente pour i  1)'*" dérivée de [(3.B) aved intégrateurs :

d 1B(t .
dtif)fi( oo wit)+ o+ B(Ofo( o wit)+ B(O)f1( 1;w) =0

avec lesf; des fonctions linéaires qui doivent étre toutes nulles 8 (t) est
variable :
fi(in 2 nwt)=0

Sans rentrer dans le détail du calcul et des équations, I'ensemble de ces équa-
tions linéaires peut s'écrire sous la forme :

0 10
K. 0 0 1
a, K, K. o OE%:
' K : |

aillKl ailsz e

1

0
| n,
= Wi
I, t

1
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Avec les coe cients g ; des constantes. La matrice étant triangulaire elle est
inversible, et il existe donc une solution en régime permanent pour lgs

L'ajout de i intégrateurs permet donc d'annuler une perturbation de la forme
w(t) = wit'.

Le théoreme est prouvé.

Dans cette these, nous focalisons sur la synthese de retour d'état statique pour
les systémes linéaires variant dans le temps donné par la dé nitipn [3.1, avec par
conséquent l'ajout éventuel deN intégrateurs sur I'erreur de sortie en fonction de
la nature du systéme et de la spéci cation du rejet de perturbations.

Pour ne pas alourdir les notations dans la suite du manuscrit, nous écrirons
tous les résultats d'analyse et de synthese sur la base des notations données par la
dé nition 8.1]:

A(t) boucle ouverte A(t) boucle fermée B(t); C(t)
sachant que, pour répondre a des spéci cations d'annulation d'erreurs statique ou de

trainage, ces matrices peuvent en fait correspondre au systeme original augmenté de
N intégrateurs comme donné par la dé nitior] 3.2 et représenté sur la gufe 3.2.

Figure 3.2 Systeme augmenté deN intégrateurs, en fonction du besoin d'annu-
lation d'erreurs statique ou de trainage dues a l'entrée de perturbation, assimilé
au systeme étudié.

3.1.2 Performances temporelles

Le premier critére de performance analysé est le taux de variation, correspondant
classiguement a la constante de temps des systemes LTI, permettant de caractériser
le temps de réponse du systéme variant dans le temps.
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Taux de variation :

Les bornes inférieure et supérieure du taux de variation des réponses temporelles
peuvent étre encadrées respectivement par, et , 2 R si le théoréme suivant
est véri €, correspondant au résultat de stabilité exponentielle existant notamment
présenté dans’[62] :

Théoréme 3.4: Taux de variation

Supposons qu'il existd?; 2 P, P, 2 P, deux scalaires positifs ; > 0, , > 0,
deux réels ; < ,, tels que les DLMI suivantes sont véri ées pour tout
t 2 [to;ta] :

Pi(t) 1l 2 1Pu(t) f Pi(A(D)G" + Pa(D);

| \ (3.4)
2l Pa(t); Pa(t) + fP2(t)A(t)g 2 ,Py(t)

alors les trajectoires solutions de&(t) = A(t)x(t) sont encadrées par les expo-
nentielles suivantes sur l'intervallefto; t,] :

i(to)e ' k x(hk  o(to)e (3.5)

ou %(to) S 1X(t0)> Pk(to)X(to), k=1 ; 2.

Preuve : Soit x(t) solution du systéme [(3.1) en boucle fermée sur l'intervalle
[to; t1] pour des conditions initialesx(to) données. Par congruence, les DLM| (3.4)
impliguent le long des trajectoires que (la dépendance dans le tenigst abandonnée
pour améliorer la lisibilité des formules) :

2 X Pix f x7Pixg" + X7 Ryx;
X" Rox + FX"Poxg! 2 X7 Pox:

Soit V(1) = x7 (t)P(t)x(t) et Va(x) = x7 (t)Py(t)x(t). Ces fonctions scalaires satis-
font donc aux inégalités di érentielles suivantes :

2 9Vi(t) M) 5 Me(t) 2 oVo(1):
Le principe de comparaison (voir [30]) sur l'intervalldty; t;] implique :
Vi(to)e ' Va(t) ; Va(t)  Va(to)€? *:

Puisque Vi(t) 1kx(1)k? et ,kx(t)k?  V,(t) pour tous les tempst 2 [to;t4], le
théoreme est prouveé.

La preuve suit la ligne classique de la démonstration de la stabilité exponen-
tielle ([9], [62]). Ainsi, si , < 0O, le théoréme[ 34 prouve la stabilité exponentielle
du systeme avec un taux de décroissance borné par. Nous retrouvons alors la
dé nition classique de la constante de temps pour les systemes LTI avec= L

min
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et ,= ﬁ max > min > 0 deux constantes de temps bornant les dynamiques
du systeme telles que :

w(to)e =t Kk X(Dk  o(to)e e

Le temps de réponse 85%du systéeme LTV étant classiquement borné pad ax -

Les résultats suivants utilisent la méme démarche pour conclure sur le coe cient
d'amortissement et sur la borne maximale de la fréquence d'oscillation de I'état, qui
sont a notre connaissance deux nouveaux résultats dans le cas des systemes variant
dans le temps.

Coe cient d'amortissement :

Le coe cient d'amortissement des trajectoires d'un systeme est caractérisé
par le rapport entre le taux de décroissance et la fréquence des réponses de
type oscillatoire.

Ce rapport est borné partan( ) dans le théoreme 3|6 suivant.

Classiquement pour les systemes LTI, le coe cient d'amortissement appelést
lié & la notion de mode et de placement de poles. Il est égalesia( ) avec cette
dé nition de . Pour = 0 il n'y a pas d'amortissement prouvé. Pour = =2
I'amortissement est in ni signi ant qu'il n'y a pas de trajectoires oscillantes.

En s'inspirant de lI'approche de modulation/démodulation exposé dans! [7], on
considére les réponses des systemes variant dans le temps de type oscillatoire a la
pulsation! dé nies de maniere complexe par :

X(t) = (xa(t) + jx ()€t ) (3.6)

sans autre hypothése sux; et X, que d'étre di érentiables et réels. La partie réelle
de ce signal

xi(t)cos(t + )  Xxp(t)sin('t + )

qui est la partie du signal qui nous intéresse pour le systeme évoluant dé&is aura
donc la méme propriété de taux de décroissance.

A notre connaissance, ce théoreme est un nouveau résultat d'analyse des systemes
linéaires variant dans le temps :
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Théoreme 3.6: Coe cient d'amortissement

Soit 2 [0; =2]etsupposons qu'il existedP; 2 P et un scalaire 3 > 0 tels
que les DLMI suivantes sont véri ées pour tout 2 [tg;t4] :

sl Pa(t); fel Ps(t)A(t)g" +cos( )Rs(t) O (3.7)

alors toute réponse de type oscillatoire a la fréequen¢ede x(t) = A(t)x(t)
décroit exponentiellement comme suit sur l'intervallgto; t1] :

Kx(Dk  s(to)e ! @)t (3.8)
ol 2(to) = 3™ (Xa(to)” Ps(to)X1(to) + Xa(to)” Pa(to)X2(to)). Ainsi, aprésn

périodes d'oscillation sur lintervalle [to;t1], la décroissance est telle que
kx(to +2n =! )k a(to)e 20 tan( ),

Preuve : Soitx(t) une solution complexe du systeme = A(t)x(t) sur l'intervalle
[to; t1] oscillante dé nie comme précédemment paf (3.6) :

X(8) = (xa(t) + jx (1))
Pour faciliter le calcul, on note le signal complex®, (t) = X1(t) + jx (t).
La DLMI (8.7) implique par congruence avec la trajectoirec(t) sur l'intervalle

[to; t1] que :
fx (e ! PsA(D)X(t)g" +cos( )x (H)Psx(t) O

en remplacant avecx(t) = x, (t)e " * ) et x(t) = x, ()e " * T+ jix , (t)dt* ),
et en rappelant quee It * )d(t+ ) =1 cette inégalité est équivalente a :

el x (t) Ps(x () + jx () + € (x (1) jix 1 (1) )Pax, (1)
+cos( )xi (t) Psxi (t) O

ce qui est équivalent &, en développant le termg = cos( )+ j sin( ) :
cos()x, (t) Pa(x: (t) + jix 1 (1)) +cos( )(x: ()  j!x 1 (t) )Psxi (1)
i sin()x (1) Ps(xi () + jix (1) + j sin()(x (t)  jix 1 (1) )Pax (1)

+cos( )xi (t) Psxi (t) O
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les termes complexes s'annulent deux a deux, cette inégalité est donc équivalente
a:
cos() (xi (t) Paxi (t) + Xi (t) Paxi (t) + xi () Rsxi (1)) +
2sin( ) !'x ., (t) Psx,; (t) O

En posant
Va(t) = x(t) Ps(t)x(t) = x, () Pa(t)x; (t) = xa(t)” Pa(t)xa(t) + x2(t)” P3(t)xa(t)
on obtient la relation équivalente suivante :
cos() \K(t) 2! sin( ) Vi(t)
Un cas particulier est celui ou = =2. Dans ce cas, on obtient
0 2Vat!) O

I'inégalité du c6té droit provenant du fait que Vs est dé nie positive. Cela signi e
que la seule réponse oscillatoire du systemke € 0) est telle queVs; = 0, ie. la
solution triviale x = 0. Dans tous les cas, le principe de comparaison implique sur
I'intervalle [to;t,] :

Vs(t)  Vs(to)e # @0 )"

Puisque 3kx(t)k? Vs(t) pour toust 2 [to;t1], le théoréme est prouvé.

Pulsation propre :

Le théoreme suivant prouve la limite de pulsation des réponses oscillatoires dé-
nies comme pour le théoreme précédent, et est a notre connaissance un nouveau
résultat d'analyse des systemes linéaires variant dans le temps :

Théoréme 3.7: Pulsation propre maximale

Supposons qu'il existeP, 2 P et > 0 tels que les DLMI suivantes sont
Véri ées pour tout t 2 [to;tq] :

fiP4AMY! 2P 4(1) (3.9)

alors les réponses de type oscillatoire o€t) = A(t)x(t) sur l'intervalle [tg; t4]
n'‘existent que pour les pulsationg T,

Preuve : Soit x(t) une solution complexe du systeme = A(t)x(t) sur l'intervalle
[to; t1] oscillante dé nie comme pour le théoréme précédent pdr (B.6) :

X(t) = ( Xl(t) + jX 2('[))ei(!t )= X (t)ei(” + )

Par congruence avec la trajectoire(t), la DLMI (8.9) implique sur l'intervalle
[to; t1] que :
fix (OPA@DX(DG" 2% ()Pa()X(t)
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avecx = A(DX(t), x(t) = x, (DM * ) et x(t) = x, (™ * )+ jix ()™ ),
et en rappelant quee I+ ) (t* ) = 1, cette inégalité est équivalente a :

foixy (1) Palxs (1) + jix () 2% (1) Pax, (t)
qui est équivalente a :
f1x () Poxo (g 2%, (1) Pax (t)
Ce qui donne, avec

Vi(t) = x (D)Pa(t)x(t) = x, (t)Pa(t)x; (1) = X7 ()Pa(t)Xa(t) + X5 (t)Pa(t)Xa(t)
la relation équivalente suivante :

2V 4(1) 21V 4(1)

Si! > 1, la seule solution esi, = 0, ie. la solution triviale x = 0.

3.1.3 Performances entrées-sorties

Les dé nitions des normes entrées-sorties utilisées ci-dessous sont reprises du
livre S-Variable [19]. Lorsque les systemes sont LTI et les matrices de Lyapunov
constantes, on retrouve notamment directement les théoremes d'analyse proposeés
dans ce dernier ouvrage. Il y a continuité entre les résultats d'analyse pour les sys-
temes LTl et LTV.

Performance Norme-a-Norme :

La performance Norme-a-Norme du systeme (B.1) évalue le pire ratio entre la
norme tronquéeLz[tO;tﬂ sur l'intervalle [to;t1] de la sortiez(t) et celle de I'entrée de
perturbation w(t) , a partir d'une condition initiale nulle x(tg) =0 :

JJ Z” z[to:tll =

su — (3.10)
wal o w0 JJWI 2 s
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Théoreme 3.8: Performance Norme-a-Norme

Soit ; > Oet supposons qu'il existd’s 2 P tels que les DLMI suivantes sont
Véri ées pour tout t 2 [to;tq] :

0 1.0 10 1
%)|nx 0 ¢ %Es(t) Ps(Ug&)'nx 0 ¢

A(t) B(t) Ps(t) O A(t) B(t)
0 1.0 10 1 (3.11)

+%C(t) Dw(t)g %Inz 0 X%C(t) Dw(t)g
0 Iy, 0 2 D, 0

I'n,,
alors les trajectoires du systeme (3.1) sur l'intervallfio; t;] sont telles que :

12120, _

wrel 2[tgitq] weo J] WJJ Ztoite]

. (3.12)

La performance Norme-a-Norme du systemg (B.1) est bornée par.

Commentaires :Ce théoreme est donné avec la possibilité d'un transfert direct de
la perturbation d'entrée vers la sortie non nulle, de telle sorte quat) = C(t)x(t)+
D (t)w(t).

Le résultat obtenu est similaire au résultat de performance; du lemme KYP
pour les systemes LTI (cf.[[48]). Ce résultat couplé au théorérme|3.4 est aussi équi-
valent au résultat présenté dans [26] avec I'approche IQC.

Preuve : La DLMI (8.11I) peut se réécrire :
0 1
qu)l?s(t)+ Ps()A(t) + A(t)” Ps(t) + C(t)” C(t) Ps(t)B(t) + C(t)” Dw(t)g

B(t)” Ps(t) + Du(t)” C(t) Dw(t)>Dw(t) 21,

Par congruence de cette DLMI avec le vecteux”w”)”, en posantVs(t) =
x> (t)Ps(t)x(t), on obtient sur les trajectoires de[(3]1) en boucle fermée sur l'intervalle
[to; t1], en rappelant quex(t) = A(t)x(t) + B(t)w(t) et z(t) = C(t)x(t) + Dy (t)w(t),
directement que :

Vs(t) + jiz(ii* T iiw()ii®

En intégrant cette inégalité dety aty, en rappelant quex(tp) = 0, doncVs(tg) =0,
ona: 7 " 7 "

Vs(ty) + . jiz(jjzdt . jiw(t)jj?dt

CommeVs(ty) 0, on obtient jjzjj 201) 1 Jiwjj 2t0ia”

Cas particulier : Si la DLMI (8.11)) est vraie pourt, = 0 et t; = +inf , c'est-a-
dire pourt 2 R,, par passage a la limite de cette derniére inégalité, on obtient que
iziiz 1 jjwija.
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Performance Impulsion-a-Norme :

La performance Impulsion-a-Norme évalue la pire norme tronquéQ[tO;tl] sur
l'intervalle [to;t1] de la sortiez(t) de (3.1) pour un ensemble donné de conditions
initiales x(tg) = B(tg) , 2 R™,jj jj 1, (ou de maniére équivalente pour les
conditions initiales nulles et les perturbations impulsionnelles(tg) = (t  tp) ou

est I'impulsion de Dirac) :

Supjizjjz, ., = 2 (3.13)
/"

Théoréme 3.9: Performance Impulsion-a-Norme

Soit , > 0, P 2 P tels que les DLMI suivantes sont véri ées pour tout
t2 [to;ts] : 8
<fPg()A(t)g" + Re(t) + C(1)"C(t) O;
* B (to)Ps(to)B(to)  3ln,
alors, quelles que soient les conditions initiales telles qué,) = B(ty) avec

il 1, les trajectoires du systeme[ (3]1) sur l'intervalldto;t;] sont telles
que :

(3.14)

..S.l.'lpjjzjjz[to;tl] = 2 2 (3.15)
1

ie. la performance Impulsion-a-Norme du systéeme (3.1) est limitée paj.

Preuve : En dé nissant V4(t) = x” (t)Ps(t)Xx(t), par congruence de la premiére

DLMI de (B.14) avec le vecteurx, on obtient que les trajectoires solutions de (3.1)
en boucle fermée veéri ent sur l'intervalle[to; t1] :

Ve(t) + jiz(t)jji> O
et par congruence de la deuxieme avec le vecteude norme 1 on obtient :
Vs(to) 3

En intégrant la premiere inégalité det; at; et en combinant avec la deuxiéme
inégalité, nous obtenons :

zZy,
Vo(t) + iiz®ii*dt  Vs(to) 3
0

CommeVg(t;) 0, on obtient quejj zjjz[to;tﬂ 2.

Cas particulier : Si les DLMI (3.14) sont vraies pourt, = 0 et t; = +inf , c'est-
a-dire pourt 2 R., par passage a la limite de cette derniere inégalité, on obtient
quejjzjjiz 2.




3.1. EXTENSION LTI VERS LTV 39

Performance Impulsion-a-Créte :

La performance Impulsion-a-Créte évalue la pire amplitude instantanée de la
sortie z(t) de (3.1) sur un intervalle[to; t;] pour un ensemble donné de conditions

initiales x(tg) = B(to) , 2 R™,jj jj 1, (ou de maniére équivalente pour les
conditions initiales nulles et les perturbations impulsionnelles(t) = (t tg) ou
est I'impulsion de Dirac) :
sup  jiz(ii = e (3.16)
t2[tostalsjj jji=1

Théoréme 3.10: Performance Impulsion-a-Créte

Soit p > 0, supposons qu'il existeP?; 2 P tel que les DLMI suivantes sont
Véri ées pour tout t 2 [to;t4] :

STP(DAWMG! + R(t) 0
BB(to)>P7(t0)B(t0) . (3.17)
CC(t)7C(t)  Po(b)

alors les trajectoires du systeme (3.1) sur l'intervallfio; t1] sont telles que :

sup iz®i= w (3.18)

t2[to;ta]; 2RM ;jj jj=1

La performance Impulsion-a-Créte du systeme (3.1) est bornée pas .

Preuve : Soit x(t) la solution du systeme[(3]1) en boucle fermée pour les condi-
tions initiales x(tg) = B(to) ,jj Jj =1, sans perturbationw(t) = 0. En dé nissant
Vo(t) = x> (t)P7(t)x(t), par congruence de la premiére et troisieme DLM[ (3.117)
avec le vecteurx et par congruence de la deuxieme avec le vecteude norme 1, on
obtient sur les trajectoires sur l'intervalle[ty; t1] que :

G(t) 0 5 V500 % izt V(1) 0

En intégrant la premiére inégalité det; at et en combinant ces trois inégalités, on
obtient :

iz®ii? Vi) Valto)
L'inégalité est valable pour toutt 2 [to;t;], donc pour la valeur maximale dejz(t)jj
sur l'intervalle [to;t1].

Cette performance permet de caractériser précisément la boule maximale dans
laguelle on souhaite faire évoluer le signal de sortie complet pour des conditions ini-
tiales maximales données. Elle est donc trés utile et fait partie des exigences usuelles
pour dimensionner un contréleur selon un contexte opérationnel donné.

Elle permet notamment de borner les matrices de la représentation d'état lorsque
celles-ci sont aussi fonction de I'état ou de la sortie, comme le propose I'heuristique
[3.15 pagd 44 pour les systémes LTV évoluant dans un polytope.
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3.1.4 Formulations duales

Comme présenté dans le chapitig 2 donnant les préliminaires théoriques, il est
bien établi que la synthése de contrdleur par retour d'état statique a des solu-
tions convexes lorsque les formules précédentes, qui impliquent des produits du type
P(t)A(t) = P(t)A(t) + P(t)B(t)K, sont converties en une formulation duale qui
implique des produits de typeA(t)X (t) = A(t)X (t) + B(t)Y(t), ou X (t) = P (1)
et Y(t) = KX (t).

Nous reprenons donc, selon ce changement de variable, 'ensemble des théoremes
précédents et reformulons I'ensemble des DLMI au formatual dans le corollaire
unique suivant :

Corollaire 3.11: Formulations duales des DLMI de performances

temporelles

Les formulations duales des DLMI des théorémgs 8.4 &]3.7 précédents sur les
performances temporelles sur un intervallg; t;] sont les suivantes :

Formulation duale de (3.4)] taux de variation :

1 Xa(t); 2 1 Xa(t) fOAM@Xa()gT Xa(t);

) $ (3.19)
Xa(t) o7l Xe(t) + FA(D)X()g" 2 2X5(1):
Formulation duale de (3.7)] coe cient d'amortissement :
Xs(t) B fel A(t)Xs(t)g! cos()Xs(t) O (3.20)

Formulation duale de (3.9)] pulsation propre maximale :

fAOXaOd"  2X 4(0): (3.21)
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Corollaire 3.12: Formulations duales des DLMI de performances en-

trées/sorties

Les formulations duales des DLMI des théorémps 3.8 & 3.10 précédents sur les
performances entrées/sorties sur un intervallgo; t;] sont les suivantes :

Formulation duale de (3.11), performance Norme-a-Norme :

0 10 10 il
%)|nx A(t)g B Xs(t) Xs(t)g 8 N A(t)g
0 C() Xs(t) 0 0 C(t)
0 10 10 1, (3.22)
2
+E@B(t) Og%l ln, O X%B(t) OE 0:
Dw(t) In, 0 In, Dw(t) In,
Formulation duale de (3.14)| performance Impulsion-a-Norme :
80 1
3 fAMX(E" Xo(t) Xo(t)C)” ¢
C(t)X6(t) I, ’ (3.23)

,°B(to)B” (to)  Xa(to)
Formulation duale de (3.17), performance Impulsion-a-Créte :

STADX (g X1 O
5 7B (t))B” (to))  X7(to); (3.24)
TCOXADCT M)

Preuve : Ces derniéres formules sont directement obtenues par remaniement
des équations ave® = X ! et en rappelant queR-= X XX 1

3.2 Cas des systemes LTV bornés dans un poly-
tope

Les formules DLMI des paragraphes précédents ne sont pas utilisables tant que
la dépendance temporelle des données (matricf&), B (t) etc.) n'est pas spéci ée
et tant qu'un choix de fonction n'est pas fait pour les inconnue®;(t) ou X;(t).
Dans le cas ou les données et les inconnues sont des fonctions polynomiales, de nom-
breuses techniques peuvent étre utilisées comme décrit dans [52]. Il peut s'agir de
technigues de somme de carrés [53] qui peuvent étre codées en utilisant YALMIP
comme proposé dans [34], ou une approche de type Polya qui peut étre codé en
utilisant ROLMIP [3]. Les fonctions trigonomeétriques du temps peuvent également
étre considérées avec des approches similaires, voir [39].
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Dans cette thése, nous considérons le cas ou les données variantes dans le temps
évoluent a l'intérieur d'ensembles polytopiques :

Le systéme” dé ni par (8.I) est considéré comme inclus dans un polytope
pour l'intervalle [to;t4] :

1 g ; 0 A I [v=1 :::v]g
B¢ 15 [to;t:], 2 Co_® 8¢ _ (3.25)

80
2%'&('[)
C(t) Duw(t) 2 C D, 3

>

sans hypothése sur les dérivées (les matriof&), B (t) etc. peuvent &tres des
fonctions discontinues du temps).

Sans plus de connaissances sur le systeme, un choix relativement direct est de
rechercher les certi cats de Lyapunow; constants @ = 0), ou leur équivalent dual
Xi (X3 = 0) constants. Sous ces hypothéses, il est facile de remarquer que les DLMI
précédentes sont des LMI, et que celles-ci sont valables pour tout le polytope, alors
elles sont valables pour toutt 2 [to;t;] . De plus, par convexité, on peut prouver
que les LMI sont valables pour tout le polytope si et seulement si elles sont valables
pour le nombre ni de sommetsv =1 :::v.

Pour illustrer le nombre ni de LMI sur les sommets du polytope, voici les for-
mules des performances temporelles avec le certi cat dual de Lyapunov constant

(X =0):
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Corollaire 3.14: LMI sur un polytope

Les formules DLMI des performances temporelles (3/19), (3.20), (3.21) d
corollaire[3.11 précédent sont véri ées si les LMI suivantes sont véri ées :

—

2 X1 f AMX. gt ;o fAMXLgT 2 X, (3.26)
fel AMIX;o" 0 ; fjJAMX, " 2tX 4, (3.27)
Toutes ces conditions ont la structure suivante :
0 1
I
X+ froAMXgh = | AM R X K 0 (3.28)
AMT

0 1

. li1 rizg . z o
avec les matriceR; = % respectivement dé nies par :
li2

ria =2 1,ri;2= 1 pour prouver que le taux de variation exponentielle
est supérieur a 1;

r,p = 2 ,, Iy =1 pour prouver que le taux de variation exponentielle
est inférieur a »;

rss =0, rzz = € pour prouver que le coe cient d'amortissement est
supérieur atan( ) ;

rs1 = 20, r4 = ] pour prouver que la pulsation propre maximale
est limitée part.

Pour simpli er, nous dirons qu'un systeme LTV x(t) = A(t)x(t) est R; -
stable si les LMI construites a partir de la matriceR; sont satisfaites. Cette
dé nition correspond a la dé nition du placement de pdles pour les systemes
LTI incertains exploités dans [[19].

Commentaire :Les autres performances ne sont pas présentées ici au format LMI
sur les sommets. Il s'agit uniquement de prendr& = 0 dans chaque DLMI et de
prendre toutes les matrices d'état constantes égales successivement a I'ensemble des
sommets.

Preuve : Le résultat de ne pouvoir veérier les LMI que pour les sommets du
polytope est trivial pour toutes les contraintes a nes en les matrices d'état (voir
démonstration du théoréme 2.2 du livre [19]).

Pour d'autres contraintes impliquant des produits de matrices d'état, la convexité
est encore préservée. Prenons par exemple la derniére inégalit§] de {3.24) :

C(t)X7(t)CT(t) In,

En introduisant le terme X; X, = | tel que C(t)X(t) X5 X;CT(t) I,,,
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cette inégalité est équivalente par complément de Schur a :
0 1

8, X X7C(t)Tg
C()X7 Iy,

qui est linéaire enC(t). La méme procédure peut étre appliquée a toutes les LMI
(primales ou duales) contenant des produits de matrices d'état, démontrant leur
convexité.

Ces resultats sont valables pour tout comportement des matrices d'état a I'in-
térieur du polytope. Par conséquent, ils peuvent directement étre étendus aux sys-
téemes non linéaires ou les matrices de la représentation d'état sont des fonctions
des états et/ou des entrées, tant que les trajectoires opérationnelles considérées ga-
rantissent que toutes les matrices du systeme restent a l'intérieur du polytoge (3.25).

Une stratégie possible de synthése de contrdleur, sur I'hnypothése que les matrices
d'état variables sont bornées a l'intérieur d'un polytope, consiste a prouver que, pour
des conditions initiales bornées correspondant aux pires conditions opérationnelles,
les trajectoires sont bornées, garantissant que toutes les matrices du systéme restent
a l'intérieur du polytope.

Cela conduit a la stratégie de synthése suivante :

Heuristique 3.15: Synthese de retour d'état sur un polytope

Pour garantir lors de la synthése d'un contrbleur que les matrices non linéaire$
du systeme restent a l'intérieur du polytope, c'est-a-dire pour un retour d'état
A(t;x) = A(t;x) + B(t;x)K la garantie que :

(A(t; x) B(t;x)) 2 Co(A B)M5Y; 8t 2 [to; t4]

on ajoute systématiquement lors de la synthése kpéci cation dimension-
nante suivante :

La performance Impulsion-a-Créte robuste sur I'ensemble du polytope est bof
née par une valeur su sante pour montrer que I'état est lui-méme borné pour
les pires conditions opérationnelles, garantissant que les matrices d'état res

tent & l'intérieur du polytope dé ni par (3.25).

Cette stratégie est utilisée sur le cas d'application du contrdle d'attitude dans le
chapitre[4 suivant.

D'un point de vue philosophique, pour faire le paralléle avec I'approche classique
du contréle des systémes non linéaires (df. [30]) qui consiste a linéariser le systeme
autour du point de fonctionnement, d'en déduire une loi de contrdle a partir du
modele LTI obtenu par linéarisation, sans souvent connaitre précisément la plage
de validité exacte de la linéarisation et du contréleur linéaire obtenu (voir aussi
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[45]) ; la méthode proposée par cette heuristique, lorsqu'elle a une solution, permet
d'obtenir un controleur valide pour le modele non linéaire complet sur toute la région
opérationnelle étudiégsans étapes préliminaires de calcul autre que de calculer les
sommets du polytope, c'est-a-dire les valeurs extrémes des matrices.

Maintenant que nous avons formulé I'ensemble des outils d'analyse des systémes
linéaires variant dans le temps sous la forme de LMI duales s'appliquant aux sommets
d'un polytope encadrant le systéme, avec une stratégie (heuristique 3.15 précédente)
qui nous permet de garantir que le systéme restera a l'intérieur du polytope, il nous
est possible d'adresser le probleme de synthése de contréleur.

3.3 Synthese de retour d'état multi-performance

Un contr6leur qui se présente assez naturellement en premier en Automatique
pour stabiliser un systéme est le retour d'état :

Probléme 1: Synthése de retour d'état multi-performance

Trouver un gain statique de retour d'étatK pour que :

lesi =1 :::{ con gurations en boucle fermée d'un méme systeme :

_ _(&(t) = (Ai(t) + Bi()K)xi(t) + Bi()w(t)

i (3.29)
z(t) = Ci(t)xi(t)

satisfassent simultanément la spéci cation ; associée a ;, choisie parmi :
i estR; -stable,
La performance Norme-a-Norme de ; est bornée par ; ,
La performance Impulsion-a-Norme de ; est bornée par ,,
La performance Impulsion-a-Créte de ; est bornée par p,.

Lesi =1 :::{ con gurations du systeme original auront au préalable été aug-
mentées deN intégrateurs en fonction du besoin d'annulation de l'erreur sta-
tique et desN 1 ordres d'erreur de trainage, c'est-a-dire qué;(t) contient
déja les éventueldN intégrateurs.

J

Notez que les spéci cations sont dé nies pour di érents systemes du méme ordre
(éventuellement augmentés d'un méme nombié d'intégrateurs). Bien s(r, un cas
particulier est celui ou les matrices sont les mémes pour tous fes 1:::{. Mais
on peut aussi supposer que chaque spéci cation de performangeest dé nie pour
une variante d'un méme systeme correspondant & di érentes con gurations, chaque
con guration évoluant dans un polytope di érent dé ni par (B.25) avecv, sommets.
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3.3.1 Certicat de Lyapunov commun a toutes les perfor-
mances

Pour résoudre ce probleme de synthése, une application directe du paradigme
de mise en forme de Lyapunov [12] consiste a rechercher un certi cat de Lyapunov
communX; = X pour toutes les spéci cations de performances, en empilant simple-
ment toutes les inégalités matricielles. Avec l'application du changement de variable
réversibleKX =Y, les formulations duales se trouvent étre linéaires en les matrices
inconnuesX et Y (AMIX = (AMI+ BMIK)X = AMIX + BMIY).

Soit L  wa(X;Y) OlaLMlen X etY obtenue pour la performance ;

choisie pérmi (3.19) , [(3.20),((3.21), (3.22) | (3.23)| (3.24), en remplacant les
matrices d'état par leur valeur au sommet; et en prenantX; = X pour tout
I=1:::{ XX=0etKX =Y.

Théoréme 3.17: Synthése de Lyapunov

S'il existe deux matricesX 0 et Y simultanément solution de toutes les
LMI' L wa(X;Y) 0O, pourtout i =1:::{ pourtout v, =1:::v;, alors
K = Y X ! est une solution au problémé|1.

L'avantage de ce résultat est qu'il implique peu de variables de décision et que
la solution, si elle existe, est tres robuste du fait qu'elle encadre plus largement la
trajectoire. A l'inverse, le principal inconvénient est le pessimisme da a la recherche
d'un certi cat de Lyapunov commun pour toutes les performances.

Une alternative est le paradigme de mise en forme utilisant les S-variable {[19]).

3.3.2 Certi cat S-Variable commun a toutes les performances

Le paradigme de mise en forme S-Variable (cf. [19]) permet de rechercher di é-
rents certi cats de Lyapunov, un pour chaque spéci cation de performance, mais en
supposant une S-variable commune pour toutes les contraintes.

Les LMI précédented. 1, 1(X;Y) Ocorrespondant aux DLMI (3.19) , [3.2D),

B.21), (3.22), (3.23), |(3.2|4),| en remplacant les matrices d'état par leur valeur au
sommety; et en prenantX; = X, X-=0 et KX =Y, peuvent étre reformulées avec
I'introduction de S-Variable de la maniere suivante :
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Corollaire 3.18: LMI S-Variable sur un polytope

X; =0 et MM(s;T) = AMIs+ BMIT sont :
R; -stabilité :
8 0 1 9y
2

[V.

R Xi .

Performance Norme-a-Norme bornée par ; . :

P ZIB[VI]B[VI]T Xi

Ci[vl ]X i Ci[vl IT | n,

alors le retour d'état
K=Ts!?

Les formulations S-Variable des LMI correspondants aux performances temf
porelles [3.2B) et aux performances entrée/sorti¢ (3]22), (3]23), (3.24) ave

%ﬁ s; T)E 8/ °'E (3.30)

0 1 0 1 0
0 X; x;cMI’ 0 0¢o 4 o 120 0
% Xi 0 0 §+ %Bi[” OE% H K %BP’] 0
cMlx. o 0 DMI | 0 In; DMl |
- R X 1§ 1"
2pMI(SI T gAs
g% > E 'E
* O O ’
(3.31)
Performance Impulsion-a-Norme bornée par ,, :
0 1 10 1 9y
0 X XMl § MY ](s T gAog 3
Xi 0 0 I
a ' g E (3.32)
chilx; o In,
2iZBi[Vi]Bi[Vi]T Xi
Performance Impulsion-a-Créte bornées par p, :
0 1 80 " 1 94
0 X; ul(s; T) Ao, =
%x- 0 : 7 % S e g
' (3.33)

Ces inégalités matricielles ne sont des LMI eX;, S et T que lorsque ledA,,

sont données. Si une de ces LMI est véri ée pour tous les sommegts 1 :::v;,

permet a la boucle fermée ; de satisfaire la performance ; considérée.

<)
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Preuve : La démonstration n'est donnée que pour la premiére inégalité @&
stabilit¢ (8.30) suivant les méthodes S-Variable développées dans| [19], les autres
LMI se démontrent de la méme maniere. Grace au changement de variable réversible
T = KS, la contrainte (3.30) se lit avec la matrice d'état en boucle fermégl! =

Ai[Vi]_'_ Bi[Vi]K .

g 0 [Vi]l g :
Ri X ?%)Ailgs A, 1
| 0 1
Par congruence de cette inégalité matricielle avec la matri&A[lVi ]Tg, celaimplique :
0 1 |
I
Il A i[Vi] Ri X, %)Ai[V‘]T

qui est la LMI (B.28). Cette opération classique pour faire apparaitre et disparaitre
les S-Variable découle de la S-Procédure comme expliqué dans [19].

Les formules de[[19] sont modi ées car elles ne s'appliquent pas directement
au cas variant dans le temps. Notez qu'a la di érence des résultats dansi[19], le
résultat du corollaire[3.18 concerne les systémes variant dans le temps : une ma-
trice commune X; est requise pour tous les sommets du polytope (et donc pour
tout t 2 [to;t1]). Sans aucune connaissance préalable des dérivées temporelles ou
des commutations des matrices de la représentation d'état variant dans le temps, il
n'est pas possible de rechercher des certi ca¥s dépendants du temps plus avancés.

Soit S . vi(Xi;S;T;Ay)  0Olinégalité matricielle pour la performance ;

et le sommet du systéme ! avec la formulation S-variable du corollair8.

Théoréme 3.20: Paradigme S-Variable

S'il existe deux matricesS et T, { matrices X; 0 et A, , simultanément
solutions de toutes les contrainteS = ,1(Xi;S;T;Ay) O pour tout i =

1:::{ pourtout v =1:::v;, alorsK = TS ! est une solution au probléme|1.

Le point ouvert avec ce dernier théoréme est que les contraintes ne sont pas
linéaires en raison des matrice8, qui sont aussi inconnues. Une stratégie consiste
alors a choisir a priori les matrices\, .

3.3.3 Heuristique pour le probleme de synthese S-Variable

Les propositions suivantes fournissent des pistes pour établir une stratégie de
recherche des matrice, appropriées.
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Proposition 3.21: Conditions nécessaires pour A,

Si la contrainte S . vi1(Xi;S; T; A, ) 0 a une solution,

alors le systeme (
o Xi(t) = Ag xi(t) + Bi(t)w(t)

Yz = Citxi()
satisfait le test d'analyseL = ,1(X;;0) O.

I

Preuve : Encore une fois la démonstration n'est donnée que pour la condition
de R; stabilit¢ (B.30), les autres performances se démontrent en suivant le méme
raisonnement.

Si Iad_MI p-Variable (3.30) est véri ée, alors par congruence cette fois-ci avec la

I
matrice % E, cela implique :

Oj
0 1

|
| Aq Ri X& K 0
A

Oi

qui est la condition LMI d'analyse (duale) [3.28) pour prouver |aR;-stabilité de
Xi(t) = AgXxi(t). La matrice A, doit donc elle-méme satisfaire la contrainte pour
que la LMI S-Variable ait une solution.

Cette premiére proposition permet d'éliminer les candidatd, généraux. Dans
ce qui suit, nous donnons des pistes pour choisir des candidats de la fodne =
kir,,l, ourj, =1 sila performance ; est une performance entrée-sortie.

Proposition 3.22: Solutions de Lyapunov solutions du probleme S-

Variable

S'il existe X, Y solutions deL  ;(X;Y) 0O, alors pour un scalaire assez

grandk; > 0, S 1 1(X;X;Y; kirlizl) 0 est faisable.

La preuve découle du théoreme 2.9 de [19] et n'est pas reproduite ici; il est en
plus prouvé a la suite de ce théoréme 2.9 dansi[19] que le choix de trés grandes va-
leurs dek; conduira toutes les matrices<; a étre égales$ = X = X;). Le théoréme
[3.20 avec les S-variables n'a alors aucun avantage par rapport au Théoréme]|3.17.

Par ailleurs, avec la propositior 3.71, nous obtenons que pour la performance de
R; stabilité, la matrice Aj, = kir;,I doit elle-méme satisfaire cette méme perfor-
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mance deR; stabilité, c'est-a-dire :

0 1
1 o
1 kry, R B X =rn 2kijria? O
Kiriz
Le paramétrek; de la proposition doit donc satisfaire; ﬁ pour la per-

formance deR; stabilité. Une recherche linéaire unidimensionnelle conS|ste donc a
résoudre le probleme de synthese en choisissant= k; + aveck; = Z,Trf, pour

0.

En suivant le méme raisonnement pour les autres performances, nous obtenons
I'neuristique suivante :

Heuristique 3.23: Résolution des LMI S-Variable

Pour résoudre les LMI du théorem 3.20, une stratégie de recherche des valeyrs
A, peut étre de faire un parcours linéaire unidimensionnel supe 0 tel que
A, = (ki+ )ri,l, avecr;, = 1 pour les performances autres que IR;-
stabilité, ou :

pour la R;-stabilité : kj = 53—
JT.ZJ

pour la performance Norme-a-Norme limitée par ; , :

140
ki= max — ax((CMIBWMI)>CMIBMI)
1

7 vi=1 v
pour la performance Impulsion-a-Norme limitée par » :

ki = max max ((C[Vi]B[Vi])> C[Vi]B[Vi])

1
o Y 2 2
pour la performance Impulsion-a-Créte limitée par p, : k; = 0.

et rechercher les meilleures solutions en cherchant u» 0 de plus en plus
grand tant que le probleme n'est pas réalisable.

Remarque :Ces valeurs dek; sont des valeurs nécessaires pour initialiser les
LMI S-Variable avec cette dé nition scalaire desA,, comme le montre la preuve
ci-dessous. Toutefois, ces valeurs peuvent ne pas étre su santes; de méme que la
structure de A, égale a un gain fois l'identité peut ne pas toujours avoir de solution.
Cette heuristique donne une stratégie de recherche de solutions, mais si aucune so-
lution n'est trouvée, il est alors nécessaire de rechercher d'autres stratégies.

Preuve : Les borne;, pour le choix de recherche des matricés, sous la forme
(ki+ )r;,l, sont obtenues en appliquant la proposition 3.21, comme e ectué pour
la R; stabilité juste avant I'heuristique.
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Pour la performance Norme-a-Normean résout directement la LMI [3.11) (avec
Ps = 0 et les matrices variant dans le temps prise a une valeur xe correspondant
a un sommet du polytope), on obtient que le systeme, de la proposition[3.2]1

avecA, = kil (ri2 =1 dans le cas des performances entrées/sorties) satisfait la
performance Norme-a-Norme si il exist®s, 0 (avecD,, =0) :
0 1
2k Ps, + Clil>clvil - pg gl ¢
Blvil> Ps, % | Iy,

Par congruence de cette inégalité avec la matri¢BM1> k;1)>, elle implique que :

0 10 1
2% P- + clvil>cvl  p. glvl B vl
% iFs; 5i g E’D g

B> pg 2 1, kil

B kil 0

Qui est équivalente a :

VPPl k2 21 0

Nous obtenons ainsi la condition nécessaire skir suivante pour que la matrice
A, Véri e la contrainte Norme-a-Norme :

q
K; i max (B> Clvil> ClvilB il)
1

Il ne reste plus qu'a prendre la valeur maximale sur les sommets pour obtekir

Pour la performance Impulsion-a-Norme on résout directement la LMI (3.14)

(avec Pg = 0 et les matrices variant dans le temps prise a une valeur xe corres-
pondant a un sommet du polytope), on obtient que le systéme, de la proposition

m avecA, = kil (riz =1 dans le cas des performances entrées/sorties) satisfait
la performance Impulsion-a-Norme si il exist®s 0:
8

< 2kiPg + chi>chMl o
: B[Vi]>P6iB[Vi] %ilnw

Par congruence de la premiére LMI avec la matrid[! on obtient :
Blil> clvil> clvilg [vil 2k B vi]> Ps B [vi]
En combinant avec la deuxieme LMI cela donne :
2k; §_|n Blil> clvil> clvilg [vil
Soit :

1

iy

max (B vil> clvil> clvilg i ])
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En prenant k; égale au maximum de cette valeur sur tous les sommets, nous
obtenons une borne inférieure pour la performance Impulsion-a-Norme.

Pour la performance Impulsion-a-Créte en suivant la méme procédure, on ré-
sout la LMI (B.17) : 8

2kiP; O
Blvil> P7B[Vi] I2P I -
T clhil> vl P,

Ce qui donne quek; 0 sut pour la performance Impulsion-a-Créte.

3.4 Exemple

3.4.1 Systeme de référence

Le cas de référence choisi pour illustrer les résultats de ce chapitre est le probléme
du contrdle du déplacement d'un assemblage masse-ressort comme représenteé sur la

gure B.3

Figure 3.3 Systéme masse-ressort de référence.

Le mouvement de I'ensemble est contrélé a partir de la position de I'extrémité
libre du ressort notée o(t) = u(t) : on suppose qu'un contrbleur agit sur I'extrémité
du ressort avec un retard complet de sa chaine d'action deT = 50ms (retards
de mesures + calculs échantillonnés + temps de réponse de l'actionneur). Lorsque
I'ensemble est a l'arrét complet (; =constante) et qu'aucune force extérieure ne
s'applique (vent nul), la position de la masse est égale a celle de I'extrémité du res-
sort (t) = o ('allongement du ressort est considéré nul).

On suppose connaitre tres précisément la valeur de la masset de la raideur du
ressortK , considérées constantes. A l'inverse, le coe cient de frottement sur le sol,
pour lequel existent di érents modeles (notamment les lois de Coulomb avec deux
phases : adhérence et glissement), est supposé ici incertain et variable en fonction
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de la position (état de surface inégal) et de la vitesse de la masse, tout en restant ce-
pendant bornéKy(; 9 2 [Kq,, ; Kdm J- EN N, il sS'applique sur la masse des forces
de perturbations (par exemple un vent variable).

L'application du principe fondamental de la dynamique a la massa dont la
position est notée nous donne I'équation di érentielle suivante :

m® = Fp+ Fa+ I:perturbation = Kp Kd( ; —)—+ W+ Kpu (3'34)

Le fait que le paramétre de frottemenK 4( ; J soit variable et incertain rend ce
systéme non linéaire.

Comme nous modélisons les forces de frottement comme étant borriegs; J 2
K, : Kdna ], l€S résultats de ce chapitre sur les systémes variant dans le temps dont
les matrices d'état sont incluses dans un polytope sont donc applicables pour ce sys-
teme.

3.4.2 Spéci cations

Le contrdleur venant piloter la position de l'extrémité du ressoru(t) = o(t)
doit garantir que le systeme en boucle fermée réponde aux spéci cations suivantes :

1 . pas d'erreur statique; le systeme en boucle fermée ne doit pas avoir
d'erreur statique en régime permanent autour d'une consigne de positioft) =
o = constante.

» . pas d'erreur de trainage d'ordre 1; le systeme en boucle fermée ne doit
pas avoir d'erreur de trainage lors de phase de déplacement a vitesse constante
le long de trajectoires de type rampe(t) = vpt, avecvy 6 0 une vitesse de
déplacement constante.

3 . la constante de temps doit étre supérieure a 2 fois le retard complet

T = 50ms de la chaine d'action du calculateur e ectuant le contréle, soit une
constante de temps minimale,, > 0:1s, c'est-a-dire un taux de décroissance
supérieur a | = mtx rad=s= 10rad=s (dans I'hypothése ou la commande
est réalisée par un calculateur numeérique, dont le pas de temps de calcul
plus les délais capteurs et plus le temps de réponse des actionneurs est égal a

T = 50ms, cette exigence a pour objectif d'avoir des dynamiques de la boucle
fermée su samment lentes pour ne pas étre a ectée par I'échantillonage).

4 . le temps de réponse 85%doit étre inférieur & 1s, donnant une constante
de temps maximale nx < 0:333, soit un taux de décroissance inférieur a

5= ﬁ = 3rad=s.

5 . les réponses peuvent accepter un léger dépassement mais ne drpivent pas
avoir d'oscillations : le coe cient d'amortissement doit étre supérieur a 2=2
(tan( ) 1).

6 . le transfert d'énergie des perturbations a la masse doit étre minimisé : la
performance Norme-a-Norme entre I'entrée de perturbatiow et I'amplitude
de la vitesse de la masse doit étre minimiseée.
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3.4.3 Parametres et outils

Pour répondre a I'ensemble des spéci cations, notamment aux deux premieres
exigences d'annulation des erreurs statique et de trainage d'ordre 1, nous considérons
I'ajout de deux intégrateurs au contréleur dans I'équation de la dynamiqug (3134), ce
qui donne la dé nition du systeme suivante ave&, = Ky,=m et kq(x) = K4(x)=m 2
(K + Ketma 1 -

Le systéme masse-ressort décrit par I'équation de la dynamiqlie (3.34), pour
lequel on a ajouté au contréleur 2 niveaux d'intégrateurs, a pour représentation
d'état en boucle ouverte :

~ Cxit) = Rpox(®) + B+ w(t))

z(t) = Cx(t) (3.35)

avecx()=( 2 1 2~ 2R* w(t) 2 R, u(t) 2 R, z(t) 2 R et les matrices :

0 1 0 1
1 0 0 0
1 0 0
A(x) = ;B = :C= 000 1
0 1 0

Le systeme en boucle fermée, avec un retour d'état u(t) = Kx(t) et la
matrice d'état en boucle ferméeA(t) = A(t) + B(t)K, contient donc la
commande liée aux deux intégrateurs.

Les résultats ci-dessous sont calculés en prenant comme valeur des parametres
kp=1etky2[%;2 ],avec 2 [1;+1 ]. Les deux sommets de la plage d'évolution
du coe cient d'amortissement du systéeme masse-ressort naturel est ainsi centré sur
1 sur une échelle logarithmique, avec les valeurs inférieure et supérieure qui s'écartent
symétriquement de 1 ('une dans le domaine oscillant, lI'autre dans le domaine trés
amorti) de maniéere logarithmique quand devient grand :

0 1 0 1
010 © 010 0
An_f0 0 1 0E 4 FOO 1 0O
000 1 00 0 1
00 1 2= 00 1 2

Les LMI des deux théorémes de Lyapungv 3]17 et S-Variable 3.20 ont été codés
manuellement dans Matlab a I'aide de la boite a outils Yalmip et résolu avec le
solveur SDPT-3. Des exemples de scripts sont présentés dans I'anfiex¢ C.1 pade 115.
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La boite a outils Romuloc (voir [46]) pour Matlab, proposant des commandes
pour e ectuer directement la synthese de contréleur multi-objectif pour les systemes
polytopiques, peut aussi étre utilisée pour résoudre les LMI du premier théoréme de

Lyapunov [3.17.

3.4.4 Simulations

Une recherche de la valeur maximale de, décrivant 'amplitude d'incertitude et
de variation deky 2 [2;2 ], pour laquelle le probléme de synthése a une solution,
est e ectuée par bissection avec les deux théoremes. La valeur est la méme pour les
deux théoremes : =1:223

Pour le théoreme S-variable, les LMI sont faisables avec les valeursAde telles
que dé nies dans I'heuristiqug 3.23 pade b0 a partir de= 3:84.

De plus, on observe bien la convergence entre les deux solutions de chaque théo-
réme donnée par la propositioh 3.22 page]49 lorsquelevient trés grand : les deux
retours d'état solutions deviennent identiques &:5% prés lorsque > 1C°.

Nous obtenons nalement les résultats suivants :
avec le théoreme de Lyapunov[3.17 :

Kx =[ 2390 1302 298 231]

Analyse de la performance Norme-a-Norme de la boucle fermée ; =5 :10 3.

avec le théoréme S-Variable [3.20, on obtient les valeurs d& s et de perfor-
mances Norme-a-Norme pour di érentes valeurs de de I'heuristique [3.28
données dans le tableau suivant :

En prenant comme loi d'évolution du coe cient d'amortissementy( ) = ( Kgya
Kg.. )exp( -2)+ kg pour les simulations, on obtient le résultat présenté sur la
gure pour une réponse libre depuis la condition initial&(0) = (0 0 0 2:5)".

L'approche S-Variable ne permet pas dans ce résultat de démontrer une nette
ameélioration des performances du correcteur synthétisé. Le systéme original d'ordre
2 pour un polytope a 2 sommets ne présente a prioiri pas su samment de degrés de
liberté pour que les deux méthodes se départagent clairement.
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Figure 3.4 Réponse a une impulsion en vitesse du systeme masse-ressort avec
deux intégrateurs pour les deux syntheses de contrdleur.

3.5 Résumeé

Dans ce chapitre, nous avons développé des méthodes de synthése de contrbleurs
par retour d'état invariant dans le temps pour des systemes variant dans le temps
ou non linéaire avec perturbations, dont I'évolution est inscrite a l'intérieur d'un
polytope, avec un comportement éventuellement discontinu, tout en respectant une
spéci cation multi-performance.

Les criteres de performances concernent d'une part les propriétés des réponses
temporelles telles que le taux d'amortissement, le temps de réponse, la pulsation
maximale, et d'autre part des performances entrées-sorties. Les formulations origi-
nales sous forme di érentielles, découlant directement du théoréme de Lyapunov,
sont converties en conditions LMI pour ces systemes bornés dans un polytope. Ces
résultats LMI sont donnés dans le formalisme de Lyapunov avec un certi cat com-
mun a toutes les spéci cations, et dans le formalisme S-Variable avec un certi cat de
Lyapunov spéci que pour chaque performance et une S-Variable commune a toutes
les contraintes.

Le cas d'application de référence présenté dans cette partie ne présente a priori
pas su samment de degrés de liberté (polytope a 2 sommets) pour mettre en valeur
de maniére visible I'amélioration obtenue avec l'approche S-Variable. Les résultats
sont néanmoins cohérents entre eux et valident le fonctionnement de chaque mé-
thode.

Nous allons voir maintenant dans le chapitre suivant comment appliquer ces mé-
thodes au contréle du mouvement de rotation d'un objet quelconque dans I'espace
a trois dimensions qui est un systeme non linéaire.



Application au controle d'attitude

Cette partie de la thése étudie le contrdle d'attitude d'un objet rigide quelconque
tournant & 3 degreés de liberté entierement commandé. Le probleme spéci que étu-
dié est le controle de la déviation de cet objet autour d'une trajectoire d'attitude
théoriquement réalisable. Le mouvement de rotation a un comportement non li-
néaire intrinseque (trigonométrique,2 -périodique) qui peut conduire a construire
des contrbleurs non linéaires et hybrides. L'approche proposée ici est de considérer
la modélisation de l'attitude avec le quaternion unitaire pour obtenir un modele
de représentation d'état non linéaire au plus proche d'un modele linéaire, pour en
déduire un contréleur par retour d'état "quasi-linéaire" continu qui permet d'obtenir
une stabilité asymptotiquepresqueglobale en boucle fermée ([42]). Les méthodes du
chapitre précédent sur les systéemes variant dans le temps sont ensuite appliquées
pour faire la synthése d'un contréleur localement stable en fonction de spéci cations
données. Nous proposons pour nir quelques conjectures pour ouvrir des pistes de
recherche sur des contréleurs a N intégrateurs qui auraient la propriété d'épresque
globalement stables pour le contrdle d'attitude.

4.1 Le mouvement de rotation dans l'espace

4.1.1 Le quaternion unitaire

Le quaternion unitaire a été retenu dans cette these pour modéliser l'attitude
d'un objet dans I'espace (cf.]11] pour les di érents cadres mathématiques existants
pour modéliser l'orientation dans l'espace). L'attitude instantanée d'un objet est
représentée avec le quaternion comme un vecteur unitaire (de norme 1) a quatre
coordonnées dé ni comme suito:

0 1
o 1 (o cos(:02) 1
Ny
q= B PR =B =F 2 R (4.2)
Qv o) sin(=2)En,
& n;

qui correspond a une rotation de l'objet d'un angle autour de I'axe dé ni par le
vecteur unitaire A= (ny ny n,)> 2 R%, comme représenté sur la gurg 4]1.

57
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Figure 4.1 Représentation de l'orientation, ou attitude, d'un objet quelconque
dans l'espace a 3 dimensions avec le quaternion.

Il ne possede donc que 4 paramétres contre 9 pour la matrice de rotation, et il
n'implique pas de développements trigpnométriques directs comme les angles d'Eu-
ler (cf. 'annexe[B pagd 109 pour plus de détails sur le mouvement de rotation et le
quaternion). De plus, il convient au formalisme de la représentation d'état (vecteur
d'état). Toutefois, la concentration des informations de rotation dans ces quatre
paramétres ne font pas disparaitre la complexité topologique du mouvement de ro-
tation.

En e et, la topologie trigonomeétrique et périodique du mouvement de rotation
génere avec le quaternion un probléeme de singularité appeiguble couverture un
quaternion unitaire g et son opposé q représente la méme attitude (cf.[]41] pour
I'algébre détaillée des quaternions). Ce probleme de singularité du quaternion peut
générer unphénoméne de déroulemertef. [8], unwinding phenomenoren anglais) :
I'objet contrélé fait un tour complet sur lui-méme "en marche arriere" alors qu'il
était juste a proximité de l'attitude visée, parce qu'il était arrivé a cette position
en ayant e ectué une rotation complete sur lui-méme, et il refait le méme trajet en
marche arriere (cf. gure[B.] page¢ 112 dans l'annexe sur le quaternion).

Les étapes pour construire le modéle de déviation autour d'une trajectoire d'at-
titude théoriguement réalisable pour un objet quelconque sont détaillées dans le

paragraphe -2 pagE 60.
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4.1.2 Application des résultats du chapitre précedent

Partant du cadre mathématique général de la "stabilité du mouvement" formalisé
par la théorie de Lyapunov[[36] exposé dans le chapifreP2éliminaires théoriques
le contrble du mouvement d'un objet rigide est inclus dans la classe des systémes
non linéaires mécaniques lagrangiens comme présenté dans [43]. Pour cette classe de
systemes, de nombreuses stratégies de contrble ont été étudiées, a commencer par le
résultat de référence[44] qui propose une structure de contrdleur Proportionnel Déri-
vée (PD) de la déviation a une trajectoire ajoutée a uneommande optimalégcf. [5]).

Le contréle d'attitude utilisant spéci quement le quaternion est toujours au-
jourd'hui largement étudié, la singularité dedouble couvertureétant un des points
critiques a gérer pour construire une commande. Certaines approches étudient des
stratégies similaires a I'architecture de contr6le Proportionnel Dérivée lagrangienne
précédente [[33[12]. D'autres construisent des contréleurs non linéaires qui corres-
pondent aux non linéarités et singularités de la cinématique du quaternion sur la
base de fonctions de Lyapunov spéci ques [59,125] 60] 61, 1]. Le probléeme de singu-
larité est également géré avec une stratégie de contréle hybride prenant en compte
le signe de lapartie scalaire du quaternion comme dans [38]. D'autres abordent la
robustesse du contrbleur face aux perturbations ou aux incertitudes paramétriques
[32,[2140].

Quel que soit le cadre mathématique utilisé pour modéliser le mouvement de
rotation, comme démontré dang[8], la topologie du mouvement de rotation conduit
a ne pas étre en mesure de construire des lois de commande linéaires continues inva-
riantes dans le temps, statiques ou dynamiques, globalement stables pour le contréle
d'attitude d'un objet rigide. Pour atteindre des propriétés de stabilitéglobale il est
donc nécessaire de chercher des contrdleurs non linéaires ou hybrides.

Dans cette thése, nous proposons une structure de commande de déviation a
une trajectoire théorique similaire aux approches Proportionnel Dérivée avec injec-
tion d'une commande optimalemais avec comme nouvelle proposition de gérer de
maniere continue I'ambiguité de signe de ladouble couverture Cette opération est
faite par une multiplication continue des termes qui doivent changer de direction
lors d'un demi-tour de l'objet, par la partie scalaire du quaternion. Cette structure
de contréleur permet d'obtenir une propriété de stabilitgpresqueglobale.

En n, nous utilisons les nouveaux outils d'analyse LMI développés dans le cha-
pitre (3| précédent pour les systémes variant dans le temps, pour faire la synthese
d'un contrdleur localement stable, avec plusieurs intégrateurs pour étre en mesure
d'annuler di érents pro Is de perturbations, en répondant a un cahier des charges
multi-performance.
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4.2 Modeéele de déviation d'attitude

4.2.1 Principe Fondamental de la Dynamique

Le modele mathématique décrivant la dynamique du mouvement de rotation est
une partie du Principe Fondamental de la Dynamique (PFD) représenté sur la -
gure[4.2. Dans cette thése, nous étudions uniqguement le contréle du mouvement de
rotation, le contréle du mouvement de translation étant supposé traité séparément.

Figure 4.2 Principe Fondamental de la Dynamique (PFD) appligué a un objet
rigide quelconque.

Le Principe Fondamental de la Dynamique pour le mouvement de rotation est
dé ni par le systeme d'équations di érentielles suivant :

8 1

2do _lg dg,

/. o 58 Sq(0) 4.2)
23,200 4 g 00y o= Cact, + Cexty

dt

Avec toutes les variables sans index exprimées dans le référentiel terrestre, toutes
les variables avec l'index," exprimées dans le référentiel en mouvement lié a I'objet
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rigide, et avec :

l'attitude instantanée représentée par le quaternion unitaire

0 1
q= BPK =
Qv

1 0 1
cos(:OZ) 1
Nx
=5 2 R* (4.3)
E sin(=2) %nyEE
n;

correspondant a une rotation de I'objet d'un angle autour de l'axe dé ni
par le vecteur unitairen = (ny ny n;)> 2 R3. La position d'attitude sans
I'ambiguité de ladouble couverturepeut étre dé nie par : sign(c,)qy -

£ & L2 &

0 1
G & &
Pour rappel des notations S4(q) = % k& G Oﬂg = @pls+ Sv(av)
& G G

I , 2 R3 est le vecteur de vitesse de rotation,

Cacty; Cext, 2 R® sont respectivement les couples appliqués par les actionneurs
et I'environnement extérieur (trainée de l'air, objets ou murs en contact avec
l'objet).

La deuxieme équation est intégralement exprimée dans le référentiel du corps
rigide en rotation pour que l'inertie J, apparaisse comme une constante. Dans ce
référentiel, les entrées sont également directement égales aux actions des actionneurs
(actionneurs attachés a l'objet en mouvement). On suppose avoir un objet compléte-
ment commandé, c'est-a-dire des actionneurs agissant indépendamment sur les trois
composantes du vecteur d'entrée de comman@y;, .

4.2.2 Représentation d'état du modele de déviation

On suppose maintenant que I'objet doit suivre une trajectoire théoriquement
réalisable comme représenté sur la gufe 4.3.
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Figure 4.3 Suivi d'une trajectoire théoriquement réalisable (I'étude porte uni-
guement sur le controle temps-réel de l'attitude de I'objet).

Le probleme decommande optimalgcf. [5]) est considéré résolu pour le sys-
teme (4.2) théorique, avec une inertie théoriqué,, sans aucune perturbation
externe Cex, = 0), menant a la dé nition d'une trajectoire théoriquement
réalisable @ , ! ,) avec son entrée optimaleC,,, solution de (4.2) :

% 0 1

da) _1g g,

Hooo d 275y C (4.4)
ngd(;tb) + SV(I b)‘]b! b = C:actb

Toutes les valeurs théoriques sont notées avec un exposant

Le probleme decommande optimalanenant a I'élaboration d'une telle trajectoire
théorique n'est pas traitée dans cette thése : nous considérons uniquement le fait
que la trajectoire est solution de I'équation[(4]4) et que l'objet et ses équipements
embarqués (capteurs, actionneurs, calculateurs) sont dimensionnés pour pouvoir la
réaliser.

Nous souhaitons asservir en temps-réel I'objet autour de cette trajectoire d'at-
titude selon la méthode exposée en préliminaire et résumeée par le schEmp 2.5 page
[13. Ce schéma est reproduit de maniere simpli ée pour le contréle spécique de
l'attitude de I'objet dans la gure 4.4] suivante.
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Figure 4.4 Stratégie de controle du mouvement de rotation le long d'une tra-
jectoire théorique.
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Proposition 4.3: Modéle de déviation d'attitude

Le modele décrivant la dynamique de la déviation du mouvement de rotation
de I'objet décrit par (4.2), par rapport la trajectoire d'attitude théorique (4.4),
(cest-a-dire'? H ") a la représentation d'état suivante :

% X = A(x)x+ B(u+ w)
32

5 = C. (4.5)
y=
>
Avec l'état x = q7 1,> 2 RS et les matrices d'état :
0 1 0 1

e
Ao =B 2S“(q)X;B:%OQ;Cq: I 0 ;C = 0 Ig
0 o0 I

La partie scalaire du quaternion g, a l'intérieur de la matrice Sy(q') = gyl3 +
Sv(d,) dans la matriceA(x) est la fonction non linéaire de I'état solution de :

1

dq, [ 1.0 I3
— = | = _
gt 2qv Ly 4x %|3 OX X (4.6)

Elle respecte également la contrainte de norme unitaire du quaternion :

G+ ek i? =

Commentaire :La partie scalaire du quaterniorg, n'est pas considérée comme un
état du systéme.q, décrit entierement la position d'attitude de I'objet a I'ambiguité
de signe pres de lalouble couverturedu quaternion. Pour lever cette ambiguité,
I'état complet suivant est utilisé pour l'analyse des résultats :

= (sign(q))q; 1;7) 2 R® (4.7)

Une attention particuliere devra étre prise pour lire des courbes de. qui a un
comportement hybride lors du changement de signe dg (saut du signe des trois
composants du termesign(q,)qy dansxc).

Toutefois, I'ambiguité de ladouble couverturan'a ecte pas la dé nition du point
d'équilibre : le point d'équilibre est la valeur uniquex = (0 0 0 0 0 O), ce qui signi e
que I'objet est exactement sur la trajectoire d'attitude lorsque I'état originalx ou
I'état complet x. est nul.

Preuve : Le systéme de déviation d'attitude” est obtenu en e ectuant la "di é-
rence” (non linéaire du fait du quaternion) entre[(4]2) ef (4]4) donnant les dé nitions
de variables suivantes :
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|'état

>
X= ¢> !y> 2R®dénipar:
q, la partie vectorielle de I'erreur d'attitude au format quaternion cor-

respondant a :
0 1 0 10 1

=B %=q2q =87 VEB®E (4.8)
oy Qv Sq¢(0) Qv

avec l'opération ? correspondant a la multiplication de quaternions de
l'algebre des quaternions (cf. annexe|B). On peut aussi écrire cette re-
lation : q = g ?q, signiant que q est la correction de rotation a ef-
fectuer pour amener l'objet de l'attitude théoriqueq a l'attitude réelle
couranteq. L'objet est sur la trajectoire signiant q= q , si et seulement
sig =( 1000y, les deux valeurs double couverturg représentant la
méme attitude de référence correspondant a aucune correction de rota-
tion.

I, l'erreur de vitesse de rotation :
lp = Qq@)! = Qq(a)('s !p) (4.9)

La multiplication du vecteur de I'erreur de vitesse de rotation , = ! !
par la matrice de rotation Qq(q ) (cf. annexe@ pour le lien entre matrice
de rotation et quaternion) ne change pas sa norme qui est égalgj ;jj =
ji's i =ii'yii- Donc, quand!, = 0, on obtient!, = !, ce qui
correspond au fait d'étre sur la trajectoire de vitesse de rotation.

I'entrée de correction u dé nie de telle sorte que la commande de couple total
Cact, de (4.2) soit égale a:

Cactb = Jpl,t Sv(! b)Jb! b
+Sv(lp)2I,  Tr@pls)! p+ Sv(l p)dp! (4.10)
+ J,Qq(q) tu

Nous pouvons remarquer que en dehors du terme de correctioret de I'er-
reur de vitesse de rotation! ,, (obtenue par mesure et fusion de données), la
commande complete est fonction uniquement de paramétres théoriques, donc
connus, correspondant a la description de I'objet théoriqug, et de la trajec-
toire théoriqueq et! .

I'entrée de perturbation w=w + wey telle que :

w est I'entrée de perturbation interne générée par l'approximation du
systéme par un modele théorique e ectuée lors du calcul de la commande
optimale C,, avecJ, = Jp Jp :
h
w = Qq(q)Jy ! oty Sv(lp) !y
S(1p)2 o Tr( Ils)l s Sv(ls) ol

JpQq(a) u
(4.11)



66 CHAPITRE 4. APPLICATION AU CONTROLE D'ATTITUDE

Nous pouvons remarquer que :

- s'il 'y a aucune incertitude Jy, = J, J, = 0, alors cette entrée est
nulle (w =0),

-si Jy, 6 0 et si la trajectoire théorique est une rotation a vitesse
constante ( , = constante), alors I'entrée de perturbation est au moins
égale au biais constantSy (! ;) Ju! ,, plus les autres termes variables

fonction de l'erreur a la trajectoire! ,, et de I'entrée de correctioru.

-si Jy, 6 0 et si la trajectoire théorique est une rotation a vitesse en
rampe ( , = ! 1t, ! 1 2 R non nulle), alors I'entrée de perturbation est au
moins égale au terme e®y (! 1) Jp! 1t?, plus les autres termes variables

fonction de l'erreur a la trajectoire! , et de I'entrée de correctioru.

Jp ne pouvant étre strictement nulle pour un systéme réely va donc
engendrer une entrée de pertubation non nulle méme si I'objet est exac-
tement sur la trajectoire des que l'objet sera en mouvement ( 6 0).
Pour une trajectoire trées dynamique avec de fortes variations dg,, la
perturbation sera d'autant plus dynamique du fait du produit vectoriel.

Wext €St I'entrée de perturbation externe due aux interactions avec l'en-
vironnement (trainée aérodynamique, vents, contact avec obstacles) :

Wext = Qq(q)Jp 1Cextb (4.12)

De maniere générale, en vol libre dans l'air, sans parler d'éventuels im-
pacts sur des obstacles, la norme de cette entrée sera d'autant plus im-
portante que la vitesse de rotation , est grande.

la sortie de performance de suivi de trajectoire z; correspondant a la déviation
d'attitude d, .

la sortie de performance de suivi de trajectoire z, correspondant a I'écart de
vitesse de rotation! , .

les mesures y = x considérées disponibles via des capteurs physiques embar-
qués et un post-traitement de fusion de données (exemple du Itre de Kalman
pour l'attitude [37]). g, est également disponible grace & (4.6).

Avec cette dé nition du modele de déviation, nous pouvons donc rechercher une
structure de contrdleur de retour d'état qui rendx = 0 un point d'équilibre stable
asymptotique du systéme, en répondant a des exigences spéci ques, telles que dé -
nies dans le chapitre précédent. Nous pouvons notamment utiliser I'heuristique 3.15
qui consiste a garantir que l'attitude reste a l'intérieur d'un tube de tolérance d'écart
angulaire  autour de la trajectoire d'attitude (jjzqjj < sin( =2)) pour la pire des
man+uvres opérationnelles, permettant & la matrice d'éta(x) de rester bornée a
I'intérieur d'un polytope sur lequel on peut faire la synthése de ce retour d'état.
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4.3 Synthese de contrbleurs

4.3.1 Préliminaires

Comme le con rme la preuve du lemmé 4.5 ci-dessous, malgré le couplage des
trois directions des vitesses de rotation ddi au term®, (¢, ) dans la matriceA(x), le
systéme de déviation® est homogéne dans les trois dimensions de I'espéxgy; z).
Ainsi, il est possible de simplier le systéme’\ dé ni par (4.5) d'ordre 6, en un
systémeréduit d'ordre 2 comme suit :

On nomme par systémeaéduit du systéme” décrit par (#.5) le systtme du
second ordre non linéaire du dé ni par :

% X, = A (%)% + Br(ur + W)

=C
A A T e (4.13)
E z, = C X
TV = X

Avec l'état réduit x, = (q, !,)> = (sin( '=2) -)> 2 R? la commande
réduite u, 2 R et la perturbation réduite w, 2 R correspondant aux projec-
tions scalaires des entrées d'origineet w sur I'axe instantanén’ (n'(t) étant
le vecteur d'orientation instantané dé ni par ¢, = sin( "=2)f); et avec les
matrices :

0 1 01

0 1=2q, 0
Ar(xr):% OOX;Brngg;cqr: 1 0;G,= 01
0 O 1
et avec toujoursd, solution de :
. 1 . 1.g0
Q= éq\,r! b = g% ) lgxr (4.14)

qui respecte également la contrainte de norme unitaire du quaternion :

G+, %=1
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Lemme 4.5: Contrble d'attitude scalaire

Un retour d'état variable dans le temps
u = kp(t;xr)  ka(t;xe)IXes Ko(t; X ) ka(t; X)) 2 R

rend x, = 0 asymptotiquement stable pour le systemeéduit (4.13) et
Vi (%) = X7 Pe(t; %)X, avec P, (t;x,) 2 R? 2 une matrice symétrique po-
sitive dé nie variant dans le temps, est une fonction de Lyapunov qui le dé-
montre,

si et seulement sile retour d'état

u=[ kp(t;x)lz  Ka(t;x)Is]x

rend x = 0 asymptotiguement stable pour le systeme de déviation original
(4.5) et la fonction de Lyapunow (t;x) = x” P (t;x)x avecP (t;x) = P (t;x)
| 3 est un certi cat.

Commentaire : ", correspond a la projection instantanée dé sur la direction
du vecteur unitaire A (t), c'est-a-dire a I'objet en rotation autour de I'axes (t)
guelconque dans l'espace, qui devient constant égal a sa valeur initiale. Cet axe de
rotation mene I'objet en une seule rotation du point courant au point d'équilibre.
Ce systeme correspond aussi au probléeme de contrdle a une dimension d'un objet
tournant autour d'un seul axe xe.

Le systéme "complément{” ", n") pourrait étre dé ni pour étudier spéci -
guement I'in uence des perturbations sur la projection instantanée des trajectoires
sur la tangente aux équipotentielles de position d'attitude, , c'est-a-dire la projec-
tion des trajectoires orthogonalement a la direction menant en ligne droite du point
courant au point d'équilibre.

Preuve : Notons que la matrice d'étatA(x) de (4.3) peut étre décomposée
comme suit :

Ax)= A (x) 13+ Av(x) (4.15)
Avec le produit de Kronecker et avec :
0 1
A, = B0 F2S(d)g
0 0

qui véri e pour n'importe quelle matrice symétriqueP (t;x) = P, (t;x) |3 avec
P (t;x) 2 S?:
x> (Ay ()™ P(t;x) + P(t;x)Ay (x))x =0 (4.16)

En e et en développant cette équation en prenant en compte qus, (¢,”) =



4.3. SYNTHESE DE CONTROLEURS 69

Sv(g,) est antisymétrique, le terme de gauche est égal a :
] 1 1 ] 1

(q'\',>l"> 0 0 p11(t;x)ls plz(t:X)ls. . p11(t;x)l3 plz(t;x)|3. 0 1=25v(q'\',). by
b 1:25v(ql\'/) 0 p2(t;x)ls  pa2(t;x)l3 pr2(t; X))z paz(t;x)l3 0 0 'b
P11,,. "> woy o P12,.. "> " "
= 7(t,x)! b Sv(ay)ay 7(t,X)! b Sv(a)!yp
P11 ,,. " woom pi2,.. s .o
+7(I,X)QV>SV(Q\/)! bt 7(LX)! b Sv(a)!y
=0

en remarquant queSy (g, )V réalise un produit vectoriel deg, avecV 2 R3, et
donc par conséquensy (q,)d, =0 et Sy(q,)! , est orthogonal aq, et!, :

a,” Sv(d,)!p =0,

'y 7Sv(ay)!y =0.

Ces propriétés font que la matricely (x) s'annule dans la dérivée d'une fonc-
tion quadratique de Lyapunov de la formeV(t;x) = x> P(t;x)x avec P(t;x) =
Pr(t;X) ls, Pr(t;x) 2 S.. 2 et on obtient bien I'équation (4.16).

Ce qui méne au résultat :
VL= x7 (A(X)” P(t;x) + P(t;x)A(X) + P(t;x))x
VL=x" (A/(X)” P (t;x)+ P (t;x)A (X)+ Pe(t; X)) 13 x
\L < 0 si et seulement s\ < 0O, le lemme est prouvé.

Commentaire :Nous pouvons remarquer qu'en multipliant a gauche la premiére
ligne de I'équation di érentielle de [4.5),d, = 1=2(q;ls + Sv(d,))!p , par 2q, , le
terme Sy (q,) disparait donnant :

dijq,ji?=dt= qq, !,

Par conséquent le termeSy (q,) dans la premiére équation di érentielle de[(4]5) ne
change pas la norme dg,, c'est-a-dire la distance au point d'équilibre. Il correspond
a une rotation orthogonale a la direction menant a la déviation nullg;, = 0, ce qui
est cohérent avec sa disparition dans la dérivée de la fonction de Lyapunov.

Grace a ce lemme, nous pouvons donc chercher des structures de lois de com-
mande pour le contréle d'attitude similaire a un contréleur "Proportionnel Dérivée"
en la déviation de position d'attitude ¢, et en I'écart de vitesse de rotation
(les parametres sont noteek, comme un gain "Proportionnel” ekqy comme un gain
"Dérivée"), en e ectuant l'analyse de stabilité sur le systemeduit.

Cette structure de contrbleur est semblable aux approches de contréle d'attitude
fondées sur le quaternion couramment développées dans d'autres travaux, comme
dans [55], qui sont des combinaisons linéaires constantes des erreurs de la partie
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vectorielle du quaternion et de la vitesse de rotation, aprés injection des termes de
cinématique non linéaire.

Comme expliqué au déebut de ce chapitre et démontré dams [8], le probleme to-
pologique de ladouble couvertureconduit a ne pas étre en mesure de construire une
loi de commande linéaire continue invariante dans le temps, statique ou dynamique,
globalement stable pour le contrble d'attitude d'un objet rigide.

Ainsi, une loi de contrdleu = k,q, kq', , avecky; kg 2 R deux constantes,
ne pourra pas rendre le point d'équilibrex = 0 globalement stable pour le systeme
™ (ou le systémeréduit ;) en boucle fermée avec cette commande

En s'inspirant de la stratégie de controle hybride relativement connue aujour-
d'hui, développée dans[38], permettant d'obtenir une propriété de stabilité globale
du contrble d'attitude, nous recherchons dans le paragraphe suivant a reproduire la
méme opération "d'inversion du sens" de la commande de rotation au passage du
demi-tour, mais cette fois de maniére continue.

4.3.2 Retour d'état non linéaire presque globalement stable

Comme exposée dans [38], la commande hybride prend en compte le signe de
la partie scalaire ¢, du quaternion pour inverser de maniere discréte le sens de la
commande liée a l'attitude, au moment du changement de signe de qui indique
le passage du demi-tour :

u= khg, Kk p

avech =+1 quandq, > 0,eth= 1quandg, < 0, avec un hystérésis sur le seuil
du passage autour dej, = O pour éviter des changements de signe intempestifs
entre +1 et 1 autour des points d'équilibre instable, qui pourraient étre générés a
cause de I'échantillonage du calculateur lorsque I'objet se retrouve a faible vitesse
autour de ces points (appartition de cycles limites autour des points d'équilibre in-
stable pouvant étre appelés "bagotements").

Ici on reproduit la méme opération d'inversion de la commande de maniére conti-
nue en multipliant par g, les termes dont le signe doit étre inversé dans le retour
d'état :

u= Kooy Kalyp

d, est du signe nécessaire a l'inversion de I'ambiguité de signe dddable couver-
ture et est égal a 1 en valeur absolue au point d'équilibre. Il remplace exactement le
réle de l'inverseurh de la commande hybride mais en faisant cette fois-ci I'inversion
de signe de maniére continue, pour obtenir une propriété de stabilppéesqueglobale.

La dé nition de stabilité presqueglobale est reprise de[42] :
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Un systéme autonome dé ni parx = f(x), ouf : R" 7! R" estC! (su sant

pour assurer l'existence et l'unicité des solutions au probleme de la valeur
initiale) et f (0) = 0, est presqueglobalement asymptotiquement stable si
toutes les trajectoires sauf un ensemble réduit de mesure de Lebesgue nulle
convergent asymptotiguement vers l'origine.

Proposition 4.7: Retour d'état non linéaire presque globalement

stable
Un retour d'état non linéaire de la forme :

ux) = kpagy Kka'p, = K(X)x (4.17)
Donnant le systéme non linéaire en boucle fermée sans perturbations<0) :

C X = sk(x)x = (A(x) + BK gx)) X
0 1=2 S,(q' 4.18
_ %) " q(d )g « ( )

kpq)| 3 kd| 3

avec K(x) = ( kpgls kal3), kp;ka > O deux constantes scalaires,
rend ce systeme en boucle fermgmesque globalement asymptotiquement
stable pour I'ensemble compact invariant dé ni parW = f0;Xg, avec

X = fx = (00 OF jijdjj = 1g.

Commentaires : est un systeme périodique pour lequel les attitudes correspon-
dant exactement a un demi-tour de I'objet dans n'importe quelle direction depuis le
point d'équilibre x = 0, ensemble de position d'attitude dé ni parX (jjq,jj = 1),
sont des points d'équilibre instables avec le controleur dé ni paf (4.17) (cet ensemble
équivaut a la conditiong, = ¢, = 0).

q, est égal a 1 en valeur absolue au voisinage du point d'équilibre, donc sans e et
lorsque le systeme est a I'équilibre, ce qui nous permet de conserver les performances
du contréleur statique original localement au voisinage du point d'équilibre.

A l'opposé, lorsque I'objet est a I'envers, l'autorité de ce contrdleur pour rame-
ner l'objet au point d'équilibre diminue jusqu'a disparaitre aux points d'équilibre
instable (g, = 0 donc kyg,g, = 0). Il n'y a donc pas de problématique de cycle
limite ("bagotements™) autour des points d'équilibre instable et donc pas d'hystéré-
sis a mettre en place pour I'éviter avec ce contréleur continu, mais les performances
temporelles peuvent étre trés ralenties au voisinage de ces points.

Toutefois, ces points d'équilibre instable sont a I'opposé du tube de tolérance
de suivi de trajectoire dans lequel le contréleur doit maintenir I'objet (c'est-a-dire
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probablement loin du dimensionnement de la plage des actionneurs). Ainsi, cette
structure de contrdleur pourrait étre une stratégie intéressante pour gérer conting-
ment la saturation des actionneurs.

Preuve : La preuve de la proposition 4]7 est e ectuée en utilisant les propriétés
de stabilité asymptotique presqueglobale telles que dé nies dans [42], précédem-
ment mentionnées comme le dual du théoreme de stabilité de Lyapuniovl[49], qui est
un dérivé du théoréme de stabilité de Lyapunov [36] pour les systemes a plusieurs
équilibres ou ensembles invariants.

Nous utilisons précisément directement le résultat dérivé récent présenté dans
[20] qui est une relaxation des conditions de Stabilité-d'Entrée-a-Etat (Input-to-
State-Stability, ISS) pour les systémes périodiques multi-stables, qui nous dit, pour
résumer, qu'il sut de trouver une fonction de Lyapunov strictement négative par-
tout sauf sur I'ensemble invariant ou elle s'annule pour démontrer que le systeme
est presqueglobalement asymptotiguement stable (I'exemple dans[20] est précisé-
ment la démonstration de la stabilitépresqueglobale du probléme du contrdle du
mouvement de rotation autour d'un axe xe équivalent au systemeéduit (4.13)).

En utilisant le lemme[4.% et en s'inspirant des matrices de Lyapunov des systémes
LTI dé nis dans I'annexe [Al page[ 10B, on peut dé nir pour tout 2]0; 1|, la classe
de fonctions de Lyapunow (x) = x”P(x)x avec la matriceP(x) ane en ¢, égale

a:
0 1

8 (2 + 4 k Da 2K adhlag
2K gl 5 I3

P(x) = (4.19)

En rappelant queq, 2 [ 1;1] P(x) est bien dé nie positive quels que soient
Kp; Ka > O et quel que soit  2]0; 1]

La dérivée de la fonction de LyapunoW (x) pour les trajectoires du systeme en
boucle fermée[(4.18) est égale a :

VL(x) = X [@(X)>P(X)+ P(X)A(x) + P(x)]x .
"2
= B 4k pkatls 0 Kx 8k 4(g)? (4.20)
0 21 qo9)ls
<0 8x2W

\L est strictement négative partout sauf pour toutx 2 W ou elle s'annule. A par-
tir des résultats de[20], nous pouvons conclure gifeest une fonction ISS Lyapunov
qui démontre la propriété de stabilité asymptotiquepresqueglobale du systeme en
boucle fermeée.
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Représentation physique du contréleur presque globalement stable

La gure f.5 représente un assemblage physique équivalent a I'action du contré-
leur non linéaire [4.1}) pour le probléme du controle de rotation autour d'un axe
xe, c'est-a-dire le systemeréduit .

Figure 4.5  Assemblage physique équivalent au comportement du systénméluit
. en boucle fermée avec le contréleur (4]17).

Le systéme en boucle fermée avec la structure de controlefur (4.17) est assimilé
au mouvement d'un cylindre bleu d'inertie normalisée égale a un, qui tourne a l'inté-
rieur d'un cylindre gris xe avec un coe cient global d'amortissement de frottement
kg. Un ressort de raideurk, attaché aux deux points de chaque cylindre devant
coincider, raméne le cylindre bleu en rotation a l'attitude requise dans le cylindre
gris xe. Nous pouvons constater que si le cylindre bleu est positionné sans vitesse
initiale exactement de telle sorte que le point bleu soit diamétralement opposé au
point noir, c'est-a-dire au point d'équilibre instablex, alors le ressort sera tendu
sans ramener d'un c6té ni de l'autre, le point du cylindre bleu sur le point noir :
cela illustre bien le point d'équilibre instable et la stabilitépresqueglobale de cette
structure de contréleur.

Plan de phase du systéme réduit en boucle fermée

Une représentation dans le plan de phase du systeméduit (4.13) en boucle fer-
mée avec le contréleuf (4.17) tracant I'évolution de I'état complet. = ( sign(q,)q, !, )
dé ni par (4.7) depuis di érentes conditions initiales, est donnée gur¢ 46.
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Figure 4.6 Plan de phase pour le systemaéduit , en boucle fermée avec le
contrdleur non linéaire [(4.1f) avedk, = 2 et kg = 1 : courbes bleue et verte sont
des trajectoires depuis des C. I. quelconques convergeant asymptotiquement vers
le point d'équilibre stablex. = 0 ; les deux trajectoires en rouge correspondent aux
deux trajectoires symétriques (I'objet pouvant tourner dans les deux sens) de mesure
nulle conduisant aux points d'attitude d'équilibre instablex, = ( 1 0) .

Une attention particuliére devra étre prise pour lire la gurd 4.6 : elle représente
I'évolution de I'état completx. qui a un comportement mathématique hybride. Ce-
pendant cette singularité mathématique ne représente aucun comportement physique
discontinu : avec la dé nition du quaternion, une rotation compléte correspond pour
o, au segmenf 1;1] et la multiplication par sign(q,) fait faire un saut a la pre-
miére composante de&. lorsque Il'objet fait plus d'un demi-tour. C'est une facon de
représenter la2 -périodicité du mouvement de rotation avec le quaternion.

Les deux trajectoires en rouge menant aux points d'attitude d'équilibre instable
sont obtenues par intégration du systeme théoriqueeduit , sans perturbation
(w, = 0) en remontant le temps, a partir de points au voisinage des équilibres
instables. Ces trajectoires donnent I'ensemble des conditions initiales menant aux
points d'équilibre instable. Le moindre écart sur les conditions initiales ou la moindre
perturbation le long de ces trajectoires entrainera le systéme a converger vers le point
d'équilibre stable.

4.3.3 Retour d'état invariant localement stable

Si une loi de contrdleu = kyd, k¢!, , aveckp; kg 2 R deux constantes, ne
pourra pas rendre le point d'équilibrex = 0 globalement stable (nipresque engen-
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drant éventuellement desphénomenes de déroulemgnpour le systeme [(4.p), elle
permet néanmoins d'obtenir une propriété de stabilité locale autour de la trajectoire :

Proposition 4.8: Retour d'état localement stable

Un retour d'état statique du type
u= kpq, Kkayp (4.21)

aveckp; kg > 0 deux constantes, rend le point d'equilibrex = O localement
stable pour le systeme[(4]5) en boucle fermée dont la matrice d'état est :

0 1

1 .
A(X) = %) 354(d )g
Kol 3 kgl 3

Preuve : La preuve de stabilité locale est faite pour le systénréduit ,, qui,
grace au lemme¢ 4|5 pade 68, s'applique au systéme original

La matrice d'état du systemeréduit en boucle fermée est :
0 1 0 10 1

A(x,) = % 0 1:200£ _ EDOD O& % 0 1:22 _ I(q"))AO
kp kd 0 1 kp kd

La matrice d'état constante A° est Hurwitz avecky; kg > O (cf. critere Routh-
Hurwitz de stabilité [23]). Il existe donc une matriceP 2 S2, constante, certi cat
de stabilité de Lyapunov du systeme = A°x, telle que :

PA°+ AP =Q° 0

Nous montrons maintenant que la fonctionV (x,) = x; Px; avec cette méme
matrice P constante est une fonction de Lyapunov du sytéme réduxt, = A, (X)X,
pour un voisinage du point d'équilibre. En calculant la dérivée de cette fonction
pour les trajectoires du systéeme réduix, = A;(X;)X, on obtient :

PA: (X)) + A7 (/)P = P1(g)A°+ A% 1(q,)P = Q(d)

qui est donc une fonction matricielle a ne eng, qui vérie Q(1) = Q° 0.

Par continuité de la fonctionQ(q,) a ne en g, q, étant égal a 1 au point d'équi-
libre x = 0 (1 (q,) = | au point d'équilibre), il existe donc un voisinage dej, = 1
dé ni par g, 2 [q, ;1], g, 2]0;1[ pour lequel l'inégalité suivante est véri ée :

80, 2 [0, ; 1} PA(x/)+ AT (x,)P = Q(q;) O

La fonction V(x;) = x; Px; est donc une fonction dont la dérivée pour les trajec-
toires de , est strictement négative pour un voisinage du point d'équilibre, = 0.
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La fonction V(x,) ainsi dé nie est donc une fonction de Lyapunov qui démontre la
stabilité locale du systéeme .

Par le lemme[ 4.5, le systéme en boucle ferméeest donc localement stable au
voisinage du point d'équilibrex = 0, correspondant aq, 2 [q, ; 1], avec la matrice
d'état variable évoluant dans le polytope correspondant.

Commentaires :Ce type de loi de commande peut donc trés bien sure si on
suppose que l'objet ne sortira jamais du tube de tolérance d'attitude autour de la
trajectoire, sans jamais faire de demi-tour sur lui-méme.

La stabilité locale est démontrée pour une valeur maximale d'écart a la trajec-
toire correspondant a une borng, 2]0; 1] c'est-a-dire pour un écart d'attitude par
rapport a la trajectoire strictement inférieure a un demi-tour dans n'importe quelle
direction. Rappelons queqg, peut évoluer dans[ 1;1](cf. gure B.1]page[112 de
I'annexe[B) : si l'objet fait plus d'un demi-tour sur lui-méme,q, change alors de
signe et le retour d'état statique ne garantit plus alors de stabilité du point d'équi-
libre x =0, desphénoménes de déroulemepbuvant notamment avoir lieu.

Le systeme [(4.5) avec ce retour d'état invariant en boucle fermée rentre donc
exactement dans le cadre du chapitrg| 3 précédent. Il est donc possible d'utiliser
les résultats de synthése LMI du chapitre précédent pour faire la synthése de ce
retour d'état statique localement stable le long de la trajectoire, pour un tube de
tolérance d'attitude donné, en l'ayant au préalable augmenté d'intégrateurs pour
annuler d'éventuelles erreurs statiques ou de trainage.

Pour illustrer le détail du modele augmenté de N intégrateurs, comme donné de
maniére générique par la dé nition 3.2 page 28 pour les systéemes variant dans le
temps, nous donnons ici sa dé nition détaillée pour le contréle de la déviation de
I'attitude :
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Le retour d'état (4.21) augmenté deN 2 N intégrateurs est dé ni par

Un (Xn) = ki v Koy Kaw, (4.22)
j=1

avec |'état augmenté dé ni parxy = ( V o V q> w, >)> 2 R3@N)
donnant le systeme non linéaire[ (45) en boucle fermee sans perturbations
(w=0):

N & XN = AN (XND)XN
0 1
0 I3 0 o 0 0 0
0 0 I3 o 0 0 0
= 0 0 0 I3 0 0 XN
0 0 0 n 0 I3 0
0 0 0 = @ 0  1=25(q)ls
kiy 13 Kiy .13 Kiy ,l3 ki I3 Kpl3 kgl 3
(4.23)

Comme le modéle de déviation dé ni par (#.5) que nous souhaitons asservir
posséde une entrée de perturbatiow = w + wey li€ée aux incertitudes de modé-
lisation et aux actions de I'environnement extérieur sur l'objet, nous aurons néces-
sairement une erreur statique avec une structure de correcteur de retour d'état. De
plus, si la trajectoire théorique a suivre est tres dynamique, avec des variations de
vitesse de rotation importante, I'entrée de perturbations liée aux incertitudes et aux
trainées de I'air sur I'objet peuvent générer des erreurs de trainage du premier ordre,
voire d'ordre supérieur.

En application directe du paragraph¢ 3.1]1 du chapitre précédent sur la gestion
de la précision, il est donc nécessaire d'ajouter au minimum deux intégrateurs au
controleur original (4.21) pour annuler ces erreurs.

Cette stratégie de contrdle, qui n'a pas encore fait I'objet de cas concret d'ap-
plication, est & adapter en fonction de I'objet que I'on cherche a contréler et de la
nature de ses actionneurs, notamment leur saturation. Par exemple pour les satel-
lites, les actionneurs sont souvent des volants d'inertie pour lesquels I'application
d'une commande constante dans un sens, pour compenser un biais ou une pertur-
bation constante, n'est pas possible du fait de la saturation des volants d'inertie.

A priori, elle pourrait étre adaptée pour des objets tournant dans tous les sens
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avec de fortes dynamiques de rotation et des actionneurs ayant pleine autorité pour
toutes les trajectoires opérationnelles (saturation des actionneurs loin du domaine
opérationnel nominal du mouvement - par exemple pour des drones, des engins de
I'espace a venir tournant dans tous les sens,...).

Nous sommes donc maintenant en mesure d'e ectuer la synthése de ce type de
controleur (4.22) en utilisant la méthode du chapitre précédent pour garantir la sta-
bilité locale de I'objet autour d'une trajectoire d'attitude, dans un tube de tolérance
donnée, selon une spéci cation multi-objectif.

4.4 Reésultats et simulations

4.4.1 Spécications de l'asservissement
Le contrdleur doit permettre au systeme en boucle fermée de répondre aux spé-
ci cations suivantes le long de la trajectoire théoriquement réalisable :

1 . le systeme en boucle fermée ne doit pas avoir d'erreur statique en régime
permanent autour d'une attitude xe.

- . le systeme en boucle fermée ne doit pas avoir d'erreur de trainage lors de
phase de rotation a vitesse constante.

5 | taux de décroissance supérieur & = —1-rad=s,
4 . taux de décroissance inférieur a, = %rad:s,

5 : coe cient d'amortissement supérieur & 2=2 (tan( ) 1),

6 . performance Norme-a-Norme entre I'entrée de perturbation et la sortie
z doit étre minimisée : o
Nz )2

Min —
w2l ;w60 JJWJ) 2

7 . l'attitude de objet doit rester a l'intérieur d'un tube de tolérance d'attitude
"2[ ;1 2]0; [ autour de la trajectoire théorique, équivalent &g, 2
[0 ;1] = [cos( =2);1]oujjavjj < g =sin( =2).
Cela correspond a la performance Impulsion-a-Créte induife,jj = jjavjj < q
pour tout X(0) = By ;B w= !phu B g2R;] gg=1:

ax

sup  jjzg(t)ii < q

t 0; q2R;j ¢j=1
garantissant que l'objet reste dans le tube de tolérance autour de la trajectoire
pour les conditions initiales opérationnelles les plus défavorables, considérées
ici comme l'attitude de I'objet est exactement sur la trajectoire et I'objet subit
un choc instantané lui donnant un écart de vitesse angulaire pire cdsy, .
dans n'importe quelle direction.
Elle correspond a laperformance dimensionnantede I'heuristique[3.15 qui
permet de borner la matrice d'étatA(x) dans un polytope, et ainsi de faire la
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synthése du retour d'état avec la démarche du chapitre précédent.

4.4.2 Parametres et outils

Pour les applications numériques, la commande d'entrée compléte (4.10) est in-
jectée dans le systéme non linéaire d'origing (#.2) avec les valeurs et hypothéses
suivantes :

J, = diag((0:025 Q03 002Y)),
Jp=Jy, + Jpavec J,= diag((0:1 0:1 01)”)J, (hypothése del0%
d'erreurs liées aux incertitudes de modeélisation),

la trajectoire ca'b_le (q (t);! ,(t)) est une rotation a vitesse constante autour de

laxen=1= 3 (11 1) avec (t)=1t,

le tube de tolérance autour de la trajectoire a pour amplitude = 0:635ad(’

36° = 0:1tr), donnant les plages d'évolution pour le quaterniond, 2 [0:95; 1]
etjia,ji < q =0:31
[ min: max] =[0:1s;0:25], soit ;= 1lOrad=set , = 5rad=s,

L'objet subit une déviation impulsionnelle de la trajectoire a t = 1s telle que

x(1)=@©00 ', (1 11)) avec! . =lrad=g( ).

3 max

Pour répondre aux exigences d'annulation d'erreurs; et ,, nous considérons
la synthése d'un retour d'état pour le systeme de déviation d'attitude augmenté de
deux intégrateurs :

Le systéme de déviation d'attituderéduit dé ni par le lemme [4.5 pagd 68
augmenté de deux intégrateurs a pour représentation d'état en boucle ouverte :

0 1
010 0
A 0 01 0
ot X, = Arz(xrz)xr2 + Bu = & X, + Bu (4.24)
0 00 F2q,
0 0O 0

avec |'état réduit augmenté de deux intégrateur;, = ( 2, 1, G, ') =
(2 1 sin( '=2) -)> 2 R4 et q, toujours solution de la méme équation
di érentielle ( d = %q\,r! » » Fespectant la contrainte de norme unitaire
du quaternion : ¢,?+ ¢, 2= 1.

On peut dé nir pour ce systeme réduit augmenté les deux sommets du polytope
incluant I'évolution compléte de la matrice d'état,&rz(xrz) dans le tube de tolérance
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dénipar -:

0 1
010 O
001 O

A =

0 0 0 E2
000 O

(qui correspond au systéme linéarisé au point d'équilibre), et

0 1

010 0
A = 001 0
I "
0 0 0 kE2q
0 0O 0

Les scripts codés dans Matlab avec Yalmip du chapitre précédent et résolus
avec le solveur SDPT-3, correspondant aux deux théorémes de Lyapupov [3.17 et S-
Variable [3.20, sont utilisés pour résoudre le probléme de synthése 1 de retour d'état
sur le polytope a deux sommet&l et A2,

4.4.3 Synthése et simulations

Rappelons queq, évolue dans lintervalle[ 1;1] est égal al ou 1 au point
d'équilibre (double couverturg et est égal a0 quand l'objet a fait exactement un
demi-tour par rapport a l'attitude visée. Une recherche de la valeur minimale de
q, 2 [0;1] décrivant la largeur maximale du tube d'attitude dans lequel I'objet doit
rester pour que le probléme de synthése sur les deux sommé&fs et A2 ait une
solution pour les deux théorémes, est e ectuée par bissection. On obtient avec le
théoréme de Lyapunoy 3.77 :

q 051

c'est-a-dire la plageq, 2 [0:51;1] correspondant a la plage de déviation d'attitude
"2 [ 207rad; 2:07rad] ou en degré " 2 [ 118; 118).

Pour le théoréme S-Variabl¢ 3.20 avec les valeurs initiales des matriggs don-
nées par I'heuristiqug 3.23 pade b0, on obtient la méme plage pour

734

Le théoreme S-Variable devient par ailleurs faisable pour le seul somrﬁé]g] a partir

de la valeur 1:4. La réduction du pessimisme par l'augmentation de degrés de
liberté qu'apportent les S-Variable aurait pu faire penser qu'une plage plus large
de g, soit obtenue avec les S-Variable comparée a celle obtenue avec la premiére
approche de Lyapunov. La dépendance aux, et dans ce cas précis la nature "peu
variée" du polytope a deux sommets uniquement, font que le probleme S-Variable
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ne permet apparemment pas de trouver de solutions pour un polytope plus large
que l'approche de Lyapunov.

La spéci cation de largeur du tube maximale d'attitude devra donc étre dé -
nie pour qued, 0:51 L'amplitude = 0:635ad(" 36° = 0:1tr) donnée par
I'exigence ; , donnant les plages d'évolution pour le quaterniong, 2 [0:95; 1] et
jia/ii < g =0:31, est donc incluse dans la région de faisabilité des LMI et donnera
des solutions.

Résultats :

Les synthéses multi-objectif de contrdleurs par retour d'état sont réalisées en
utilisant les deux théorémeg 3.17 4t 3.0, et comparées a un placement de pdles
pour le systéme linéarisé :

pour le systeme LTI linéarisé x,, = (A[21r1+ BK ,)X,, le retour d'état de référence

est calaulé pour un placement des 4 péles a un taux de décroissance xé a
0= ] 1Ji) 2 = T:07rad=s (constante de temps , = 0:141s) et un taux
d'amortissement égal a 1 :

Ko=[ 5000 2828 600 283]

Analyse de la performance Norme-a-Norme de la boucle fermée;:,
2:5:10 3.
pour le théoréme de Lyapunov B.17 on obtient :

Ky =[ 9036 4011 7016 276]

Analyse de la performance Norme-a-Norme de la boucle fermée;:,
2:4:10 3.
pour le théoréme S-Variable B.20, on obtient les valeurs deKs et de per-

formances Norme-a-Norme pour di érentes valeurs dede I'heuristique[3.28
données dans le tableau suivant :

La valeur = 1000 est retenue pour tracer les réponses a une impulsion avec les
di érents correcteursK,, Kx et Kg sur la gure 4.7.
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Figure 4.7 Réponse libre de la sortiex(3) = gy du systéme de déviation non
linéaire en boucle fermée ;, depuisx(0) = (000 100q)" avec les di érents contro-
leurs.

Les méthodes LMI du chapitre précédent sont a nouveau validées sur cet exemple
par la cohérence des résultats obtenus pour les deux théoremes de Lyapunov et
S-Variable. Ces résultats montrent cette fois-ci une légere amélioration de la per-
formance Norme-a-Norme avec le contrbleur synthétisé par l'approche S-Variable :

1. =2:2:10 3 contre ;, =2:4:10 3, soit une amélioration8:3%.

Simulations du systeme non linéaire original :

La courbe de simulation précédente représente le comportement du systéme de
déviation en boucle fermée. Le probleme original que nous cherchons a adresser est
le contrdle d'attitude d'un objet quelconque, dont le modéle est donné par I'équation

#.2) page{ 6D.
L'étape suivante est donc d'injecter dans le systeme original (4.2) la commande
complete [4.10) pagé 65, pour rappel :

+Sv(tp)23y  Tr3p)la)! o+ Su(lp)dp! s
+ J,Qq(q) 'u

avec le contréleuru dont on a fait la synthese pour le modele de déviation.
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Pour rappel, d'aprés la construction du modele de déviation donné par la propo-
sition 4.3 pagg 64, le comportement du systéme réel original est équivalent a celui du
modele de déviation avec une entrée de perturbatioh (4]11) pgge 65 dont I'‘¢quation
est :

h
w = Qq(q )‘]bl Joly  Sv(lyp) oy
Sy p)2 3y Tr( Iy Sv(lp) Iy
JpQq(a) tu

Dans le cas présent, nous avons supposé un niveau d'incertitudé, de 10%sur
tous les axes pour le systeme réel. Une erreur d'orientation @drad du repére de
calcul de la matrice d'inertie est aussi ajoutée dans les simulations suivantes. Avec
les opérateursSy () représentant des produits vectoriels, ces incertitudes générent
un couplage complet des perturbations entre les trois directions x, y et z, daws.
Les corrections de la commande réinjectent également des perturbations dans le
systéme.

De plus, dés que la trajectoire a suivre est variable, soit qug, est variable,
I'expression dew montre que cette entrée devient d'autant plus variable et d'am-
plitude potentiellement importante.

Nous illustrons ci-dessous l'e cacité des contrdleurs par des simulations temps-
réel pour trois cas di érents :

le premier cas de simulation considere une trajectoire a vitesse de rotation
constante, dont le suivi de trajectoire est e ectué par di érents contréleurs
synthétisés par un placement de péles comme poki,, dont on augmente le
nombre d'intégrateurs,

le second cas de simulation considere une trajectoire de vitesse de rotation plus
complexe, avec des évolutions du vecteurs vitesse de rotation dans toutes les
directions, dont le suivi de trajectoire est e ectué par les mémes contréleurs
que le cas précédent,

le dernier cas de simulation considére la méme trajectoire de rotation complexe
que le cas précédent, mais avec les trois controleurs a 2 intégratekirs K x
et Kg dont on vient de faire la synthése.

Les deux premiers cas de simulation sont réalisés pour illustrer la fagcon dont
I'ajout d'intégrateurs permet d'augmenter le nombre de degrés de liberté du contré-
leur pour réaliser un rejet de perturbations de plus en plus e cace. Le dernier cas
de simulation permet lui de comparer les performances des correcteurs obtenus par
les di érentes techniques de synthése proposées dans cette thése pour une méme
structure de contréleur.

Le premier cas de simulation sur la gure 4.8 suivante présente donc une
trajectoire a vitesse de rotation constante, soit , constant, subissant a l'instant
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t = 1s un impact venant réinitialiser la vitesse de rotation a une valeur di érente
de la valeur courante (l'attitude, elle, n'étant pas changée). Di érents controleurs
(nombres d'intégrateurs) sont comparés pour réaliser ce suivi de trajectoire.

Figure 4.8  Suivi d'une trajectoire a vitesse de rotation constante avec 4 types de
controleurs di érents, tous réglés a la méme constante de temps et avec un coe cient
d'amortissement de 1.

Logiguement le contréleur Proportionnel Dérivée ne permet pas d'annuler l'er-
reur statique due au biais de la matrice d'inertie (courbe verte). Cependant, un seul
intégrateur ne permet pas non plus de faire converger l'erreur statique vers zéro.

Nous observons que 2 intégrateurs, puis 3 intégrateurs, améliorent la précision
de l'asservissement, sans toutefois garantir une annulation compléte de I'erreur en
régime permanent.

Les couplages des trois directions X, y et z dans la perturbatiam générés par
I'erreur de matrice d'inertie J, de 10%sur chaque axe, et par le terme contenant la
multiplication avec Sy! ,, sont sGrement a l'origine de l'incapacité des intégrateurs
a réduire strictement la déviation a zéro, la compensation de I'un sur un axe venant
perturbé l'autre sur un autre axe.

Le second cas de simulation propose le suivi d'une trajectoire beaucoup plus
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complexe comme représentée sur la gufe 4.9.

Figure 4.9  Trajectoire théorique d'attitude couplant des mouvements de rotation
di érents sur les trois axes.

Le choix est d'avoir des comportements de vitesse de rotation théorique trés dif-
férents sur chaque axe X, y et z pour que les composantes de la perturbation
soient le plus "aléatoires" possible.

La gure f.1Q représente le suivi de la trajectoiré , avec di érents types de
contrdleurs : deux Proportionnel Dérivée réglés a deux constantes de temps di é-
rentes en orange et en vert (la deuxiéme constante de temps correspondant a peu
pres a celle d&K,, la premiere étant deux fois plus lente), et un PID en violet réglée
a la méme constante de temps que le Proportionnel Dérivée le plus rapide. Ce der-
nier contréleur génére une trajectoire réelle pratiquement superposée a la trajectoire
théorique tracée en bleue.

La derniere gure[4.1] représente I'erreur de suivi de la trajectoire,, avec les
mémes contrbleurs que pour la gure précédenfe 410, plus un contrbleur a 2 inté-
grateurs (P(21)D) en bleu.

Cette derniere courbe permet de visualiser que la réduction du temps de réponse
du contrdleur Proportionnel Dérivée, tout en conservant un taux d'amortissement
égal a 1, permet logiquement de suivre d'autant mieux la trajectoire. En e et, plus
le contrbleur est rapide, plus il sera capable de réduire rapidement un écart qui ap-
parait du fait des variations de la trajectoire.
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Figure 4.10 Suivi de la composante! ,, de la trajectoire d'attitude de la gure
[4.9 avec di erents types de contrdleurs.

Figure 4.11 Erreurs de suivi de trajectoire d'attitude de la composantd ,, de
la gure .9 avec di érents types de controleurs.
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Cette gure illustre comment l'ajout d'intégrateurs permet de rejeter des per-
turbations variables. L'ajout d'un seul intégrateur, puis de 2 intégrateurs, permet
en e et de réduire a chaque fois I'amplitude de la déviation maximale a la trajectoire.

La gure représente les di érentes composantes de la commande complete
Cact,, SOIt :

la commande de référence identique a toutes les simulations notég, = J, !, +
Sv(!p)Ip! b

la commande liée a la correction du contréleur u pour lequel on trace le terme
u = J,Qq(q) *u pour étre homogene &, .

La partie non linéaire réinjectée dan<C,., correspondant au termeSy (! ,)(2J,
Tr(I)ls)! p + Sv(!p)dp! . elle, n'est pas tracée sur la courbe du fait qu'elle est
d'un ordre 10 fois plus petit queC,.

Figure 4.12 Commande de référence et correction de commande pour le suivi
de trajectoire d'attitude de la composante ,, de la gure avec di érents types
de contrbleurs.

Ces deux premiers cas de simulation illustrent bien comment I'ajout d'intégra-
teurs permet de rejeter davantage des perturbations variables.

Le dernier cas de simulation présente en n la comparaison entre les réglages
Ko, Kx et Kg, obtenus par les trois méthodes de synthese décrites au début de ce
paragraphe, pour le suivi de cette derniére trajectoire complexe avec une structure
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de contréleur a deux intégrateurs.

Figure 4.13 Erreurs de suivi de trajectoire d'attitude de la composantd ,, de
la gure @ avec les trois controleurK o, Kx et Ks.

Figure 4.14  Commande de référence et correction de commande pour le suivi de
trajectoire d'attitude de la composante! ,, de la gure avec les trois contréleurs
Ko, Kx et Ks.
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Ces derniéres courbes gures 413 et 4114 ne permettent pas d'illustrer claire-
ment le gain de performance Norme-a-Norme obtenue par I'analyse LMI du critére
sur le polytope encadrant le modéle de déviation{ pour K, a2:5 10 3; pour K
a2:4 10 3; pour Kg a 2:2 10 3). Les déviations a la trajectoire sont en e et trés
proches les unes des autres et sont décalées les unes par rapport aux autres dans
I'ordre inverse du gain de performance associé a chaque correcteur. Le couplage des
composantes X, y et z dans la perturbatiow et les rebouclages avec la commande
u et l'erreur ! * en sont peut-étre l'origine.
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4.5 Perspectives pour le contréle d'attitude

45.1 Résumeé

Dans ce chapitre, nous avons développé des contrdleurs par retour d'état invariant
dans le temps localement stable, respectant des spéci cations multi-performances,
potentiellement augmentés d'intégrateurs pour annuler di érents niveaux d'erreurs,
pour le controle de la déviation de l'attitude d'un objet quelconque autour d'une
trajectoire d'attitude théoriquement réalisable.

Les simulations permettent de montrer une légere amélioration des performances
des contrdleurs obtenus par I'approche S-Variable, sans pour autant les démarquer
véritablement. Les résultats sont toutefois cohérents entre eux et permettent de va-
lider I'application de la démarche du chapitre précédent aux systémes non linéaires.

Ces contrbleurs permettent de réaliser le suivi d'une trajectoire a l'intérieur d'un
tube de tolérance dé nie autour de la trajectoire théorique. Si l'objet est amené a
sortir du tube de tolérance, voire a faire un tour sur lui-méme, ces types de contro-
leurs invariant n'ont pas la garantie d'étre stables, et degghénomeénes de déroulement
peuvent apparaitre.

Pour remédier a ce probléme dans le cas d'un objet qui serait amené a e ectuer
des tours sur lui-méme, une structure de contréleur continu non linéaire par retour
d'état, au plus proche de la structure d'un retour d'état invariant, ayant la pro-
priété d'étre presqueglobalement asymptotiquement stable a donc été recherchée.
Trés proche de la structure du contrdleur hybride proposé par[38], la structure obte-
nue est équivalente au voisinage du point d'équilibre au retour d'état invariant. Elle
réalise par ailleurs de maniéere continue l'inversion du sens de la commande lorsque
I'objet fait un demi-tour sur lui-méme, permettant d'obtenir la propriété de stabilité
presqueglobale.

Pour ouvrir des perspectives, nous pouvons donc envisager di érentes stratégies
pour obtenir des contdleurs plus évolués ayant la propriété d'étesqueglobale-
ment stable, pour le contr6le de la déviation de I'attitude d'un objet autour d'une
trajectoire théorique.

Une premiere pourrait étre d'utiliser directement les deux résultats de ce chapitre
en couplant de maniere hybride [([10]) le retour d'état non linéairpresquegloba-
lement stable sans intégrateur lorsque l'objet est loin de la trajectoire d'attitude,
avec le retour d'état aved\ intégrateurs lorsque I'objet est a l'intérieur du tube de
tolérance permettant d'annuler les erreurs de suivi de trajectoire. Une di culté est
alors de gérer proprement la zone de transition, avec strement l'introduction d'un
hysteresis.

Une seconde stratégie, qui demande a nouveau une recherche théorique de fonc-
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tion de Lyapunov relativement importante, comme le montrent les conjectures qui
suivent ci-dessous, serait d'extrapoler le résultat de retour d'état non linéaipgesque
globalement stable avec I'utilisation du paramétre variablej, a des con gurations
de contréleurs aved\ intégrateurs qui permettrait d'obtenir un systéme en boucle
ferméepresqueglobalement stable :

Heuristique 4.11: Recherche de controleurs continus a N intégra-

teurs presque globalement stables

En appliquant le méme principe que pour le retour d'état non linéaire simple
(sans intégrateurs)presqueglobalement stable dé ni par I'équation ) :

W= kedd, Kl

on se propose d'étudier les possibilités d'inverser/inhiber contindment un &
un chaque intégrateur, par des multiplications de chaque intégrateur par un
puissance de la variabley,, pour essayer d'obtenir la propriété de stabilité
presqueglobale de la boucle fermée

U

Deux exemples de structures de systeme en boucle fermée a N intégrateurs avec
une proposition de pilotage des intégrateurs par des puissancesggeont données
ci-dessous sous forme de conjectures.

4.5.2 PID continu presque globalement stable ?

Une premiere proposition spéci que pour l'ajout d'un seul intégrateur, équivalent
a un contrdleur PID, est faite tout d'abord :
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Conjecture 4.1: PID presque globalement stable

Pour tous scalairesk,; kp; kq > O tels quek;, < kpkq, le correcteur Propor-
tionnel Intégral Dérivée de la forme :

ui(xs) = ki, '\'/1 2Ko0Oy koW, = Ki(X1)X; (4.25)

avec , l'intégrale de I'erreur d'attitude solution de : , = 2q,q,, I'état dé ni
par i x1 = ( v, G W, )~ 2 R? donnant le systtme non linéaire en boucle
fermée sans perturbationsw = 0) :

0 1

0 20,1 5 0
1% = Ag(Xq)Xq = 0 0 1=2 S(q)& X1 (4.26)
kils  2k,Ghla Kyl 3

rend ce systeme en boucle fermémesque globalement asymptotiquement
stable pour lI'ensemble compact invariant dé ni parW,; = f0;X;g, avec

X1=fx,=(000q00O0yjiicji=1g.

Commentaire : La boucle fermée du systeme rédui{ (4.13), correspondant au
contrdle d'un objet en rotation autour d'un seul axe xe, avec cette structure de
contréleur PID peut aussi s'écrire :

Z t
= Kk, . sin( )dt  kpsin( )  kg— (4.27)

Cette formulation fait apparaitre le choix d'avoir multiplié par 2 l'intégrale et le
terme de correction proportionnellek, pour revenir a une expression homogéne en
“etsin( ).

Ebauche de preuve : La matrice d'état en boucle ferméeA;(x;) peut étre
décomposée :

Al(xl) = R%l (q“))RzllAiRZl R%l (00) |3 + AV1 (Xl)

0 1
0 1 10 1 0
avecA(l’—%’ 0 E,Rzl 0 2 % Re: (%) = BO q (()E
ki,
0 4
Ay, (x1) = % 1—ZSV(qv)§
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Comme le montre le lemmeé 45, le termAy, (x;) ne réduit pas la distance au
point d'équilibre et disparait dans la dérivée des fonctions de Lyapunov.

Concernant la matriceA{, le critere de stabilité Routh-Hurwitz permet de dire
que cette matrice est Hurwitz si et seulement &, ; Ky; kg > 0 et ki, <kKq (cf. [23]).

Grace a cette décomposition, une premiére étape de démonstration de la stabilité
locale de ce contrdleur peut se faire comme la preuve du retour d'état invariant de
la proposition[4.8, par continuité d'un certi cat de Lyapunov quadratique constant
au voisinage du pointx; =0 (g, = 1).

Concernant la stabilité presqueglobale, la multiplication par g, de l'intégrateur
permet d'e ectuer la méme inversion continue du signe de l'erreur a intégrer lors du
demi-tour, et permet d'e ectuer le geage de l'intégrateur ¢, = 0) au point opposé
au point d'équilibre. Nous reproduisons ainsi les mémes inversions continues de signe
qui avait été faites pour le retour d'état simple sur le terme proportionnedj, pour
annuler le probléme de ladouble couverture

En utilisant la fonction de Lyapunov (4.19) construite pour démontrer la stabilité
presqueglobale du retour d'état simple :

0 1
%(ka +4 k D 2k dqog

2kd00 1

P(x) = I3 0

une tentative d'extrapolation de cette fonction a l'ordre trois en utilisant I'annexe
[A] page[108 a été faite pour démontrer ce méme résultat pour le PID, la derniere
candidate obtenue ayant la forme :

0 1
1ki kg + 2k3ay? 2(ki, + 2kpka)a, 2KpQy?
Pi(X1) = B2(ki, + 2kpka)gy 4((1  2)kpd? + 1k3) 2 1kqq, I3
o2 2 ke Q2

dé nie pour 1 2] ;1[tel que = ki,=(kpkq) 2]0;1[ (hypothese de la conjecture
4.7), et pour , 2]0; [ tel que , 2]0; [ (& calculer selon l'annex¢ A page

103).

Malheureusement, avec cette dé nition de fonction de LyapunoV; (1) = x3 P1(X1)X1
la dérivée n'est pas strictement négative partout en dehors d/; = fx; = 0;Xx; =

(0004, 000yjjjaji =19:

Va(X1) = X7 [A1(X1)” Pi(X1) + Pi(X1)A1(X1) + Ra(X1)]X1
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donne :
Va(x1) = O;ZXiRngOF\E)lel L
k2 0 2Ky
Gé(q"fWE,)Xi% 0 41 2k O gxl
2Kp 0 1
0 1
0 Ko+ 2kokq O
(4 Wy)X3 %kil+ 2kpKg 0 1kd§ X1
0 1Kg 0
0 1
2 skoki, 0 0
avecQ, = % 0 2(1 ( + 2)kdkp 0 g 0
2(1  1)kq

Le premier terme est strictement négatif pour toute valeur d&; 2W, = fx; =
O;x; =(000¢q,000Y :jjq,jj = 1g. Les deux derniers termes de cette équation
ne sont pas strictement négatifs mais sont d'ordre deux inférieurs au premier terme
au voisinage dex; = 0. Par conséquent, il existe un voisinage de; = 0 pour le-
quel \4 < 0, ce qui démontre la stabilité locale pour un certain voisinage du point
d'équilibre.

Cependant, cette fonction de Lyapunov n'est pas su sante pour démontrer la
stabilité presqueglobale de ce controleur.

Cette proposition de structure PID non linéaire reste donc une conjecture et
une piste pour construire et manipuler les contrdleurs avec un intégrateur pour le
controle d'attitude.

45.3 P(N.DD continu  presque globalement stable ?

Dans la continuité du PID, pour le cas générique d'ajout dbl intégrateurs, I'in-
version de signe pour les intégrateurs au dela du premier n'est plus nécessaire, vu
que l'on intégre en série depuis le premier intégrateur de l'erreuy, qui est déja
<_1Ians I_e bon sens" ., =2q,q, étant multiplié par d, qui est du signe nécessaire a
I'inversion de sens.

Nous pouvons donc envisager des multiplications par des puissances paires de
d, pour e ectuer uniqguement un geage des intégrateurs d'ordres supérieurs lors du
demi-tour, sans inversion de signe :
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Conjecture 4.2: P(N.I)D presque globalement stable

La boucle fermée & intégrateurs suivante sans perturbationsw = 0) :

Noi XN = AN (XN )XN

1
0 2N Dl 2% 0 0 0
0 0 gl 0 0
= § XN
0 0 o 0 20,13 0
0 0 o 0 0 1=2S(q')! 3
kiN q;2N|3 kiN lq'(')Z(N 1)|3 200 kilq:)ZIS 2kpq”)I3 Kyl 3
(4.28)

rend le point d'équilibre x5y = 0 presqueglobalement stable pour le systeme
en boucle fermée \, dans le cas ou la matricé\y , dé nie dans I'ébauche de
preuve ci-dessous, est Hurwitz.

Ebauche de preuve : La matrice d'état en boucle ferméeAy (Xxn) peut étre
décomposée :

An (XN) = R%NL (O:))RZN:LA& R2N ROloNR (qo) I3+ AVN (XN)

0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
avecAy = supposée Hurwitz,
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
Ki,, Kiy . ki, kp kg

o

0 1 0 1
w0 0] 0 :: 0
0O 1 @ 0 O O 0O :: 0 O 0
Ry, = v (%) =
0O 0 :: 0O :x: 0 O 0

0 0 : 0 0 1=2Sy (q)
n 0 0

o O Bk
S N O
R _O O
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0 1
0 0 O
0 0 O
Rap (6) = e
O 0xx1 0 O
0 0 0q O
0 0 ::x 0 0 1
002’\' 0 0O 0 O
0 q2N D 0 0 O
Raw () =
0 T g” 0 0
0 0 o 0 g O
0 0 0 0 1

Grace a cette décomposition, la démonstration de la stabilitécalede ce systeme
en boucle fermée peut étre réalisée en utilisant la méme approche que celle de la
preuve du retour d'état invariant de la proposition 4.8, par continuité d'un certi cat
de Lyapunov quadratique constant au voisinage du pointy =0 (g, = 1).

Malheureusement, malgré cette structure qui émerge de cette décomposition et
qui permet de manipuler les dérivées de fonctions de Lyapunov candidates, il n'a pas
été possible de trouver une fonction de Lyapunov démontrant la stabilitpresque
globale de .

Si ces deux conjectures ne permettent pas de conclure sur la propriété de stabilité
presqueglobale, elles permettent néanmoins d'ouvrir un champ de recherche sur ces
structures de contréleur aN intégrateurs continment inversés ou inhibés pour le
mouvement de rotation, dans l'objectif d'obtenir une propriété de stabilité globale
ou presque

Des simulations des systemes réduits dans le plan de phégg !, )> de ces
systémes en boucle fermée, proposés par ces deux conjectures, ont été réalisées avec
des matrices Hurwitz arbitraires. Les résultats graphiques n'ont pas été ajoutés ici,
donnant des courbes similaires & la gurg 4.6 pa@e|74 du systéme réduit en boucle
fermée [4.1B)presqueglobalement stable sans intégrateurs.

Ces simulations n'ont notamment pas permis de mettre en évidence des compor-
tements instables ou des oscillations autour des points d'équilibre instable, confor-
tant le fait que ces conjectures proposent de bons candidats de controlepresque
globalement stables aN intégrateurs pour le contréle d'attitude.
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Inversement, nous pouvons aussi dire que ces perspectives de recherche proposent
d'étudier comment "circulariser” le systéme LThlobalement stablsur R"

0 1
0 1 0 0 0
. 0 0 1 0 0
)SNr = AN XNr = XNr
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
Kiy Kiy . ki, Ko Kqg

avec A Hurwitz, en utilisant les opérations précédentes de multiplication pad,,
pour qu'il devienne la représentation d'une dynamique de contréle de I'attitude en
boucle fermée a\ intégrateurs presqueglobalement stable.






Conclusions et Perspectives

5.1 Une approche LMI pour les systemes non li-
néaires

L'approche LMI présentée dans cette these permet de faire la synthése de contrb-
leurs par retour d'état invariant dans le temps pour des systémes variant dans le
temps ou non linéaires dont I'évolution est inscrite a l'intérieur d'un polytope, avec
un comportement éventuellement discontinu, tout en respectant une spéci cation
multi-performance. L'existence d'un tel contréleur dépend de I'ensemble polytopique
encadrant le systéme original non linéaire ou variant dans le temps : évidemment,
si I'ensemble polytopique est trop large, il peut ne pas exister de solution de re-
tour d'état invariant dans le temps quelle que soit la spéci cation. Par ailleurs, les
contraintes de performance doivent aussi étre cohérentes entre elles pour ne pas sur-
contraindre le probléme de synthése, rendant inexistant une solution au probléme.

En n, sile probleme de synthese multi-performance est faisable, les LMI peuvent
ne pas fournir de solution en raison du pessimisme. Le résultat de l'approche S-
variable, étant potentiellement moins pessimiste, peut donner des solutions lorsque
les formules plus pessimistes du paradigme de mise en forme de Lyapunov échouent.

L'inconvénient du résultat de I'approche S-variable réside dans la nécessité de
choisir a priori la valeur de certaines inconnues présentes dans les contraintes ma-
tricielles pour qu'elles deviennent des LMI. Pour faire face a ce probléme, des lignes
directrices sont proposées pour faire le choix de ces parametres. Elles permettent
d'obtenir des résultats qui sont cohérents mais ne convergent pas systématique-
ment; d'autres stratégies pour déterminer la valeur de ces inconnues pourront étre
recherchées dans des études futures.

Les résultats de simulation valident la cohérence des méthodes LMI et leur capa-
cité a faire de la synthese multi-objectif. Toutefois, ces simulations n'‘ont pas permis
de départager clairement les méthodes entre elles. Ceci est peut-étre di a la sim-
plicité des exemples d'ordre peu élevé et a deux sommets uniquement; d'autres
simulations sur des systémes d'ordre plus élevé et a plus de sommets pourront aussi
étre réalisées dans le futur pour étudier plus précisément l'apport de chaque meé-
thode.

99
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En n, des solutions encore moins pessimistes peuvent étre dérivées par un trai-
tement plus avancé des formulationsli érentielles (DLMI) originales du probléme
multi-performances.

5.2 Le contrble d'attitude

L'application de ces résultats de synthese LMI au probleme du contréle du mou-
vement de rotation d'un objet quelconque le long d'une trajectoire d'attitude illustre
un cas d'exploitation de ces résultats pour les systemes non linéaires.

Une fois le modéle de déviation d'attitude décrite par quaternion unitaire d'un
objet quelconque par rapport a une trajectoire d'attitude théoriquement réalisable
obtenu, cette représentation d'état fait émerger I'opportunité de construire une
structure de contréleur non linéaire continuepresqueglobalement asymptotique-
ment stable, au plus proche de la structure d'un retour d'état invariant.

Ce reésultat, similaire au contrdleur hybride proposé par[38], réalise de maniere
continue l'inversion du sens de la commande pour obtenir la propriété de stabilité
presqueglobale. Ce premier contréleur non linéaire est équivalent au voisinage du
point d'attraction & un contréleur Proportionnel Dérivé, par conséquent pouvant
laisser apparaitre des erreurs statiques ou de trainage en régime permanent.

Apres augmentation de ce contréleur avec des intégrateurs pour annuler ces er-
reurs, la procédure de synthése LMI multi-performances est appliquée sur le polytope
du systéme non linéaire correspondant au tube de tolérance dans lequel on souhaite
voir évoluer l'objet. Pour cette synthése, on considere que I'objet restera a l'intérieur
du tube tout le temps, par conséquent ne fera jamais de demi-tour sur lui-méme.
Ainsi, la procédure de synthése considére un retour d'état statique invariant, c'est-
a-dire sans la non linéarité de la commande introduite précédemment permettant
d'obtenir la propriété de stabilité presqueglobale. Le retour d'état invariant obtenu
permet donc de contrdler I'objet localement a l'intérieur du tube spéci é.

La structure de contréleur non linéaire continugoresqueglobalement asymptoti-
guement stable fait ressortir les propriétés trés intéressantes departie scalaire du
quaternion. Semblable a une fonction duale de Lyapunov ([49]), si ce n'est qu'elle
est égale a 1 en valeur absolue au point d'attraction et non a l'in ni, elle permet
d'inverser et d'inhiber continGment les termes du controleur pour annuler le pro-
bléeme dedouble couverturedu quaternion, comme proposé dans les deux dernieres
conjectures du chapitrg }A.

Ces derniéres propositions ouvrent des perspectives pour la recherche plus avan-
cée de contrbleurs pour le mouvement de rotation. Une méthode LMI avec des S-
variables telles que dé nies dans[19] pour les synthéses de retour de sortie, pourrait
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notamment étre étudiée a n de résoudre la conception structurée de retour de sortie
pour ces formats de contrdleurs non linéaires.






Annexe : decomposition en "éléments
simples" des matrices de Lyapunov des
systemes LTI

Cette partie dé nit une structure élémentaire des matrices de Lyapunov pour les
systemes stables LTI d'ordre 2 et 3, pour la forme canonique compagne de commande
et d'observation (cf. [23] pour plus de détails sur les systemes LTI).

A.1 Matrices de Lyapunov élémentaires de com-
mande

103
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A.1.1 Pour les systémes LTI du 2" ordre

Proposition A.1: Matrice de Lyapunov pour les systéemes LTI

d'ordre 2 en forme compagne de commande

Soit A, une matrice Hurwitz d'un systeme stable LTI du second ordre dans
sa représentation compagne de commande dé nie par :

0 1

ro=%° 1% (A.1)
Ko ki

avec les deux scalairds;; k, > 0 (critere de stabilité Routh-Hurwitz nécessaire
et su sant, cf. [23]).
Pour toute constante ; 2]0; 1] dé nissons :

q__
"1 = mln( 1(1 1), 122(1:k% + 1(1 1):k2))
q_
Pour toute constante”; 2] "3; 1(1 1)[, la classe suivante de matrice
dé nie positive :

0 1

ko + k?+2"k?k k
Pcz - % 2 1”1 1R1R2 1 lg

1k1 1

0 (A.2)

est une classe de matrice de Lyapunov qui démontre gée, est Hurwitz
(valeurs propres a partie réelle strictement négative).
Son équation de Lyapunov correspondante est :

AZZPCZ + PCZACZ = 0 QCZ 1
_g, 2 1kiko  2"1k2ko ¢ o (A.3)

2ikgke 21 1)k

qui esg1 une matrice dé nie négative pour tout ; 2]0;1[ et pour tout "; 2

1 " 1(1 )l -

Preuve : par construction (calcul).



A.2. PROBLEME DUAL OU MATRICES DE LYAPUNOV ELEMENTAIRES
D'OBSERVATION 105

A.1.2 Pour les systemes LTI du  3° ordre

Prop osition A.2: Matrice de Lyapunov pour les systemes LTI

d'ordre 3 en forme compagne de commande

Soit Az une matrice Hurwitz d'un systéme stable LTI d'ordre 3 dans sa re
présentation compagne de commande dé nie par :
0 1

0O 1 0
Acszao 0 1§ (A.4)

ks ko ki

Avec les trois scalaireks; ky; ks > 0 et ks < k 1k, (critéres de stabilité Routh-

Hurwitz nécessaires et su sants, cf.[[23]), dé nissons 2]0; 1] tel que k3 =
k 1ko.

Pour toute constante ; 2] ;1] il existe , 2]0; ; [ tel que pour tout
2 2]0; o[, la classe suivante de matrice dé nie positive :

0 1
1Kiks + 2k% ks + 2kikso 2K
Pes = % ks+ kika (1 2)Kz + 1kf 1klg 0 (A.5)
2k2 1k1 1

est une matrice de Lyapunov qui démontre la stabilité Hurwitz de.s.
Son équation de Lyapunov correspondante est :

A(>:3(|)DC3 + Pc3Ac3 = Q c3

1
2 okoks 0 0
(A.6)
= 0 2( 1 ( + 2)kike 0 0
0 0 2(1 1)K1

qui est une matrice dé nie négative pour les valeurs spéci ées de et ».

Preuv e : par construction (calcul).

. . . 2 2 .
Cas particulier : Si +— < t—; alors = 1 convient.

A.2 Probleme dual ou matrices de Lyapunov élé-
mentaires d'observation

Considérer le probleme du systéme dual peut également apporter des informa-
tions sur la dé nition d'une décomposition enéléments simplesdes matrices de
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Lyapunov.

En e et, rechercher une matriceP, 0 telle queA7 P+ P;A; 0, pour démon-
trer que A, est Hurwitz, équivaut a rechercher une matricX, 0 (X.= P, 1) telle
que XA + AcX. 0. Ce qui équivaut a rechercher une matrice, 0 telle que
PoAo+ AP, OavecP,= X.etA,= AZ.

Ce qui signi e que rechercher la matrice duale de Lyapunov d'une matrice d'état
LTI en forme compagne de commande équivaut a rechercher la matrice de Lyapunov
de sa représentation compagne d'observation.

Proposition A.3: Matrice de Lyapunov pour les systémes LTI

d'ordre 2 en forme compagne d'observation

Soit A, une matrice Hurwitz d'un systeme stable LTI du second ordre dans
sa représentation compagne d'observation dé nie par :

0 1

Ap= B % (A7)
1 Kk

avec les deux scalairek;; k, > 0 (criteres de stabilité Routh-Hurwitz néces-
saires et su sants, cf. [23]), pour toute constante ; 2]0; 1], dé nissons :

q___
1= min( (1 1);122((kik) + (1 1)=KD))

q_
Pour toute constante ; 2] o 11 1)[, la classe suivante de matrice
dé nie positive :
0 1
ko+ 1kZ+2 k2k3 1k1k>
02 = E‘) X

0 (A.8)
1K1k k3

est une matrice de Lyapunov qui démontre la stabilité Hurwitz dé\,;.

Son équation de Lyapunov correspondante est :
AZZPOZ + POZAOZ = 0 Qoz q
_ (Bg) 2 1kiks 2 1k2k3 ¢ (A.9)
2 1kik3 2(1  1)kikd

quiqest une matrice dé nie négative pour tout ; 2]0;1[ et tout ;| 2]
1, 11 )l

Preuve : Par construction (calcul).
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A.3 Perspectives

Il peut étre remarqué gu'en divisant une inégalité de Lyapunov par le dernier
coe cient en bas a droite de la matrice de Lyapunov, que I'on notera = (P),,, on
peut toujours se ramener a une matrice de Lyapunov avec le dernier coe cient en
bas a droite égal a 1 :

Lap+pPa) o

(AP+PA) O
Avec P = 1P et (P)n, = 1.

Conjecture :par construction, ces classes de matrice de Lyapunov pourraient gé-
nérer I'ensemble des matrices de Lyapunov du systeme : c'est-a-dire que pour toute
matrice de Lyapunov P 0 de A en forme compage de commande ou d'obser-
vation comme précédemment dé ni pour l'ordre 2 et 3, il existerait > 0 et une
matrice P comme dé nie par les propositions précédentes telles gqge= P. Avec
les propositions précédentes, pour l'ordre 2 on aurait alors la dé nition de toutes les
matrices de Lyapunov pour les formes compagnes de commande et d'observation;
pour l'ordre 3, uniquement celles pour la forme compagne de commande permettant
d'avoir AP + P A diagonale.

D'ou la proposition d'appeler cette annexe comme une décomposition &ié-
ments simples”des matrices de Lyapunov.

Conjecture :En utilisant le critere de stabilité de Routh-Hurwtiz et en construi-
sant un processus de récurrence, en suivant la méme méthode que pour le deuxieme
et le troisiéme ordre, il est peut étre possible de construire une décomposition en "élé-
ments simples” similaires des matrices de Lyapunov pour tout systeme LTI d'ordre
n2N.

Le passage a l'ordre 3 a cependant déja présenté une di culté bien supérieure
qu'a l'ordre 2 pour étre résolu, ne donnant un résultat partiel que pour les inégali-
tés de Lyapunov diagonales, pour lequel néanmoins le résultat semble complet. La
recherche de telle structure de matrice de Lyapunov a l'ordne, si un tel résultat
est formalisable, sera peut étre un travail tout de méme fastidieux a la vue de I'im-
brication des coe cients du critere de Routh-Hurwtiz.






Annexe : dé nition et propriétés du
Quaternion

Une documentation compléete sur le quaternion et son lien avec la géome-
trie dans l'espace est donnée dans [41]. Les principales propriétés des quaternions
utilisées dans cette thése sont répertoriées ci-dessous.

B.1 Algebre du Quaternion

0 1
G

0o 1
Un quaternion est un vecteur deR* généralement noté g = %)0‘)2 =Bq
Qv
L2
G

O, étant nommée lapartie scalaire du quaternion etqy = (p @ )~ la partie
vectorielle

Voici les principales propriétés d'algebres utilisées dans cette thése :

Un vecteur tridimensionnel V = (v vy Vv,)” 2 R® peut étre associé au quater-
nion V, avec zéro commeartie scalaire et le vecteur lui-méme commepartie

vectorielle: V= (0 v« Wy V;)” 2 R* est le quaternion associé au vecte.

La matrice associée a un quaternion g est la matrice réelleMy(q) 2 R* *

dé nie par :
Mq:R*!1 R* 1
q7! Mg(@) = Gl + ouJ + K + gl
Avec :
0 1 0 1 0 1 0 1
1 0 0 O 0 1 0 O 0 O 1 0 0 0 O 1
0102§ %é 0 O O§ 0 O 0 Z§ 0 0 1 0§
| = J = K = L =
0 1 0 O 1 1 O 0 1 0 0
0 0 0 1 0O 0 1 o 0 1 0 O 1 0 O 0
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Avec ces notations, la matrice associée peut aussi s'écrire :
0 1 0 1

va=B* Fg-p* ¥ ¢
d  Sq(a) o Gls+ Sv(ay)

La matrice "antisymétrique" d'un quaternion est dé nie comme suit :

Sq:R*! R®3
0 1

G & @
q7! Sq(CI):%C’B o' %E

@ G

L'utilisation du nom "antisymétrique" est abusif pour le quaternion du fait que
Sq(@)” = als  Sv(ay) n'est pas egal a Sy(g), par conséquentSy(g) n'est
pas une matrice antisymétrique.

Pour un vecteurV = (v vy V;)7, selon la dé nition de son quaternion associé,
la matrice antisymétrique est :
0 1

0 VoV
Sv(V)= avz 0 ng = Sq(Vo)

Vy oV 0

La matrice antisymétrique est utile car elle réalise matriciellement le produit
vectoriel usuel. SoitV; et V, deux vecteurs deR?® :

Vi NV, = Sv(vl)vz
Nous avons donc aussi la relation :
Sq(@) = ls+ Sv(av)

La matrice inverse de la matrice antisymétrique du quaternion est égale a,
pour tout g, 6 0 :

1
1+ 2

1 1
o) B(1+ )

La loi de multiplication des quaternions dans ce document sera notée a l'aide
du symbole suivant :?

Se(@) * = Sv(av) + Sv(v)? (B.1)

I3

Soit g, et g, deux quaternions, la multiplication de ces deux quaternions est
alors dé nie par la régle de multiplication matricielle suivante :

0 1

GG, O, Qv
h?0%= My(G)th= @ g b &
ODa q\/b + q)bq\/a + S(q\/a)q/b
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La loi de multiplication d'un quaternion qavec le quaterniorvg = (0 vy vy V;)~
associé a un vecteu¥ = (v vy V;)”, abusivement notéeg ? V, conduit a la
dé nition de la sous-matrice associée suivante :

0 1

0
q?V=q?V= Mq(q)?@vﬁ = Lo(QV

Avec la sous-matrice associée dé nie par :

Lq:R*! R* 3
0 1

47 Ly@= B VK
S(0)

0 1
Le conjugué d'un quaternion est dé ni par: 9= %) ® X
Qv
Soit @, et g, deux quaternions .G 7= 6 ? T
La norme d'un quaternion est dé nie par : jjgj’= q°q= @+ g+ G+ 3
Cela donne aussi la relation g ?g = jjqjj?l 4
Il = (1 00 0) est le quaternion identité pour la loi de multiplication des
quaternions?.
L'inverse d'un quaternion non nul pour la loi de multiplication ? est dé ni
par:q = >0
naj
Avecq?ql=14=(1000).

L'inverse d'un quaternion unitaire (norme égale a 1) est donc égal a son conju-
A - 1 —
gué:q *=17q

B.2 Quaternion et géométrie de  R3

Dans cette partie, on suppose que le quaternion décriattitude ou orientation
d'un objet quelconque dans lI'espace a trois dimensions :

Un quaternion unitaire peut étre associé a une rotation de R® d'un angle
dans l'orientation trigonomeétrique directe autour de I'axe dirigé par le vecteur
unitaire A= (ny ny n;)> comme dé ni ci-dessous :

0 1 o0 1
cos(—02) 1

Ny
sin(=2) %nyg
n;

S S -
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Avec cette formule, nous pouvons remarquer que la périodicRé de la rotation
dansR? conduit a avoir la relation :

0 1 0 1
cos(:OZ) 1 cos(( +2 )—2)
—_— nX —
4= sin(:z)%nyg  Hsin(( +2 )_2)
n;
0 1 1
cos(= 2+ ) cos(:OZ) 1
—_ nX
) sin(=2+ ) sin(:Z)EnyE
n;
= qQ

g et q représente donc la méme rotation dans l'espace. L'application qui
associe un quaternion unitaire et une orientation dans l'espace a donc deux
éléments neutres (1 0 0 0y et ( 1 00 0Of. C'est ce qu'on appelle ladouble
couverture du quaternion qui peut entrainer unphénomeéne de retournement
comme illustré par la gure[B.1.

Figure B.1  Convergence de l'attitude avec le quaternion et illustration dyphéno-
meéne de retournementd a la double couverturg gure de [38] reprise et modi ée).

Deux rotations successives, une de ; autour de fA; décrite par le quaternion
Ou, puis une de , autour de A, décrite par gp, sont équivalentes a l'unique
rotation dé nie par le quaternion :

q=¢?q

La rotation d'un vecteur V d'un angle autour d'un axe dé ni par le vecteur
unitaire A = (ny ny n;)”, équivalent au quaterniong, est obtenue, a l'aide
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du quaternion et d'opérations de l'algébre des quaternions, par l'action de
conjugaison suivante :

Rq:R3®! R?
V71 Ry(V)=q?V ?q’

La matrice de rotation Qqy(qg) équivalente a la rotation dé nie par le quaternion
unitaire g, dont I'opération de rotation sur un vecteur est dé nie par I'opération
de conjugaison précedente, telle que,(V) = Qq(Q)V, est donnée par :

Qq:R*! R33
0 1
97! Qu(@d = q S(9) 5% g
S(9)

Ou aussi :
Qq(q) = 13+2S(av)S(0)
= l3+20,S(av) +2S(av)?
= Iz+sin( )S(R)+ (1  cos())S(n)?

La matrice de rotation inverse, au sens de la rotation d'un angle autour
de n, correspondant au quaternion unitaire inverse au sens du quaternion, qui
est aussi son conjugué pour le quaternion unitaire, * = q=(q, ), est
donc directement :

Qu(d) '=Qq(a H =15 2%Sv(av)+2Sv(tv)?

Soit !e=(!x !y.!2)" levecteur de rotation instantane de l'objet dans le
référentiel terrestre. L'attitude instantanée de I'objet dans ce référentiel est
décrite par le quaterniong. dont le comportement est donné par I'équation

di érentielle suivante : q 1
g 5'e?G
dt je 2
La relation entre la vitesse de rotation exprimée dans le référentiel terrestre
et celle exprimée dans le référentiel du corps rigide en mouvement est donnée

par:!e=qg?!'p?q!?

Cela conduit a I'équation di érentielle équivalente suivante :
0 1

de _1o,5,=1p %g,,

— = B.2

dtje 2 2 S(q) (B.2)
Cette derniére expression est intéressante car la vitesse de rotatlgndans le
référentiel du corps rigide est directement mesurable a partir de capteurs em-
barqués, par exemple a partir de gyrometres sur chague axe. Par conséquent,
il donne un moyen "direct” de calculer l'attitude au format du quaternion en
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intégrant cette équation.

On peut remarquer que le quaternion est un vecteur a 4 parametres qui décrit
une orientation a 3 degrés de liberté danR3. Par conséquent, il contient
des informations redondantes. En e et, un quaternion décrivant une atti-
tude est un quaternion unitaire, donc il respecte la contrainte algébrique :
ji%ji? = € = 1. En dérivant cette équation, cette contrainte algébrique

équivaut & : U%I- = 29> g, = 0

Cette contrainte algébrique est en e et incluse dans I'équation di érentielle
(B.2) du quaternion comme on peut aussi I'écrire :

do

2q.1? ==
% dt j

e=2Mq(Gel)%: 'p

I, étant un vecteur de R3, ayant donc un O commepartie scalaire dans
cette équation de quaternion, la premiére ligne de cette équation est donc

la contrainte algébrique précédent@q.” ¢ = % =0.

Cette équation di érentielle de quaternion est équivalente pour sa matrice de
rotation associée a :
dQq(%) _

dt Qq(%)Sv (! v)




Annexe : scripts MATLAB et modeles de
simulation

C.1 Scripts d'analyse et de synthese LMI

Ce premier script Matlab est le code qui initialise le probleme de référence preé-
senté dans le paragraphe 3.4 page|52 et qui appelle les fonctions pour résoudre les
LMI de chaque théoréme de Lyapunoy 3.7 et S-Varialfle 3]20 indépendamment :

% % % % % % % % Time Varying system multi-objective
performance state feedback % % % % % % % %

% Designer: PhD Student Thomas CONORD

% Team : LAAS-CNRS team MAC

% Development period : 01/10/2018 - 01/10/2021

%

% PhD Project : Linear Time Varying system robust control

%

% Script function : Static state feedback synthesis for
polytopic systems

%

% Description : This file sets the initial values of a
Linear Time Varying system

% embedded in a polytope to make the synthesis of a
robust multi-objective static state

% feedback.

%

% Code version: 1

%

% Other needed files: FLMI_Rob_MultiObj.m,
FLMI_SV_Rob_MultiObj.m, FNL_Syst.m

%

% Dev. software: Matlab 2019a

% % % % % % % % % % % % % %0 % % % %0 % % % %0 % % % %0 % % % %0 % % % % % %

clear all
close all

115
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addpath(genpath('C:/Program Files/MATLAB/R2019b/toolbox/
YALMIPY));

addpath(genpath('C:/Program Files/MATLAB/R2019b/toolbox/
sdpt3-master'));

%addpath(genpath('C:/Program Files/MATLAB/R2019b/toolbox/
SeDuMi_1_3"));

% % % % % % LTV System polytope % % % % % % % %
% Two mass-spring vertices definition:

kp = 1;

kd = 2;

a = 1.223; % defined between 1 and +infinity, 1 being kd
is the single value 2 (no uncertainty).

kd_min = kd/a;
kd _max = kd*a;

Aj(:,;,1) =[01 00, 0010,0001; 00 -kp -kd_min];
Aj(:,:;,2) =[01 00, 0010,0001; 00 -kp -kd_max];
B = [0;0;0;1];

Cx = [0 0 1 0];

Cv = [0 0 0 1];

% % % % % % Controller parameters requirements

% % % % % % % %

% Lower time constant bound:
Tau_min = 0.1; % Time constant in s
alpha_1 = -1/Tau_min; % decay rate in rad/s

% Upper time constant bound:
Tau_max = 1/3; % Time constant in s
alpha_2 = -1/Tau_max; % decay rate in rad/s

% Damping ratio:

theta = 0.5*pi/2; % Damping angle in the pole complex
plane : sin(theta) = Tzeta (LTI system poles damping
ratio)

% R_i matrices definition:
R_min = [2*alpha_1 -1;-1 0];
R_max = [-2*alpha_2 1;1 0],
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R_damp = [0 exp(-i*theta) ; exp(i*theta) O0];

%%% Impulse to peak maximum initial conditions:

gamma_IP = 0.5; % Tolerance tube in position around the
trajectory

%wb_max = Tolqg/(3*Tau_max); % Maximum speed error impuls
along the trajectory
v_max = 5*gamma_lIP;

BO = [0; 0; 0; v_max]; % Maximum initial conditions so
that the object shall not go out from
% the required tube tolerance along the trajectory.

% % % % % % % % % Single Lyapunov Multi-objective robust
controller synthesis % % % % % % %

% Robust multi-objective state feedback synthesis:

[KX] = FLMI_Rob_MultiObj(Aj,B,B0,Cx,Cv,gamma_IP ,alpha_1,
alpha_2,theta);

% % % % % % % % % Slack variable Multi-objective robust
controller synthesis % % % % % % %

% Initial guess slack matrices A_oi:

kappa = 100;

Aol = (alpha_1l+kappa)*eye(4); % R_i stability lower bound
Ao2 = (alpha_2-kappa)*eye(4); % R_i stability upper bound
Ao3 = - kappa*exp(-i*theta)*eye(4); % R_i stability

damping ratio

Ao4
Ao0b5

-kappa*eye(4); % Impulse-to-Peak bound
-(1/0.1+kappa)*eye(4); % Norm-to-Norm bound

%%% Robust multi-objective state feedback synthesis:
[KS] = FLMI_SV_Rob_MultiObj(Aj,B,B0,Cx,Cv,gamma_IP,R_damp
,R_min,R_max,Ao0l,A02,A03,A04,A05);

% % % % % % % % % Controller results simulation %% %9

h%0 % %
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t = [0 2.5];
x0 = BO;

[tX,yX] = oded5(@(t,y) FNL_Syst REF(t,y,kd _min,kd max,B,
KX),t,x0);

[tS,yS] = oded5(@(t,y) FNL_Syst REF(t,y,kd_min,kd_max,B,
KS),t,x0);

grid on
hold on
plot(tX,yX(:,3),'b",'LineWidth",3)
hold on
plot(tS,yS(:,3),'r",'LineWidth",3)

xlabel('time (s)');
ylabel("Mass position \xi');
legend('K_X'",'"K_S");

Ce second script Matlab ci-dessous est la fonction qui résout le premier théoreme
de Lyapunov[3.1} pagé 46 pour faire la synthese du retour d'état statique multi-

performance sur un polytope avec un certi cat de Lyapunov commun :

function [K] = FLMI_Rob_MultiObj(Aj,B,B0,Cx,Cv,gamma_IP,
alpha_1,alpha_2,theta)

% % % % % % Y % % % % % % Y% % % %0 % % % Y% %o Yo %0 % %0 % Y% %o Yo %0 %o %0 % % %o

% Designer: PhD Student Thomas CONORD

% Team : LAAS-CNRS team MAC

% Development period : 01/10/2018 - 01/10/2021

%

% PhD Project : Linear Time Varying system robust control

%

% Script function : Lyapunov static state feedback
synthesis

%

% Description : This file solves the Lyapunov set of LMIs

% to perform the static state feedback synthesis of a
Linear

% Time Varying system embedded in a polytope, according

% to a multi-objective specification.

%

0% % % % ¥




C.1. SCRIPTS D'ANALYSE ET DE SYNTHESE LMI 119

% Code version: 1

%

% Other needed files: Called in Main_REF.m

%

% Dev. software: Matlab 2019a

% % % % % % % % % %0 % % % % % %0 % % % % % %0 % % % % % %0 % % Y% % % % % %

% Number of states and vertices:
[n,~,N] = size(Aj);

% Number of command:
[~,nc] = size(B);

% Number of performance output:

[nx,~] = size(Cx);

[nv,~] = size(Cv);

% Robust multi-objective LMI Lyapunov constraints :

X = sdpvar(n,n); % Lyapunov common dual certificate to be
found

Y = sdpvar(nc,n); % Dual state feedback to be found

%invgamma2 = sdpvar(l); % Norm-To-Norm bound to be
optimized to be found
% not declared as solver does not converge.

% Dual certificate X positiveness + Impulse-To-Peak
performance LMI:

F =] X >= 107(-10)*eye(n), BO*B0O' - gamma_IP*gamma_IP*X
<= -107(-10)*eye(n), Cx * X * Cx' - eye(nx) <=
-107(-10)*eye(nx)]; % invgamma2 <= - 107(-10)];

for jj = 1:N % For all the vertices for a common Lyapunov
dual certificate X

% R_i stability time constant lower bound:
F = [F, -AjG,:j))*X-B*Y-X*Aj(:,:,jj)"-Y"*B'+2*
alpha_1*X <= -107(-10)*eye(n)];
% R_i stability time constant upper bound:
F = [F , AJG,:j))*X+B*Y+X*Aj(:,:,)j)'+Y'*B"-2*
alpha_2*X <= -107(-10)*eye(n)];

% R_i stability damping ratio upper bound:

0% %% %Y

F = [F , exp(-i*theta)*(Aj(:,:,jj)*X + B*Y)+exp(i*
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theta)*(X*Aj(,5,jj)' + Y'*B') <= -107(-10)*eye(n)];

% Norm-To-Norm LMI : not included as the optimisation
solver does not
% converge for the search of invgamma?2 declared as an
sdpvar.
% F = [F, [AJG.50)*X + BXY + X*Aj(:,:,)) + Y™*B'
- invgammaz2*Bv*Bv', X*Cv'; Cv*X, -eye(nx)] <=
-107(-10)*eye(n+nc)]; %

end

%% Solve the set F of LMIs for X and Y:
sol = optimize(F);

% Save solution in other variables:
Xfeas = value(X);
Yfeas = value(Y);

% Not solved for:
%invgammaZ2feas = value(invgamma?2);
%gamma = 1/sqrt(-invgamma2feas);

%% Verification if all LMI constraints are satisified:
Feasible = checkset(F);

if all(Feasible>0)

disp('OK feasible")

else

disp(‘infeasible or numerical problems")
end

%% Computation of the state feedback controller gain:
K = Yfeas * Xfeas”(-1);

end

Le dernier script Matlab ci-dessous est la fonction qui résout le second théo-
reme S-Variabld 3.20 page 48 pour faire la synthése du retour d'état statique multi-
performance sur un polytope avec plusieurs certi cats de Lyapunov, chacun dédié a
une performance, et un certi cat S-Variable commun :

function [K] = FLMI_SV_Rob_MultiObj(Aj,B,B0,Cx,Cv,
gamma_IP,R_damp,R_min,R_max,A0l,A02,A03,A04,A05)
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% % % % % % Y% %0 % %0 % % % Y% %0 % %0 % % % Y% % Yo %0 % %0 % Y% %o Yo %0 % %0 % % %o

% Designer: PhD Student Thomas CONORD

% Team : LAAS-CNRS team MAC

% Development period : 01/10/2018 - 01/10/2021

%

% PhD Project : Linear Time Varying system robust control

%

% Script function : S-Variable static state feedback
synthesis

%

% Description : This file solves the S-Variable set of
LMIs

% to perform the static state feedback synthesis of a
Linear

% Time Varying system embedded in a polytope, according

% to a multi-objective specification.

%

% Code version: 1

%

% Other needed files: Called in Main_REF.m

%

% Dev. software: Matlab 2019a

% % % % % % % % % % % % % Y% % % %0 % % % Y% % Yo %0 % % % % %o Yo %0 %o % % % %o

% Number of constraints:
Nconstraints = 5;

% Number of states and vertices:
[n,~,N] = size(Aj);

% Number of command:
[~,nc] = size(B);

% Number of performance output:
[nx,~] = size(Cx);
[nv,~] = size(Cv);

% Robust multi-objective LMI S-Variable constraint :
X = sdpvar(n,n,Nconstraints); % Lyapunov dual
certificates specific for each performance to be found
S = sdpvar(n,n); % S-Variable common dual certificate to
be found
T = sdpvar(nc,n); % S-Variable state feedback to be found

%invgamma2 = sdpvar(l); % Norm-To-Norm bound to be
optimized to be found

0% %% %Y

0% % % % ¥
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%not declared as solver does not converge

% Dual certificates Xi positiveness:

F = [X(,:,1) >= 107(-10)*eye(n), X(:,:,2) >= 107(-10)*
eye(n), X(:,:,3) >= 107(-10)*eye(n), X(:,:,4) >=
10~(-10)*eye(n), X(:,:,5) >= 107(-10)*eye(n)]; %
invgammaz2 <= -107(-10)

for i = 1:N % For all the vertices for a common S-
Variable certificate S

% R_i stability time constant lower bound:

F = [F , kron(R_min, X(:,:,1)) <= [Aj(:,:,)*S + B*T;
-S]*[Aol' -eye(n)] + ([Aj(:,:,D)*S + B*T; -S]*[Aol' -
eye(n)])'l;

% R_i stability time constant upper bound:

F = [F , kron(R_max, X(:,:,2)) <= [Aj(;,:,1)*S + B*T;
-S]*[A02' -eye(n)] + ([Aj(:,:,1)*S + B*T; -S]*[A02' -
eye(n)])'l;

% R_i stability damping ratio upper bound:

F = [F , kron(R_damp, X(:,:,3)) <= [Aj(:,:,)*S + B*T
; -S]*[A03"' -eye(n)] + ([Aj(:,:,1)*S + B*T; -S]*[A03’
-eye(n)])'];

% Impulse-To-Peak performance:

F = [F, BO*BO' - X(:,:,4) <= -107(-10)*eye(n), Cx * X
(:,:,4) * Cx' - gamma_IP*gamma_IP*eye(nx) <= -107(-10)
*eye(nx)];

F = [F , [zeros(n,n), X(:,:,4); X(:,:,4), zeros(n,n)]

<= [Aj(:,:,1)*S + B*T; -S]*[A0o4' -eye(n)] + ([AJ(,:,

i)*S + B*T; -S]*[Ao4" -eye(n)])'];

% Norm-To-Norm LMI : not included as the optimisation
solver does not

% converge for the search of invgamma2 declared as an
sdpvar.

% F = [F , [zeros(n,n), X(:,:,5), X(:,:,5)*Cv"; X

(:,:,5), -invgamma2*B*B', zeros(n,nv); Cv*X(:,:,5),
zeros(nv,n), zeros(nv,nv)] <= [Aj(;,:,1)*S + B*T; -S;
zeros(nv,n)]*[Ao5, -eye(n), zeros(n,nv)] + ([Aj(:,:,1)

*S + B*T; -S; zeros(nv,n)]*[Ao5, -eye(n), zeros(n,nv)

D'l

% F = [F , [-eye(nv), Cv*X(:,:,5), zeros(nv,n); X
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(:,:,5)*Cv', -invgammaz2*B*B’', X(:,:,5); zeros(n,nv), X

(:,:,5), zeros(n,n)] <= [zeros(nv,n); Aj(;,:,i)*S + B*

T, -S]*[zeros(n,nv), Ao5, -eye(n)] + ([zeros(nv,n); Aj

(:,:,1)*S + B*T; -S]*[zeros(n,nv), Ao5, -eye(n)]D']
end

%% Solve the set F of LMIs for the Xi, S and T:
sol = optimize(F); %,invgammaz2

% Save solution in other variables:
Xfeas = value(X);
Sfeas = value(S);
Tfeas value(T);

% Not solved for:
% invgamma2feas = value(invgamma2);
% gamma = 1/sgrt(-invgamma2feas);

%% Verification if all LMI constraints are satisified:
Feasible = checkset(F);

if all(Feasible >0)

disp('OK feasible")

else

disp('infeasible or numerical problems")
end

%% Computation of the state feedback controller gain:
K = Tfeas * Sfeas”(-1);

end

C.2 Simulateur représentatif temps-reel Simulink

Un modele représentatif complet d'un objet générique en mouvement (transla-
tion + rotation), comme illustré par la gure 4.3|page[62, dont on cherche a contrdler
le mouvement pour qu'il suive une trajectoire théorique selon la stratégie de contréle
représentée sur le schénja 4.4 pdge 63, a été codé dans Matlab Simulink.

Le premier niveau de ce modéle Simulink est donné dans la gure C.1.

Une représentation 3D en temps réel de l'objet quelconque en mouvement est

réalisée dans un monde virtuel Matlab dont une capture d'écran est proposée sur la

gure C.2]
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Figure C.1 Modele de simulation MATLAB Simulink temps réel représentatif
pour le contrble d'un objet générique le long d'une trajectoire.
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Figure C.2 Représentation virtuelle en temps réel d'un objet générique en
mouvement le long d'une trajectoire.

Cette activité de modélisation et de simulation a fait I'objet d'une proposition
de modele mathématique décrivant dans l'espace en trois dimensions l'impact d'un
objet sur un obstacle. Ce modéle est donné dans le paragraphe €.2.1 suivant. Un
modele de trainée aérodynamique, notamment en couple pour le mouvement de ro-
tation, est proposé dans le paragraple C.2.3. Ce sont les modéles qui ont été codés
dans le simulateur Simulink temps-réel précédent.

C.2.1 Modele représentatif d'impact

L'impact d'un objet quelconque sur un obstacle est étudié en utilisant les théo-
remes de la mécanique du solide, notamment le principe fondamental de la dyna-
mique et la loi de Coulomb pour les forces de frottement (cf. [31], [41]). L'impact,
correspondant a un contact de quelques dizaines de millisecondes avec une surface,
est modélisé comme un événement discret qui modi e instantanément uniquement
les valeurs des vitesses de translation et de rotation comme suit :

Soit &, le vecteur unitaire normal a la surface, orienté vers I'objet, au point
d'impact P; comme illustré sur la gure[C.3.

On supposera que l'objet est parfaitement sphérique, avec son centre no®
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Figure C.3 Objet impactant un mur.
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qui est aussi son centre de gravité, et un rayon égaRa Par conséquent, nous
avons a l'instant méme de l'impact :

|
OPi = Re,

L'impact est considéré comme instantané. Le modéle ne prend donc pas en
compte le mouvement (qui doit étre trés petit) de I'objet pendant I'impact sur
le mur : les deux points de la surface et de I'objet a lI'impact sont considérés
comme uniques et le méme poinP;. On dé nit au point d'impact P; pour
l'objet :

Les vitesses normales de translation et de rotation par rapport a la nor-

male de la surface :
Ve, = (Ve &)&

ley =(1o@)®
Dé nissons le vecteur de vitesse normale correspondant au point d'impact
Pi 0 1
V,
VPiN = %} N g
R! ¢

Les vitesses de translation et de rotation tangentes a la surface :
VeT = Ve VeN

le, = le o

La vitesse de translation tangente du point P; de I'objet qui impacte la

surface :

|
—_ N R N —_
Vp,, = Ver t 1o N OPig = Ve g " RE& = Ver + Vi

Avecv, ., = R&, " ! ¢ la composante de la vitesse tangente dans le réfe-
rentiel terrestre au point P; généré par la rotation! ¢, .

Dé nissons le vecteur vitesse tangent correspondant au point d'impact
Ver
VPiT - % g
V! eT
Le comportement discret des vitesses de l'objet lors d'un impact est modélisé
comme ci-dessous :
Pour les composantes normales :

+ =
VeN - N VeN
1+ = |
'en NT ey
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0 1

1
VA N%O (1)&vpm (C.1)

Avec 2 [0; 1], une constante correspondant au coe cient d'amortissement
normal du rebond :

n = 1 est un rebond parfait : pas de perte d'énergie, la vitesse de
translation normale apres rebond est égale a I'opposé de la vitesse de
translation normale avant; la vitesse de rotation normale reste la méme.

n = 0 est un arrét de l'objet sur le mur sans rebond : toute I'énergie
verticale est dissipée lors de I'impact, I'objet reste en contact avec le mur
apres l'impact, xe, glissant ou roulant sur le mur.

Les hypothéses de modélisation sont ainsi simpli ées : entre autres, devrait

étre fonction de la vitesse de l'impact. Par exemple, au-dessus d'une certaine
valeur de la vitesse normales, , I'objet aura trop d'énergie pour se dissiper
lors de I'impact sur le mur, et donc s'écrasera dessus. Nous supposerons que le
domaine de vol reste dans un niveau d'énergie pour qug puisse étre consi-
déré comme une constante non nulle.

Pour les composantes tangentes :

Nous modélisons les e orts tangents a l'impact comme une loi de frottement
instantanée : a l'instant méme de l'impact, une force tangente opposée et pro-
portionnelle a la vitesse du point d'impact sur l'objet, est appliquée a I'objet.
Le principe fondamental de la dynamique appliqué a I'objet dans le référentiel
terrestre donne :

Pour les forces :

d(m:v,
(d{e-r) = FContaCteT = fV PieT = f(VeT + V! eT)

En faisant I'approximation de la dérivation comme une variation sur un
temps in nitésimal T a linstant de l'impact, avec I'hypothése que la
force de contactFcontact., €St COnstante pendant I'impact, on a :

+ —

VeT Ver = T(VeT Vv eT)

Avec : 1 = fTT correspondant a un coe cient de frottement scalaire
normalisé,f étant le coe cient de frottement scalaire de la loi de friction.

Le modele utilisé ici est une loi de frottement linéaire usuelle, opposée et
proportionnelle a la vitesse du point de contact. D'autres modeles pour-
raient étre utilisés : par exemple le coe cientf pourrait dépendre de la
vitesse normale a l'impactve, ; f pourrait également étre une matrice 3
par 3 du fait que les états de surface du mur et de I'objet ne seraient pas
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isotropes.

Cependant, pour la simulation ici, nous considérerons ce coe cient comme
un scalaire positif constant.

Pour les moments :

d(Je! [ |
(theT) = CcontacteT = OPie AN FContacteT = OPieA ( fVPieT)

En utilisant I'égalité précédente pour les forces en remplacant I'expression
de Fcontact.; NOUS avons :

dJe! ) _ L, d(mve,)
d OP;, dt

En faisant les mémes hypotheses que précédemment pour I'équation de
translation, notamment que I'objet ne bouge pas pendant l'impactJg
est ici constant), on obtient :

T V)TV Ve

et

Avec la matrice d'inertie normalisée Jz = —L;Jc et v, o = R& Mg
la vitesse du point de I'impactP; généré par la rotation telle que dé nie
précédemment.

Finalement, le comportement discret des composants tangents pendant
I'impact de I'objet est modélisé comme suit :

+

Ver = Ver T(Ver + Vi)

1
Vi =V TJe (VeT+V!eT)
Ou de maniere équivalente, pour revenir au vecteur vitesse de rotation :

Ve, =(1 T)Ver TR& N
1 1 V
le, =(ls 13 Ne + 1% ﬁ‘n"%
En utilisant la dé nition du vecteur vitesse tangent, cela équivaut a
I'équation de saut pour les composantes des vitesses tangentes :

0 1
N 1 13 713
VAER ) KVe, =(le  1I)Ve, (C2)
I S PN o

0 1

I [
AvecJ = ?@ 31 312
Je = Je
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Conservation de I'énergie l'énergie cinétique tangente doit rester constante
ou diminuer pendant l'impact :

1
- +> .+ | + > '+
2mveT Ve, t 5 er Je! o

1

Ce qui équivaut a :

0 1,50 10 1. 0 10 10 1
vV, I 0 \Y; Y [ 0 \Y;
ok B KBTK B TKE® KB K
Vier 0 J-e Vit Vier 0 Jé Vit

0 1 0 1
I 0 [ 0
e 3)8B° "Kase ) B kK o
0 J 0 Je
0 1 0 1 0 1
I 0 [ 0 [ 0
7B Tky B TRI+17B° Tk
0 Je 0 Je 0 Je

Ce qui conduit a la borne sur le scalaire positifr pour garantir la conser-
vation de I'énergie :

0 rls 20+J3H 7 g

Interprétations de la loi d'impact tangent en fonction des valeurs det
Si T =

0, l'impact sur le mur n'a strictement aucun e et sur les vitesses de

translation tangente et de rotation de l'objet, elles restent constantes pendant
I'impact :

Ver

V,
15 =1,

e+

Le cas extréme opposé serait celui ou, aprés un rebond, le frottement sur
le mur aurait pour e et d'aligner exactement la rotation et la translation
+

Ve. = V{_ , comme sil'objet roulait exactement le long de la ligne de trans-

. T .
lation avec un contact parfait.

Ce cas se produit si apres un rebond aveg, + vi. 6 0 nous avons :

T+ _ T+
Ve - V!e

(Is  1(1+ J Ve

( 70+ Je 1) )i,

En d'autres termes si: tl3=(1 + Je 1) 1

Par conséquent, un rebond sur le mur peut conduire a un alignement parfait
des vitesses de translation et de rotation si et seulement si la matrice d'inertie
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Je est une matrice scalaire, autrement dit si et seulement si l'objet est a sy-
métrie sphérique.

Pour notre étude, comme l'inertie normalisée respecte largement l'inégalité
suivante :0 max (Je) 1, nous prendrons I'nypothese avec beaucoup de
margeque 0 1t (1+max (Jo) 1) ! 05

Nous utilisons la valeur nominale de 1 comme étant ; = 0:05dans la simu-

lation.

Systeme hybride représentatif de I'impact :

Les modeles de sauts normaux et tangents donnés par les équatigns](C.1) et
décrivent le comportement discret des composantes normale et tangente des
vitesses de translation et de rotation projetées sur la surface et sur sa normale au
point d'impact. Cette loi de saut du systeme est notée :

"= gxe) (C.3)

Avec X = (Xe; Qv; Ve: ! ) I'état complet de I'objet décrivant sa positionX. et
son attitude q,, dans l'espace dans le référentiel terrestre, ainsi que sa vitesse de
translation V. et de rotation ! ¢

La fonction g rassemble toute la modélisation de I'impact de la maniere suivante :

0 1
| 5 0 Ocy
_ 0 0 0 %VeN g
0 0 05 Iy,
0 00
1 0 11
0 0 0 0
0 1
0 0 0 0 v,
+ B K
I O I3 S(&)Qq(®k)R Doy
0 s T "Qu(a) 1S(e)d 5t

0 1 0 1

V, V,

Ou %} K et % & sont les composantes normale et tangente des vitesses de
[ |

' by " br

translation et de rotation a la surface.

n 2 [0;1]et 1 2 [0;05] les scalaires représentant respectivement les e ets
normal et tangentiel de I'impact.
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Jy = —+5Jp correspondant & la matrice d'inertie normalisée dans le référentiel
du corps rigide en mouvement.

C.2.2 Modele conservatif d'impact

Le coe cient de frottement en 3 dimensions exact de la surface (en fonction de
la nature de la surface de contact de I'objet et de la nature de la surface de la paroi
impactée) peut étre complétement incertain et variable en fonction de la vitesse de
I'impact. De plus, la surface peut avoir n‘importe quelle orientation inclinée, condui-
sant a une valeur de vecteur normal a la surfaeg inconnue, et donc a des rebonds
complétement indé nis.

Une maniéere globale de gérer toutes ces incertitudes de rebond peut étre de
modeéliser le saut comme un opérateur global incertain qui change instantanément
les vitesses de translation et de rotation du veéhicule comme suit :

0 1
I3 0O O 0
. 0 Iz O 0
X' = X= xX
0 0 vV v!
0 O v 1
Le saut ne se produisant que sur les vitesses de I'objet, on peut dé nir le sous-
opérateur incertain : 0 1
- E‘P W v! E 2 R6

qui doit satisfaire au principe de dissipation de I'énergie :
0 1.0 10 1 0 1-0 10 1
%V; X %ml 3 OX %V; X E‘)Veg E‘)ml 3 OX %Veg
Ly 0 J !} Iy 0 J !p

ce qui équivaut a la contrainte dissipative :
0 10 1 0 1

M 0 | I 0
le ~ %,D E%GE O,avecl\/I:E.bm3 X
0 M 0 Jp

Il s'agit de la maniére la plus globale et la plus conservative de modéliser un
impact de l'objet. En e et, ce modéle génére beaucoup de cas qui ne seront pas
réalisables, notamment des sauts qui ne respectent pas la contrainte physique de
I'impact qui est de ne pas traverser le mur au point d'impact.

Par conséquent, comme la normale de la surface peut étre spéci que pour chaque
impact et inconnue, modéliser les impacts comme un opérateur incertain dissipatif
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Figure C.4 Représentation de I'impact comme un systeme interconnecté incertain
hybride.

est un moyen général simple d'obtenir un modéle conservatif pour tout type d'im-
pact.

En n de compte, un contréleur robuste a cette modélisation de I'impact satisfera
les exigences pour les impacts réels. Nous pouvons donc utiliser ce modeéle hybride
simpli é pour faire l'analyse de robustesse d'un contrdleur aux impacts.

C.2.3 Modele représentatif aérodynamique

La force aérodynamique est généralement divisée en deux composantes : une
composante opposée aux vecteurs de vitesse de I'air, appelée trainée; le second per-
pendiculaire au vecteur vitesse de l'air appelé portance (cf. référencel [29] pour la
théorie détaillée de I'aérodynamique).

Ces réactions aérodynamiques sont fonction de la forme et de l'orientation de
l'objet : elles peuvent étre des fonctions mathématiques connues pour certaines
formes, sur des plages d'orientation et de vitesse de I'air données, ou totalement
inconnues, voire aléatoires (turbulence). C'est pourquoi nous considérons cette en-
trée comme une perturbation externe inconnue pour la synthese et I'analyse du
contrdle du mouvement d'objets dans l'air que nous réalisons dans cette thése.

Pour la simulation, pour prendre en compte ces e orts aérodynamiques en leur
donnant une direction et norme qui seraient représentative, nous utilisons les modeéles
simpli és suivants dans le simulateur :

Faeroprags . S€ réfere a la résultante des forces aerodynamiques appliquées par
I'air sur I'objet dans le référentiel terrestre. Nous utiliserons ici le modele sui-
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vant :

1 . .
I:AeroDrags e — 2 SC2(%)jjVe  Vwind e”2 Ave Vuing &)?

1 . .
> SCx(%)jiVe VwindeJi(Ve Vwind.)

1
+ > SCsin (GB)(R!'e” (Ve Vuwinde))

Le premier terme est la portance, c'est-a-dire la force appliquée a l'objet
perpendiculairement a son vecteur vitessefyy, v, )7 €St un vecteur
unitaire normal au vecteur vitesse air,

Le deuxieme terme correspond a la trainée de translation, c'est-a-dire la
force appliguée a I'objet opposé a sa vitesse air,

Le troisieme terme correspond a une force induite, perpendiculaire a la
trajectoire, provoquée par la rotation de l'objet sur lui-méme lors de la
translation (extrapolation des résultats du cylindre rotatif réf [29] partie
2 chapitre 3).

Cheroprags . S€ réfere a la resultante des couples aerodynamiques appliqués par
I'air sur I'objet dans le référentiel terrestre (trainée "rotationnelle"). Nous uti-
liserons le modeéle suivant pour la simulation :

1 L
Cherobrags ¢ = > RSCjjlo)j! e

Encore une fois, ce modeéle n'est pas précis et ne sera utilisé que pour la simula-
tion pour injecter des perturbations dont l'intensité (normes) et direction pourraient
étre proches des réelles.
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