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Introduction

Les entreprises de semiconducteurs sont en fort essor depuis quelques années, elles produisent
en e�et de plus en plus de puces électroniques nécessaires à nos appareils du quotidien comme les
ordinateurs, les automobiles ou bien les téléphones . . . Dans le cadre des entreprises de semicon-
ducteurs la productivité est toujours plus importante pour pouvoir optimiser la production dans
les usines. Elles ont un coût de production élevé car ces usines possèdent des équipements onéreux
dont l'utilisation doit être optimisée.

Les usines de semiconducteurs font partie des chaînes de production les plus complexes au
monde. Avec une concurrence toujours plus importante, la production de semiconducteurs à moindre
coût, en grande quantité, mais sans en détériorer la qualité, est un enjeu majeur pour ces entre-
prises. L'optimisation des �ux de production devient un élément central dans ces usines. Une bonne
gestion des �ux permet par exemple de limiter l'impact économique des goulots d'étranglement
et d'optimiser l'utilisation de tous les équipements d'une usine. Dans ces entreprises, la plani�ca-
tion des chaînes de production est complexe, elle s'e�ectue généralement à l'aide d'un logiciel qui
permet de faire un plan global de production par semaine, procurant un ensemble de consignes
permettant de respecter l'avancement de fabrication des produits dans l'usine.

Pour une bonne gestion des �ux de production, il faut comparer les �ux réels de l'usine aux
plans issus de la plani�cation et veiller à ce qu'ils se correspondent. Si ces �ux se contredisent cela
peut engendrer des problèmes dans la production des semiconducteurs. Pour faire cette compa-
raison plusieurs méthodes sont mises en place en observant les consignes de production sur des
ateliers ou sur certaines technologies. Néanmoins ces observations sont canalisées sur ces ateliers et
technologies spéci�ques sans proposer une comparaison globale des di�érents plans de plani�cation
à l'échelle de l'usine.

L'idée dans ces travaux est d'explorer une méthode pour e�ectuer une comparaison complète
des plans de plani�cation avec la réalité de l'usine. La problématique se pose dans un cadre où les
plans de plani�cation de l'usine sont au niveau des problèmes de la plani�cation opérationnelle.
Ces travaux de thèse s'e�ectue dans le cadre d'une convention CIFRE entre la société STMi-
croelectronics (site de Crolles) et le LAAS (Laboratoire d'Architecture et d'Analyse de Systèmes,
Toulouse).

Le chapitre 1 présente le contexte économique et industriel des entreprises de semiconducteurs.
Pour cela, on décrit le processus de fabrication des puces électroniques. Puis, les grandes lignes
de fonctionnement de la plani�cation de production et celles mises en place au sein l'entreprise
STMicroelectronics à Crolles (38) sont présentées. En�n, on décrit le fonctionnement du contrôle
de production qui véri�e au cours de la fabrication des semiconducteurs qu'il n'y a pas de problème
dans la production. Le chapitre se conclut sur la présentation du contrôle de production et sur la
problématique de détection de dérive temporelle qui est étudiée dans le cadre de ces travaux.

Une présentation des di�érentes outils de plani�cation et des données de l'historique utilisés
dans l'entreprise est proposée dans le chapitre 2. Ce chapitre présente aussi les di�érentes utilisa-
tions du logiciel de plani�cation utilisé dans l'entreprise et comment elles sont mises en place dans
celle-ci. Ce chapitre cherche à montrer que les données de l'entreprise sont sujettes aux variations
du fonctionnement de l'usine. En�n, le chapitre présente une méthode utilisant les données de la
plani�cation et de l'historique pour e�ectuer une première étude comparative qui nous permet
d'identi�er un point limitant dans l'étude de notre problématique sur les dérives temporelles.

Une revue des di�érentes méthodes de diagnostic est présentée dans le chapitre 3. Après avoir
donné les di�érentes méthodes de diagnostic existant dans la littérature, un approfondissement
de ces méthodes de diagnostic sur les chaînes de production est présenté. Parmi les méthodes de
diagnostic des chaînes de production, on se concentre sur les méthodes de diagnostic à base de
modèles pour des systèmes à événements discrets temporels.



Table des matières 5

La problématique étudiée et le positionnement de notre méthode de diagnostic sont décrits
dans le chapitre 4. Dans cette thèse, nous proposons l'utilisation de systèmes (max,+)-linéaires
pour dé�nir et mettre en ÷uvre un ensemble de méthodes de détection et de localisation de dérives
temporelles dans de tels systèmes. Les deux méthodes que nous proposons reposent sur le principe
général (voir �gure 1) qui consiste à proposer un moyen de comparer un �ux attendu (plan issu
de la plani�cation) et le �ux réel de production dans l'usine et d'en exploiter les di�érences pour
déterminer les sources de ces dérives.

Figure 1 � Méthode de diagnostic : principe général

Dans ce chapitre on dé�nit formellement le type de modèle que l'on veut exploiter, à savoir
les Graphes d'Événements Temporisés (GET), la notion de dérive temporelle sur ces GETs et la
façon de modéliser les informations observables du système. La deuxième partie de ce chapitre est
consacrée quant à elle à la modélisation générique du cas d'étude qui a été identi�é au cours de
ces travaux de thèse.

Les méthodes développées s'appuient sur l'algèbre (max,+) qui est présenté dans le chapitre 5.
Ce chapitre présente les dé�nitions mathématiques utilisées notamment la théorie des dioïdes et en
particulier le dioïdeMax

in Jγ, δK. Le chapitre propose une traduction algébrique de notre modélisation
en représentation d'états à l'aide du dioïde Max

in Jγ, δK. Les opérations mathématiques servant à
comparer les �ux sont alors présentées, ces opérations exploitent la réprésentation de ces �ux dans
le dioïdeMax

in Jγ, δK et s'appuient sur la théorie de la résiduation.
À l'aide de l'algèbre (max,+) et des opérations dé�nies précédemment on dé�nit une première

méthode de détection et de localisation des dérives temporelles dans le chapitre 6. Cette mé-
thode dé�nit une modélisation d'un système avec observateur qui permet d'estimer ses états. Dans
cette méthode, une dérive temporelle est caractérisée sous la forme d'une perturbation. Puis, une
extension de cette méthode est présentée dont l'objectif est d'améliorer la détection des dérives
temporelles et faire une meilleure analyse des résultats. En�n, l'analyse de ces états permet de
réaliser une localisation des dérives temporelles.

Le chapitre 7 présente une deuxième méthode de détection mais qui s'applique sur des systèmes
à temps intervallaire. Cette méthode s'appuie sur des dioïdes intervalles et dé�nit deux indicateurs,
l'un pour des sorties uniques et l'autre pour des sorties qui sont aussi des intervalles.

En s'appuyant sur les données réelles mises à notre disposition au sein de l'entreprise dans le
cadre de cette thèse CIFRE, le chapitre 8 présente un exemple utilisant la méthode de détection
des dérives temporelles par intervalles et la méthode par observateur sur le cas d'étude identi�é au
chapitre 4. Ce chapitre montre notamment comment traduire des données réelles de l'historique de
production en séries algébriques issues du dioïde Max

in Jγ, δK et propose une analyse des résultats
proposés par ces approches.

Tous les calculs des exemples des chapitres 6, 7 et 8 ont été e�ectués grâce à la bibliothèque
MaxPlusDiag implémentée en C++ au sein du LAAS qui repose sur la bibliothèqueMinMaxGD

également écrite en C++ (LARIS, Université d'Angers, [CLHB00]) et qui rend accessible toutes
les opérations formelles dé�nies dans le dioïdeMax

in Jγ, δK.





Chapitre 1

Contexte industriel

1.1 Présentation de l'industrie des semiconducteurs

L'industrie du semiconducteur fabrique des circuits intégrés communément appelés puces. Les
puces sont des dispositifs électroniques produits pour di�érents domaines d'application, comme
l'automobile, les télécommunications, la médecine et de nombreux autres domaines. Les puces sont
disponibles dans de nombreuses applications comme les ordinateurs, les capteurs, l'automobile ou
les téléphones portables. Du fait de la perpétuelle évolution de ses domaines d'application l'industrie
du semiconducteur est elle-même en perpétuelle évolution. Un semiconducteur est un matériau qui
a des propriétés électriques entre le conducteur et l'isolant. Le fonctionnement d'une puce est basé
sur l'assemblage de plusieurs composants électroniques simples (diode, transistor, résistance, etc.).
Selon l'association de ces composants électroniques simples, le fonctionnement sera plus ou moins
complexe. Les puces sont généralement encapsulées dans des boîtiers pour être ensuite intégrées
dans des cartes électroniques. L'évolution constante des technologies est une des caractéristiques
principales de cette industrie comme le décrit la loi de Gordon Moore (1965) présentée dans l'article
[Moo06] et qui montrait alors que la densité d'intégration des dispositifs devrait doubler environ
tous les deux ans. Bien qu'elle ait souvent été remise en question, cette loi empirique s'est véri�ée
au cours du temps avec des puces de plus en plus complexes puisque certaines intègrent aujourd'hui
plusieurs milliards de transistors élémentaires.

La complexité des technologies de production et la sophistication des équipements de production
requièrent des investissements extrêmement importants. La production des puces est réalisée dans
les salles blanches (environnement très contrôlé avec des conditions hygrométriques, de température
et de qualité d'air très surveillées). Comme le montre la �gure 1.1 l'objectif de la salle blanche est
le maintien de l'air propre en injectant un �ux d'air unidirectionnel de manière à continuellement
injecter de l'air �ltré par le plafond pour évacuer par le sol toute particule qui serait générée
à l'intérieur de la salle, suite aux activités humaines ou mécaniques. La précision des di�érents
contrôles, la qualité des matériaux mis en ÷uvre et l'énergie nécessaire à son fonctionnement font
que les coûts d'installation et d'exploitation d'une salle blanche sont très importants.

Du fait de leur complexité technique, les équipements de production représentent une part
essentielle des coûts de production. Suivant sa fonction et son type, un équipement peut coûter
entre quelques centaines de milliers (équipements de mesure, robots de transports) et plusieurs
dizaines de millions de dollars (équipements de lithographie). Dans une salle telle que celles de
Crolles, on trouve plusieurs centaines d'équipements et 70% du coût de l'installation leur est
consacré d'après [MFM12]. Une salle blanche va rapidement coûter plusieurs milliards de dollars.
Face à de tels investissements, les di�érentes ressources doivent être utilisées au maximum pour
maximiser l'amortissement des installations et minimiser les coûts d'utilisation.

Pour pouvoir suivre la loi de Moore, la taille standard des plaques de silicium a augmenté au
�l du temps pour garantir une meilleure homogénéité des phénomènes physiques (en diminuant
l'importance des � bords � de plaque) et permettre la miniaturisation des puces. Cette croissance
de la taille des plaques permettait jusqu'ici de réduire le coût individuel de chaque puce (plus de
surface = plus de puces). Cette croissance de la taille standard s'est cependant arrêtée il y a une
dizaine d'années du fait des coûts prohibitifs envisagés pour les usines, et donc du faible nombre
d'industriels intéressés. À l'heure actuelle la réduction des coûts de production doit donc s'appuyer
essentiellement sur la réduction des coûts d'exploitation à travers le développement de meilleurs
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Figure 1.1 � Fonction d'une salle blanche

systèmes décisionnels.
Du fait du rôle central des composants électroniques dans la plupart des domaines industriels,

le chi�re d'a�aires global de l'industrie augmente de façon permanente comme le montre la �gure
1.2 issue des données de la Semiconductor Industry Association (SIA [SIA18]). Cette croissance

Figure 1.2 � Chi�re d'a�aires global des ventes de semiconducteurs dans le monde en billions de
dollars tiré de [SIA18] entre 1999 et 2019

importante du chi�re d'a�aires dans le monde se fait toutefois de façon di�érenciée et la part de
ce chi�re réalisée par les 10 premiers acteurs mondiaux est de plus en plus importante du fait de
l'importance des investissements demandés. Pour rester compétitifs face aux géants américains et
asiatiques, les fabricants européens ont donc dû diversi�er leur production et améliorer la �exibilité
de leurs lignes de fabrication pour rester compétitifs et surtout rentables.

STMicroelectronics est une entreprise de semiconducteurs franco-italienne qui conçoit, déve-
loppe, fabrique et commercialise des puces. Le groupe a 11 sites de fabrication dans le monde et
des centres de recherche et de développement situés dans 10 pays. Les principales usines de fabri-
cation de puces se trouvent à Agrate Brianza et à Catane en Italie, à Crolles, Rousset et Tours
en France et à Singapour. Les sites d'assemblage et de tests des puces sont situés en Chine, en
Malaisie, à Malte, au Maroc, aux Philippines et à Singapour.

Le site de Crolles intègre deux unités de production de composants : l'une pour fabriquer des
puces sur des plaques de 200mm de diamètre (Crolles 200) et l'autre sur des plaques de 300mm
(Crolles 300). Crolles 300 est à ce jour l'usine la plus avancée de l'entreprise. Elle est très fortement
automatisée : toutes les activités de transport et de stockage des produits à l'intérieur de l'usine
sont réalisées par un système automatique (Automated Material Handling System / AMHS) au
plafond.
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1.2 Fabrication des semiconducteurs

La �gure 1.3 présente le processus de fabrication des semiconducteurs. Elle s'e�ectue générale-

Figure 1.3 � Processus de fabrication de semiconducteurs [Bet12]

ment sur une plaque de silicium monocristallin de quelques centaines de microns d'épaisseur. Le
diamètre des plaques dépend généralement de l'époque de construction de l'usine et les équipe-
ments de production ne peuvent traiter qu'un seul diamètre de plaques. La plupart des usines de
composants sont aujourd'hui des unités 200mm et 300mm. Sur une plaque, on va venir � imprimer
� des centaines à des milliers de puces, le nombre variant évidemment selon les dimensions de la
puce et le diamètre de la plaque. Les puces sont réalisées en imprimant et en connectant divers
composants élémentaires : résistances, isolants et principalement transistors. Les di�érents com-
posants élémentaires sont fabriqués par couches qui sont successivement déposées, isolées, gravées,
recuites, polies sur les plaques. Ces di�érentes couches sont produites en salle blanche, sous at-
mosphère contrôlée, dans les usines front-end appelées fab. À la sortie de ces usines front-end les
plaques de silicium sont envoyées vers les sites back-end où les puces sont testées individuellement
a�n de détecter les zones non fonctionnelles. Une fois ces tests passés, les plaques sont découpées
en puces et envoyées dans les usines d'assemblage où elles seront mises en boîtier avant d'être de
nouveau testées pour validation �nale.

La thèse se concentre sur la partie front-end de la fabrication des puces qui est la partie la
plus complexe du processus. La suite de cette section décrit plus en détail le fonctionnement du
front-end.

Le dépôt d'une seule particule de quelques microns pouvant endommager un grand nombre de
transistors et donc le fonctionnement de plusieurs puces, la fabrication s'e�ectue dans des salles
blanches dont la surface avoisine les 10000 m2.

Comme indiqué précédemment, les puces sont fabriquées couche par couche. On pourrait
presque parler ici de fabrication additive. Chaque étape de fabrication s'e�ectue dans une zone
spéci�que caractérisée par le type d'équipement employé et le type de processus réalisé. Les dif-
férentes zones sont appelées ateliers. Les plaques sont régulièrement mesurées et inspectées par
échantillonnage (c'est-à-dire, on ne mesure qu'un certain pourcentage de façon non destructive)
pour véri�er la qualité des puces et le bon fonctionnement des équipements. Si un défaut ou une
marginalité est constaté, la plaque est retraitée si c'est possible, sinon elle est détruite. Le nombre
d'étapes élémentaires nécessaires à la fabrication d'un circuit allant, pour Crolles 300 de quelques
centaines à plus de mille, le même type d'équipements va être utilisé plusieurs fois dans la gamme
de fabrication. On va donc avoir à gérer des �ux réentrants : c'est sans doute l'une des caracté-
ristiques principales de l'industrie en termes de gestion de production. La �gure 1.3 montre dans
l'usine de front-end les relations entre les 5 di�érents ateliers qui sont dé�nis ci-dessous :

� Di�usion/Oxydation : comme son nom l'indique, la di�usion est un processus qui va utiliser la
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température pour permettre la migration d'un matériau à l'intérieur de la plaque ou encore
d'homogénéiser ou de relaxer des contraintes à l'intérieur de couches. L'oxydation est un
processus de dépôt de matériau qui permet la croissance d'une couche d'oxyde (de silicium
à l'origine) à la surface de la plaque. Di�usion et oxydation sont des processus à haute
température qui utilisent traditionnellement des fours avec des durées de process pouvant
aller jusqu'à 12 heures et plus. La plupart des fours sont des équipements à batch c'est-à-dire
qu'un four peut traiter plusieurs lots de plaques en même temps.

� Photolithographie : la photolithographie est un processus qui consiste à transférer des motifs
sur une résine photosensible déposée sur la surface de la plaque grâce à une source lumineuse.
Comme avec un pochoir, les motifs sont présents sur un masque caractéristique du produit
à obtenir et de l'étape de fabrication considérée. Les équipements de photolithographie sont
les plus critiques en termes de technologie et aussi les plus complexes. Certains équipements
peuvent coûter plus de 50 millions d'euros. C'est pour cette raison que c'est généralement cet
atelier qui va dé�nir la capacité globale de l'usine, puisque c'est en photolithographie qu'on
trouvera les principaux goulots d'étranglement de la ligne.

� Gravure : la gravure est un processus d'élimination de matière. Généralement le processus
de gravure se fait après le processus de photolithographie. Il existe deux types de process : la
gravure humide qui utilise une réaction principalement chimique (la plaque est plongée dans
di�érents bains ou aspergée de di�érentes solutions chimiques) et la gravure sèche qui utilise
le bombardement de la plaque par di�érents types d'ions obtenus à partir de plasmas gazeux.

� Implantation : l'implantation ionique est un processus d'injection d'ions dopants à la surface
de la plaque et à l'intérieur du silicium. L'implantation des dopants (de type P ou de type
N) va permettre de modi�er les propriétés conductrices des zones concernées et de créer les
composants élémentaires des circuits.

� Planarisation : la planarisation est un processus de polissage mécano-chimique de la plaque.
C'est un processus d'aplanissement de la surface de la plaque pour réduire les écarts et les
irrégularités d'épaisseur liés au cumul de di�érents dépôts. Ce processus est par exemple e�ec-
tué au début de chaque nouvelle couche de métallisation. Cela permet d'éviter l'accumulation
des erreurs topologiques sur une plaque.

Figure 1.4 � Image d'un FOUP contenant 25 plaques

Le transport des plaques entre les di�érents équipements s'e�ectue avec des boites appelées FOUP
(Font Opening Uni�ed Pod), un FOUP contient 25 plaques (voir la Figure 1.4). Traditionnellement,
les plaques sont regroupées par 25, on parle de lot. Un lot correspond à un groupe de 25 plaques
du même produit �nal. Étant donné la diversité des phénomènes physico-chimiques mis en jeu,
on va trouver plusieurs types de fonctionnements di�érents pour les équipements de production.
Certains équipements peuvent traiter plusieurs lots en même temps (fonctionnement par batch)
alors que d'autres traitent unitairement chaque plaque. On parlera alors de fonctionnement plaque à
plaque. De même, certains types d'équipement requièrent des phases de stabilisation entre recettes
di�érentes. On parlera alors de trains ou de séries.

Pour la fabrication de semiconducteurs les termes peuvent changer selon l'usine et la compagnie.
De même, le vocabulaire peut être di�érent entre l'industrie et la littérature. Dans cette thèse les
dé�nitions spéci�ques sont introduites dans la suite de la section.
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Figure 1.5 � Image d'une plaque ou wafer

� Plaque, plaquette, wafer : une tranche, une galette de semiconducteur, généralement en si-
licium. La plaque est utilisée comme support pour la fabrication des puces. Dans l'usine
généralement les plaques ne sont pas vierges, elles ont déjà passé certaines étapes de fabrica-
tion. Voir la �gure 1.5 pour un exemple de plaque.

� Lot : Un lot est un ensemble de plaques. Il peut contenir d'une plaque à 25 plaques. Les
plaques contenues dans un lot sont physiquement transportées dans un FOUP. Dans le sys-
tème d'information de Crolles 300, le lot est la référence, c'est l'objet logique et physique qui
se déplace dans l'usine.

� Produit : Un produit spéci�e la puce fabriquée. Le produit correspond à une référence client
et est réalisé via un enchaînement particulier de couches utilisant un jeu de masques carac-
téristique du produit. Chaque produit correspond donc à une route � enchaînement d'étapes
� et à un jeu de masques particuliers.

� Technologie : Une technologie correspond à un type générique de procédés de fabrication par-
tageant des caractéristiques communes telles que la �nesse de gravure (dimension minimale
imprimée sur la plaque), le type de transistor (bipolaire, CMOS) ou de composants (capteurs
d'image, mémoire, etc.)..

� Étape (step) : Une étape est une étape élémentaire de fabrication et correspond au passage
d'un lot sur un équipement. On distingue généralement les étapes à valeur ajoutée (étapes
dites de process, impliquant une transformation physique de la plaque) des étapes sans valeur
ajoutée (tels que les nettoyages ou la mesure des plaques).

� Opération : Une opération est un regroupement de plusieurs étapes. Une opération est gé-
néralement composée d'une étape à valeur ajoutée précédée et/ou suivie par des étapes de
nettoyage et/ou de mesure.

� Brique : Une brique est un terme lié au système de gestion informatique de la production
(MES pour Manufacturing Execution System) et correspond au regroupement de plusieurs
opérations qui vont constituer un ensemble logique.

� Route : Une route désigne la liste ordonnée des étapes de fabrication d'un lot (gamme de
fabrication). Le lot doit passer sur chaque étape de fabrication pour pouvoir sortir de l'usine.
Il existe de nombreuses routes possibles pour une technologie donnée et une route peut avoir
de nombreux produits. Une route peut comprendre de 100 à 1000 étapes élémentaires suivant
la complexité de la technologie et les options auxquelles elle correspond.

� Équipement : Un équipement est une machine de traitement qui permet de faire l'étape du
processus de fabrication.

� Recette : Une recette est l'ensemble des paramètres qui permettent de piloter un équipement
pour la réalisation d'une étape. La recette donne le type de �uides à utiliser, leur débit, la
pression de chaque gaz, la durée de traitement ou la température. La recette est liée à l'étape
de l'opération de la brique d'une route.
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Pour mieux comprendre les relations entre les éléments citées précédemment, la �gure 1.6
montre les liens existant entre les technologies, les produits et les lots. Une technologie supporte p
produits, un produit correspond à un nombre de n lots. Les produits d'une même technologie vont
être réalisés en enchaînant les mêmes étapes mais avec des masques di�érents

Figure 1.6 � Hiérarchie de la classi�cation des produits

La �gure 1.7 explique l'avancement d'un lot sur une route. Une route est composée de n briques,
chaque brique est composée de m opérations et chaque opération est composée de p étapes.

Figure 1.7 � Di�érents éléments de processus d'une route

1.3 Plani�cation de la production dans une entreprise de se-
miconducteurs

La plani�cation adresse la prise de décisions pour la gestion de la production au sein de la
chaîne de fabrication. La plani�cation recouvre des aspects aussi divers que le dimensionnement de
capacité et investissement, la gestion des ordres de fabrication en ligne ou les aspects logistiques
comme le stockage des produits ou la coordination des systèmes de transport.

1.3.1 Les di�érentes échelles de plani�cation

La plani�cation est généralement décomposée selon trois échelles : l'échelle stratégique, l'échelle
tactique et l'échelle opérationnelle proposée par [Ant65]. Le livre [MFM12] décrit les di�érents
niveaux de décision, au niveau de l'entreprise (long terme), l'usine (moyen terme) et sur le poste
de travail (court terme). Les di�érents niveaux de décision sont résumés dans le tableau 1.1.

� Plani�cation stratégique : plani�cation sur le long terme. Les décisions qui sont prises se tra-
duisent par une politique d'entreprise sur plusieurs années. Les décisions prises concernent les
installations de production (par exemple construction d'une nouvelle usine) ou des processus
de fabrication (par exemple le développement de nouvelles technologies). La plani�cation
stratégique �xe le cadre de la plani�cation tactique.

� Plani�cation tactique : Les décisions prises concernent la production des produits et la com-
mande des ressources selon les prévisions commerciales. Le plan de production calcule les
quantités de production par période pour pouvoir répondre aux demandes à moindre coût.
La plani�cation tactique donne le cadre de la plani�cation opérationnelle.
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Échelle de plani�cation Problèmes considérés Horizon de temps

Stratégique

Recherche de nouveaux partenaires industriels

3 à 5 ans
Sélection des fournisseurs et sous-traitants
Ouverture ou fermeture de sites de production
Développement d'un nouveau produit
Con�guration de l'usine

Tactique
Programme directeur de production,

3 mois à 1 an
équilibrage de la charge des ressources

Opérationnelle
Ordonnancement, suivi des ateliers, De quelques heures
règles de répartition à plusieurs semaines

Table 1.1 � Problèmes de plani�cation de la production selon l'échelle considérée

� Plani�cation opérationnelle : Les décisions prises concernent le fonctionnement quotidien des
ateliers de production. Les décisions prises sont opérationnelles, elles concernent les quantités
les dates de passage des lots ou produits par rapport aux capacités des ateliers (par exemple
la disponibilité des équipements).

1.3.2 Complexité de la plani�cation de production

Dans la fabrication de composants semiconducteurs, de nombreux facteurs complexi�ent la
plani�cation de production. Concernant Crolles 300, les principaux facteurs de complexité de pla-
ni�cation sont :

� Flux réentrants : les lots doivent passer sur le même équipement ou type d'équipement
plusieurs fois au cours de leur fabrication. On retrouve donc devant le même équipement des
lots (du même produit ou non) à des niveaux di�érents de leurs routes. Un lot peut être à
quelques étapes de la sortie du produit comme au début de sa fabrication, ce qui complexi�e
la plani�cation.

� Spéci�cité des processus de fabrication : La nature et la durée des processus de fabrication
varient considérablement. Certaines étapes de processus peuvent être exécutées en quelques
minutes (par exemple des étapes de nettoyage) et d'autres peuvent durer plusieurs heures
(par exemple des étapes de di�usion). Le fonctionnement des équipements est aussi source
de di�érences : un équipement par batch traite simultanément plusieurs lots (généralement
entre 1 à 6 lots) alors qu'un autre équipement traite un seul lot à la fois plaque par plaque.
Le processus par batch amène souvent de longues �les d'attente sur les équipements ce qui
complexi�e la plani�cation.

� Grande variété de produits : Les usines de fabrication de semiconducteurs peuvent être clas-
sées en deux catégories, Low-Mix High-Volume (LMHV) et High-Mix Low-Volume (HMLV).
Dans le cas LMHV, l'usine produit un faible nombre de produits di�érents en grande quantité
(microprocesseurs, mémoires, etc.). Dans ce cas, les �ux de production sont plus simples à
piloter car on aura moins de cas spéci�ques à considérer que dans le cas d'une production à
la demande. Dans le cas HMLV, l'usine produit une large variété de produits pour répondre
à la demande de nombreux clients. Les �ux de production sont alors plus complexes à piloter
puisqu'il faut tenir compte de la demande de chaque client (livraison juste à temps) de façon
à ne pas arrêter les chaines d'assemblage du client considéré.

� Quali�cation des recettes sur les équipements : à l'intérieur d'un même atelier, pour un
même type d'équipement, les opérations à réaliser varient suivant l'étape à laquelle se trouve
le produit. De même, suivant les caractéristiques de la technologie, tous les produits ne de-
manderont pas la même �nesse de réalisation. En�n, suivant son degré d'usure un équipement
ne présentera pas le même niveau de performance. La notion de quali�cation par équipement,
par produit et par niveau est donc essentielle pour garantir la qualité des produits. Si un
équipement est seul quali�é pour une étape d'un certain produit � mineur � une semaine, il
peut très vite se retrouver limitant si le volume de ce produit augmente la semaine suivante
et il faudra quali�er un autre équipement pour l'étape et le produit considérés. On parle de
la quali�cation d'équipement pour une certaine recette. Ce processus peut être long, mais
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aussi très fréquent (plusieurs fois dans une semaine) dans les usines HMLV. Cela complexi�e
la plani�cation.

L'usine Crolles 300 est considérée comme une usine HMLV ce qui complexi�e la plani�cation des
di�érents produits.

1.3.3 Plani�cation de la production dans l'entreprise STMicroelectro-
nics

La plani�cation de production au sein de Crolles 300 est décomposée en plusieurs étapes. Les
di�érentes étapes sont décrites sur la �gure 1.8.

� La première étape est de fournir les plans de livraison de l'usine. Les plans de livraison
traduisent les quantités de chaque produit à livrer chaque semaine. Les produits ne sont pas
livrés directement au client mais aux usines back end pour le test électrique, la découpe et la
mise en boîtier. Le plan de livraison est lié à une plani�cation tactique fournie par les services
centraux qui remplissent la fonction de plani�cation de production.

� La deuxième étape est de fournir un plan de production. Pour cela le service planning fournit
un plan de lancement des lots en production, plan dé�ni chaque semaine en fonction des temps
de cycle standard et des dates de livraison. Le plan de production est lié à une plani�cation
tactique. La dé�nition des plans de production est dé�nie à l'aide d'un outil d'aide à la
décision qui prend en compte le plan de livraison et les encours de production de l'usine
(Work In Progress WIP).

� La troisième étape est à la frontière entre la plani�cation tactique et la plani�cation opéra-
tionnelle. Cette étape appelée Plan de Référence Interne a pour but de supporter la gestion
des �ux de production dans l'ensemble de l'usine. Le calcul du Plan de Référence Interne
(PRI) est réalisé à l'aide de l'outil OPERA qui en partant des plans de lancement des lots,
du plan de livraison, de la position des encours et d'un modèle de capacité de la ligne de
fabrication (capacité et quali�cation des équipements, routes des produits, temps moyen de
réalisation des étapes...) va produire un plan détaillé. Ce plan ne correspond pas à un ordon-
nancement, mais il permet la mise en place de nombreuses actions comme la mise à jour de
la priorité des lots (selon leur retard ou leur avance estimés à la livraison), la quali�cation
d'équipements supplémentaires et certaines consignes de production pour l'ordonnancement.

� La dernière étape est de la plani�cation opérationnelle. En fonction des di�érentes consignes,
le système d'ordonnancement automatique va distribuer les lots sur les équipements en fonc-
tion des caractéristiques et de la disponibilité de chacun. Le but de cette étape Ordonnan-
cement /Distribution /Contrôle de Production est d'optimiser localement la production, en
temps réel ou sur un horizon de quelques heures. Selon la complexité des ateliers, les outils
et méthodes de décision peuvent changer. Dans les ateliers critiques, les décisions sont prises
par des outils complexes d'ordonnancement (scheduler) les autres ateliers utilisant des outils
plus simples, à base de règles de pondération et de tri par exemple (Distribution/ contrôle
de production).

Le Manufacturing Execution System (MES) est un système de gestion par ordinateur qui sert à
gérer la production dans une usine.

A travers les di�érentes étapes de plani�cation, les plans stratégiques sont peu à peu transformés
par des consignes plus précises et transmises au niveau des ateliers pour aboutir à des décisions en
temps réel sur le choix des lots à lancer sur chaque équipement.

1.4 Contrôle de production

Dans la �gure 1.8 la véri�cation du respect des consignes de production est e�ectuée par le
contrôle de production. Ce contrôle est un aspect important pour véri�er que le plan de production
est respecté par rapport à la réalité et pour ne pas prendre de retard sur les livraisons.
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Figure 1.8 � Étapes de plani�cation de production à STMicrolectronics Crolles extraites de
[Chr20]

1.4.1 Principe du contrôle de production dans la littérature

Le contrôle de production est utilisé au niveau opérationnel dans la plani�cation. L'objectif de
ce contrôle est de veiller à la bonne répartition des encours dans l'usine. Les méthodes de contrôle
de production peuvent être décomposées en deux approches. La première consiste à changer les
consignes de pilotage de la production quand les di�érents indicateurs indiquent une dérive. La
seconde s'appuie sur l'utilisation de points de contrôle : les goulots d'étranglement 1. Pour une ligne
de produits (généralement une technologie), les goulots d'étranglement sont les points limitants la
production en termes d'activité et de capacité. Il existe deux types de goulots d'étranglement. Les
goulots d'étranglement structurels sont une limitation par rapport à la capacité de production des
équipements. Les goulots d'étranglement fonctionnels peuvent quant à eux changer au cours du
temps, puisqu'ils sont liés à des phénomènes ponctuels tels que l'indisponibilité des équipements ou
la variabilité des encours. Des indicateurs qui aident à la décision sur les équipements en goulots
d'étranglement pour le contrôle de production sont proposés dans [LG88]. Les goulots d'étran-
glement sont les équipements/ateliers qui vont être limitant pour la production. Les indicateurs
proposés dans l'article sont le contrôle des temps de cycle des produits, la comparaison des di�é-

1. Dans l'entreprise STMicroeletronics les goulots d'étranglement sont notés bottlenecks
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rentes politiques d'ordonnancement et le contrôle des stocks (le contrôle des plaques qui arrivent
sur les équipements/ateliers en goulot d'étranglement).

Une revue des problèmes de contrôle par atelier est faite dans[ULMV94]. Une l'évolution des
problèmes de plani�cation et de contrôle opérationnel dans la production de semiconducteurs et des
approches possibles pour les résoudre des approches de résolutions est présentée dans [GRFM06].
Le contrôle de production établie dans [BW81] le lien entre le rendement et le temps de passage
moyen dans l'usine. Il permet le maintien des temps de passage a�n de �xer le temps de �n de
production et ainsi réduire la variabilité dans l'usine pour améliorer les plani�cations. Une autre
stratégie pour le contrôle est la règle d'une boucle fermée pour les ateliers dé�nis dans [GR88]
avec comme principe fondamental le hasard des indisponibilités des équipements. Le principe de
ce contrôle sur l'ordonnancement est de comparer plusieurs entrées dans l'ordonnancement sur
plusieurs ateliers. Une autre méthode est d'intégrer le contrôle des usines avec le contrôle des
équipements, la supervision de l'usine, le retour d'informations des équipements et le contrôle des
temps de processus par des méthodes statistiques pour faire de la détection/diagnostic des défauts
dans la production des semiconducteurs comme le montre [EBC+00]. Un autre approche est de
considérer le problème de contrôle de production par la réduction du temps de cycle dans les
usines de semiconducteurs LMHV, cette méthode de contrôle de production appelée DEscending
Control (DEC) se base sur la simulation et l'optimisation pour améliorer les règles de contrôle de
production, méthode proposée dans [GSS96] .

1.4.2 Principe du contrôle de production dans l'usine de Crolles

Au sein de l'usine Crolles 300 de STMicroeletronics, une fois que le service planning a calculé
les objectifs de pilotage pour la semaine et publié le Plan de Référence Interne (PRI), le service
WIP Management est chargé de faire réaliser les objectifs au moyen de consignes de production. Le
ServiceWIP Management observe en continu les �ux de production dans les di�érents ateliers pour
modi�er les consignes de production selon l'évolution de l'activité par rapport aux objectifs. Le
service WIP Management modi�e les consignes de production au cours de la journée en fonction
des événements : retard important de certains produits, blocage potentiel pour une technologie
donnée ou équilibrage de la ligne. Pour ce faire le service modi�e essentiellement la priorité des
lots, ce qui va in�uer l'exécution au niveau de l'ordonnancement et de la distribution. Au cours de
la journée selon l'avancement de l'activité par rapport aux objectifs détaillés, les consignes peuvent
être aussi modi�ées pour accélérer le traitement des lots en amont de certains ateliers avec plus de
capacités disponibles.

Le mode de gestion actuel, s'il est bien adapté aux produits à fort volume, atteint néanmoins
ses limites sur les produits à faible volume. En e�et, comme les objectifs sont calculés sur une
moyenne de 7 jours, réagir au pourcentage de déviation n'est pas possible : on serait toujours très
négatif ou au contraire très positif pour tout un ensemble de lots potentiellement perturbateurs de
l'ordonnancement. Pour faire le contrôle de production, le service WIP Management ne regarde
pas la globalité de l'usine mais regarde atelier par atelier donnant des consignes pour chaque
atelier. Ces consignes peuvent évoluer au cours du temps selon la situation. Pour véri�er que
l'usine respecte bien la plani�cation, le serviceWIP Management véri�e certaines étapes essentielles
dans la route de chaque produit, mais est très loin de surveiller l'ensemble du système. Après,
selon les conditions de l'usine, le service WIP Management regarde aussi l'évolution des goulots
d'étranglement pour véri�er que les ateliers limitants ont toujours des encours pour alimenter leurs
goulots d'étranglement respectifs et limiter leurs impacts en termes de retard.

1.5 Synthèse du chapitre

Le chapitre présente le fonctionnement de l'industrie des semiconducteurs et les principales
étapes de fabrication d'un composant électronique. Ensuite, on présente la plani�cation dans les
entreprises de semiconducteurs et les di�érentes échelles de plani�cation ainsi que les facteurs qui
font que cette activité est complexe dans le cas de l'unité de production de Crolles300. Le contrôle
de production montre qu'il est di�cile d'avoir une vision globale de l'usine pour détecter les retards
que l'on peut avoir sur les produits. La �gure 1.9 représente le lien entre la partie opérationnelle
de la plani�cation avec le PRI qui permet de faire une validation des objectifs de pilotage de la
semaine et le service de contrôle de production WIP Management qui donne des consignes de
production au cours de la journée. L'objectif de mes travaux, comme le montre la �gure 1.9, est
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Figure 1.9 � Représentation du lien entre la partie opérationnelle de la plani�cation et le contrôle
de production

d'automatiser la détection de dérives potentielles dans les �ux de production. Partant de la mesure
de l'activité de production et des objectifs correspondants, l'objectif est de proposer une approche
permettant une détection globale des dérives et d'alerter le service WIP Management en cas de
dérives observées. Pour faire cela une connaissance des outils de plani�cation et des données de
l'activité de production est présentée dans le manuscrit.





Chapitre 2

Retard de la production de l'usine
par rapport à la plani�cation

Ce chapitre présente dans un premier temps le fonctionnement du logiciel de plani�cation utilisé
dans l'entreprise STMicroelectronics Crolles ainsi que les données de l'usine et de la plani�cation qui
ont été mises à disposition dans le cadre de cette thèse. En particulier, les di�érents paramétrages
qui sont utilisés pour la plani�cation sont détaillés. Dans un second temps, le chapitre discute de la
notion de variabilité dans les chaînes de production et comment cette variabilité se caractérise au
sein de l'usine Crolles300 par une analyse des données réelles de production. Suite à cette analyse,
une méthode de comparaison par opération entre l'historique et la plani�cation est proposée a�n de
d'établir la présence de retard. En�n, le chapitre introduit la notion de retard critique et propose
un indicateur qui mesure ce type de retard.

2.1 Performance de l'outil de plani�cation

Cette section présente le fonctionnement de l'outil de plani�cation et les di�érentes données
qui sont à notre disposition dans le cadre de nos travaux.

2.1.1 Présentation du l'outil de plani�cation

L'outil de plani�cation utilisé par ST Crolles, nommé OPERA, se base sur la méthode présentée
dans [MMJ+18]. Cette méthode heuristique est capable de résoudre des problèmes de taille réelle
(avec environ 6000 lots, 500 équipements) avec un temps d'exécution de moins d'une minute.
Elle se décompose en trois étapes présentées sur la �gure 2.1 [CDPLV18]. La première phase est la

Figure 2.1 � Schéma de la méthode heuristique en trois phases

projection, elle permet avec les informations des données d'entrée de �xer chaque étape de processus
des lots avec les di�érentes entrées, la date de début et de �n de chaque étape de processus de lot.

Exemple 2.1. La �gure 2.2 présente la première phase de la méthode heuristique qui comme le
montre cette �gure consiste à projeter chaque lot selon sa date de début et le temps de chaque
étape de processus. Par exemple, l'étape S5 du lot 1 est plani�ée pour un démarrage en période
t1 suivie par l'étape S6 puis de S7 plani�ée sur la période t2. La projection des étapes sur le lot 1
s'e�ectue jusqu'à la �n de la période tm.
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Figure 2.2 � Projection de deux lots sur une période T =
∑m

i=1 ti

La deuxième phase est l'équilibrage, elle a pour but de répartir les lots sur les équipements
disponibles.

Figure 2.3 � Équilibrage des charges de deux lots sur la période t1

Exemple 2.2. Suite à la projection de la �gure 2.2 l'algorithme se concentre sur la première période
(t1) pour faire l'équilibrage de charge pour les 4 étapes qui sont exécutées dans cette période. Le
résultat de cette phase d'équilibrage est présenté sur la �gure 2.3. Le lot 1 doit faire les étapes S5

et S6 utilisant les recettes A et B qui peuvent être e�ectuées toutes les deux sur l'équipement 1
(voir les recettes quali�ées pour chaque équipement en haut à droite de la �gure 2.3). Le lot 2 doit
e�ectuer les étapes Sk et Sk+1 utilisant les recettes C et A réalisables sur les équipements 1 et 2.
Lors de cette phase d'équilibrage, les étapes S5 et S6 sont a�ectées à l'équipement 1 si bien que la
charge de cet équipement est supérieure à 100%.

La troisième phase est le décalage des étapes sur des périodes ultérieures (ti+1, . . . ) qui a pour
but de lisser la charge de travail des équipements et de satisfaire les contraintes de capacité des
équipements.

Exemple 2.3. Après avoir fait l'équilibrage de charge de la �gure 2.3, la charge sur l'équipement 1
est trop importante par rapport à la capacité de l'équipement. La deuxième étape S6 du lot 1 est
décalée à la période suivante t2 ce qui permet de désaturer l'équipement 1 sur la période t1 qui n'a
plus que l'étape S5 et Sk à e�ectuer. Après cette étape l'algorithme e�ectue une nouvelle projection
au temps t2 des lots suivie d'un équilibrage et d'un décalage et ainsi de suite sur la période T .

La méthode présentée dans [CDPLV18] reprend celle de [MMJ+18] en améliorant les parties
d'équilibrage et de décalage des étapes et prend en compte di�érents objectifs de plani�cation. La
méthode de l'article [CDPLV18] est mise en ÷uvre dans le logiciel OPERA utilisé chez ST Crolles.

OPERA est un logiciel qui est utilisé pour résoudre di�érents types de problèmes : notamment
il permet de faire de la projection comme présentée ci-dessus mais il peut également être utilisé
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Figure 2.4 � Décalages des étapes de deux lots sur la période t1

pour de la simulation de plans de production de l'usine. L'outil permet également de faire une pla-
ni�cation sur di�érentes périodes (par exemple sur un jour, une semaine...). La �gure 2.5 présente
di�érentes entrées de l'outil de plani�cation.

� La con�guration indique sur quelle période la plani�cation est e�ectuée, si les dates de sortie
doivent être respectées et si les capacités des équipements doivent être prises en compte.

� Les plans de lancement et de sortie des lots informent sur les dates de démarrage de la
production de nouveaux lots et sur les dates attendues de livraison des encours.

� Le positionnement des encours permet d'identi�er les lots et leur localisation dans l'usine au
moment où la plani�cation est lancée.

� La capacité des équipements précise la disponibilité des équipements et leurs quali�cations
courantes.

� Le temps de cycle indique le temps moyen de processus et d'attente des étapes d'une opération
pour chaque route.

Figure 2.5 � Schéma des entrées et des sorties de l'outil OPERA

Les temps de cycle sont notamment calculés grâce à une méthode d'optimisation-simulation.
L'article [GHL18] récapitule toutes les méthodes optimisation-simulation appliquées aux semicon-
ducteurs. Il explique que de nombreuses méthodes permettent de faire de la plani�cation et aussi
de faire de la simulation. Mais la convergence ou non convergence des solutions entre la simulation
et la plani�cation n'est pas encore bien comprise. La méthode est très dépendante des valeurs
initiales et peut ne pas converger. De plus, selon la complexité de la chaîne de production la charge
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du modèle de simulation peut devenir importante. La capacité des équipements est calculée par
rapport aux di�érentes quali�cations en fonction des encours de l'usine et des maintenances qui
vont être mises en place dans la semaine plani�ée. Les plans de lancement des lots sont fournis par
le service planning d'après la �gure 1.8.

2.1.2 Les données disponibles dans le cadre de nos travaux

Dans le cadre de ces travaux, les données qui sont à notre disposition sont les di�érents �chiers
de sortie de OPERA comme les �chiers de type LOTSPROJECTION qui décrivent les di�érentes
étapes plani�ées sur une période donnée. Un �chier LOTSPROJECTION contient plusieurs co-
lonnes. Dans ce �chier on utilise ici les colonnes suivantes :

Technologie Brique Operation ETAPE STEP_OUT Track_Qty. TYPE
Techno1 b1 o2 e3 14/10/20- 06 :39 :21 25 OPERA
Techno1 b1 o2 e3 14/10/20- 07 :46 :21 25 OPERA

Table 2.1 � Colonnes utilisées du �chier LOTSPROJECTION issu de la plani�cation

La colonne STEP_OUT correspond à la date de sortie plani�ée d'une étape pour un lot donné.
La colonne Track_Qty correspond au nombre de plaques du lot. La colonne TYPE correspond au
fait que l'étape vient du tableau de la plani�cation.

Pour les données de l'usine (l'historique), on a à notre disposition le �chier TGVHistorique qui
est tiré du MES et qui regroupe toutes les étapes réellement e�ectuées sur une période donnée.

Le �chier TGVHistorique contient plusieurs colonnes. Parmi celles-ci, les colonnes suivantes
sont utilisées ici :

Technologie Brique Operation ETAPE STEP_OUT Track_Qty TYPE
Techno1 b1 o2 e3 14/10/20- 06 :23 :21 25 Histo
Techno1 b1 o2 e3 14/10/20- 07 :10 :21 25 Histo

Table 2.2 � Colonnes utilisées du �chier TGVHistorique

La colonne STEP_OUT correspond à la date de �n de la réalisation de l'étape sur un lot donné.
La colonne Track_Qty correspond au nombre de plaques qui sortent de l'étape 1. La colonne TYPE
correspond au fait que l'étape vient du tableau de l'historique.

2.1.3 Utilisation de l'outil de plani�cation selon di�érents paramètres

Comme nous l'avons vu dans la section 2.1.1, avec les di�érentes con�gurations de l'outil et les
di�érentes entrées, le logiciel peut produire un ensemble de plani�cations possibles. Notre objec-
tif dans cette section est de comparer les di�érents paramétrages de cette plani�cation avec des
données historiques a�n de véri�er la �abilité de l'outil de plani�cation.

Dans un premier temps, l'idée est de véri�er que la plani�cation e�ectuée par le logiciel corres-
pond à la réalité. Pour cela on compare le plan de la plani�cation avec les données de l'historique
pour une semaine donnée, en exploitant les �chiers LOTSPROJECTION et TGVHistorique de la
semaine en question. La comparaison utilise le logiciel Spot�re qui est une plate-forme d'analyse de
données. L'avantage du logiciel Spot�re est de permettre de faire des associations entre di�érentes
données et de faire des représentations graphiques de ces données. La comparaison s'e�ectue entre
la somme du nombre de plaques en sortie d'une étape pour une journée et la somme prévue par
OPERA. La plani�cation a été réalisée avec le paramétrage ADD_PRI_FINI (prise en compte des
dates de �n et de la capacité des équipements, voir les détails ci-dessous). La �gure 2.6 présente
le résultat de cette comparaison pour la semaine débutant le 11/12/2019. Alors que sur les trois
premiers jours de la semaine, la plani�cation hebdomadaire (en rouge) et l'historique (en bleu) sont
plutôt en cohérence (par exemple, 30500 plaques plani�ées pour 31000 plaques réellement sorties
le 11/12/2019), un écart plus signi�catif entre l'historique et la plani�cation se manifeste ensuite
(la plani�cation a tendance à plani�er moins d'étapes en �n de semaine).

La �gure 2.7 montre une deuxième comparaison entre la plani�cation et l'historique pour la
semaine 47 en 2020. La �gure 2.7 montre la présence constante d'une di�érence entre le nombre

1. Dans l'entreprise STMicroelectronics le nombre de plaques en sortie d'étape est notée Track_Out.
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Figure 2.6 � Comparaison du nombre de plaques en sortie d'une étape de la semaine 50 de 2019
entre la plani�cation et l'historique

Figure 2.7 � Comparaison du nombre de plaques en sortie d'une étape de la semaine 47 de 2020
entre la plani�cation et l'historique

plani�é de plaques en sortie d'une étape et le nombre réel, di�érence importante tout au long de
la semaine plani�ée. Contrairement à la semaine du 11/12/2019, les écarts sont ici toujours élevés
avec un écart maximal de 8000 plaques pour le 12/11/2020.

Les comparaisons précédentes s'appuient sur le paramétrage de plani�cation réellement utilisé
en exploitation. Pour aller plus loin on va maintenant comparer di�érents paramétrages du logiciel
OPERA a�n de véri�er si il n'y a pas un paramétrage qui permet un écart minimal entre la
plani�cation et l'historique sur les deux mêmes semaines.

Les di�érents paramètres de l'outil OPERA permettent de faire plusieurs plani�cations. Selon
ces di�érents paramètres le résultat des plani�cations est varié, les plani�cations permettant d'avoir
de nouvelles informations. Les paramètres de la plani�cation sont :

� Due Dates (date de sortie d'un lot) : la plani�cation peut s'e�ectuer soit en prenant en compte
les dates de sortie des lots (Avec Due Date ADD) soit en ne les prenant pas en compte (Sans
Due Date SDD).

� Capacité Finie : l'outil peut calculer la plani�cation de l'usine en prenant en compte la
capacité des équipements (FINI), c'est-à-dire que la plani�cation prend en compte le temps
de disponibilité des équipements.
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� Capacité In�nie : l'outil peut calculer la plani�cation de l'usine en ne prenant pas en compte
cette capacité des équipements (INFINI).

Les di�érents paramètres de l'outil de plani�cation permettent de faire quatre plans de production
di�érents. Ces plans de production vont varier entre la prise en compte des dates de �n des lots
et la prise en compte des capacités des équipements. Les quatre plans de production comparés
ont été calculés a posteriori pour cette comparaison, ils débutent le même jour avec les mêmes
entrées et sur la même période de plani�cation. Pour faire la comparaison, on utilise les �chiers
LOTSPROJECTION qui regroupent chaque étape de processus de chaque lot à la date plani�ée
sur la totalité de la plani�cation. Ces �chiers sont importés et regroupés à l'aide du logiciel Spot�re.
Les données historiques ont été également rajoutées à notre base d'étude. La comparaison s'e�ectue
avec la somme du nombre de plaques en sortie d'une étape pour une journée et la somme plani�ée.
Plusieurs comparaisons ont pu être réalisées sur l'ensemble de l'historique et deux semaines sont
présentées ici pour illustrer signi�cativement la comparaison.

La �gure 2.8 montre graphiquement la comparaison des quatre plani�cations et l'historique sur
une période d'une journée avec :

� En bleu, l'historique (Histo).

� En rouge, la plani�cation avec les dates de sorties des lots et avec les capacités des équipe-
ments (ADD_PRI_FINI).

� En jaune, la plani�cation avec les dates de sorties des lots et sans les capacités des équipements
(ADD_PRI_INFINI).

� En vert, la plani�cation sans les dates de sorties des lots et avec les capacités des équipements
(SDD_PRI_FINI).

� En rose, la plani�cation sans les dates de sorties des lots et sans les capacités des équipements
(SDD_PRI_INFINI).

Figure 2.8 � Comparaison des trackouts de la semaine 50 de 2019 entre les di�érentes plani�cations
et l'historique sur une période d'une journée

On observe sur la �gure 2.8 que les plani�cations en rouge et en vert sont les plus proches de la
réalité (en bleu). En revanche aucune d'entre elles n'est en parfaite cohérence avec l'historique. Sur
la �gure 2.9 pour la journée du 12/11/2020 les plani�cations en jaune et en rose sont dans ce cas les
plus proches de l'historique. Ainsi, à la vue des résultats, sur le semaine 50 de 2019, la plani�cation
réellement exploitée (ADD_PRI_FINI) est la plus en cohérence avec l'historique alors que sur la
semaine 47 de 2020, un autre paramétrage de la plani�cation (ADD_PRI_INFINI) aurait été plus
en cohérence avec l'historique.

L'analyse faite sur les di�érents paramètres de l'outil de plani�cation montre ainsi que selon
les paramètres de la plani�cation utilisés il n'y a pas de paramétrage dominant dans la qualité
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Figure 2.9 � Comparaison des nombres de plaques en sortie d'une étape de la semaine 47 de 2020
entre les di�érentes plani�cations et l'historique sur une période d'une journée

de la plani�cation. Ce phénomène semble dû à la forte variabilité de l'activité et des �ux entrant
des ateliers. Un paramétrage unique et optimal ne peut être envisagé et doit être fonction de la
situation de l'usine (capacités équipements, position des en-cours,. . .). En pratique dans l'usine
de ST Crolles l'outil de plani�cation est utilisé dans di�érents modes et pour di�érents niveaux
de plani�cation. Sur la �gure 1.8 le service de plani�cation opérationnelle de la production utilise
l'outil de plani�cation pour faire une plani�cation sur une période d'une semaine et à capacité
�nie, cette plani�cation est utilisée pour dé�nir les objectifs de production. L'outil de plani�cation
est aussi utilisé tous les matins sur une période de 8h et à capacité in�nie (ADD_PRI_INFINI)
pour identi�er les lots qui sont en retard par rapport à leurs due dates. L'outil de plani�cation
est également utilisé dans l'atelier photolithographie pour anticiper les besoins des masques et les
pré-positionner sur une période de 8h et à capacité in�nie (ADD_PRI_INFINI) pour savoir quels
masques peuvent être sortis ou entrés dans les équipements de photolithographie.

L'analyse des di�érents paramètres de la plani�cation montre qu'il n'existe pas un paramétrage
optimal dans l'utilisation de l'outil dans l'usine Crolles 300. Ainsi, dans la suite de nos travaux on
utilise le paramétrage qui est dé�ni par le service plani�cation opérationnelle de la production et
qui est utilisé par ce service pour la plani�cation hebdomadaire. Pour rappel, ce paramétrage est
à capacité �nie et avec due dates (ADD_PRI_FINI).

2.2 Caractérisation de la variabilité de la production

2.2.1 Dé�nition de la variabilité de la production dans l'usine

Dans le contexte des �ux de fabrication, la notion de variabilité fait référence à un phénomène
qui a�ecte le �ux de production et entraîne des imprécisions dans la livraison, ce qui peut engendrer
des retards de livraison. Plus précisément, la variabilité implique la perte de contrôle des �ux. Les
usines de fabrication de semiconducteurs sont soumises à des niveaux élevés de variabilité en raison
de divers facteurs, notamment les �ux ré-entrants, les produits multiples, les pannes des équipe-
ments ou les processus di�érents en fonction des lots. Cette variabilité diminue la productivité,
augmente les temps de cycle et a�ecte sévèrement le suivi du système.

L'article [DVLE16] fait une revue des sources de variabilité dans l'industrie des semiconducteurs
et des méthodes pour les gérer. L'article présente une classi�cation en quatre sources qui sont les
équipements, les produits, l'opérationnel et le structurel. Les di�érentes sources de variabilité sur
les équipements sont la variabilité des temps de processus selon les équipements, les produits et les
niveaux considérés, le temps d'indisponibilité des équipements, le traitement des équipements par
lot ou par ensemble de lots, le statut des équipements et les séquences particulières des processus
comme le décrivent les articles [RFN03] et [SDZ07]. Les di�érentes sources de variabilité sur les
produits sont la variété des produits, les retours en arrière (quand une erreur arrive sur un lot, le
lot est dirigé sur une autre route ce qui engendre plus de mesures) ou les lots qui sont mis au rebut



26 Chapitre 2. Retard de la production de l'usine par rapport à la plani�cation

(les lots sont alors détruits) quand ils ne sont pas conformes aux spéci�cations et ne peuvent être
repris, la priorité des lots, la taille des lots et les contraintes temporelles (une contrainte temporelle
étant le temps maximal à ne pas dépasser entre deux étapes de processus, consécutives ou non,
a�n de garantir la validité des plaques). Les di�érentes sources de variabilité sur l'opérationnel
sont les règles d'ordonnancement des lots sur les équipements, la stratégie du contrôle des en-cours
de l'usine, la maintenance des équipements, la mise en attente des lots, les dates de lancement
des lots (plan de start des lots), les inspections des plaques dans un lot, les e�ets de �n d'équipe
et les arrêts de l'usine. En�n, pour le structurel, la variabilité se retrouve dans le manque de
redondance des équipements (le nombre d'équipements parallèles qui traitent une étape donnée du
processus), les �ux réentrants des équipements, la spéci�cation des équipements, l'hétérogénéité
des équipements (la disparité des caractéristiques des équipements), le croisement des opérations,
les ressources de production. L'identi�cation des facteurs contribuant à la perte de capacité dans les
installations de fabrication de plaques de semiconducteurs est également présentée dans [RFN03].
Par exemple, la question de l'identi�cation des équipements qui introduisent de la variabilité dans
le système et limitent la capacité du système est examinée dans [DSF06]. Pour cela, la décision
d'a�ectation des quali�cations des équipements aux opérations dans l'atelier de photolithographie
pour la fabrication de plaques de semiconducteurs présentée dans l'article [Ign09] est utilisée pour
illustrer le problème. Cette décision permet de déterminer la con�guration et le fonctionnement
d'une usine en présentant les opérations devant être exécutées, et ainsi optimiser les performances
globales de l'usine. Une autre méthode d'identi�cation consiste à examiner les applications de la
théorie des �les d'attente pour les systèmes de fabrication de semiconducteurs a�n d'en réduire la
variabilité [SDZ07].

Pour en revenir à la revue des sources de variabilité de [DVLE16], l'article dé�nit di�érentes
méthodes pour visualiser son in�uence par des "courbes opérationnelles" ou "courbes de débit
de temps de cycle" . Ces courbes sont utilisées dans [Sch99] qui présente deux simulations ex-
périmentales utilisant un modèle de taille réelle d'une usine de fabrication de semiconducteurs
multi-produits. L'article explique que la variabilité est causée par l'indisponibilité de certains équi-
pements. Les courbes représentent le X-factor (rapport entre le temps de cycle observé et le temps
de processus brut) en fonction de l'utilisation de la capacité disponible à di�érents niveaux de
variabilité. Cette courbe permet de montrer que plus la variabilité est importante plus le temps
de cycle est important. Un autre impact de la variabilité présenté dans [RFN03] est qu'elle a une
in�uence sur la perte de la capacité des équipements, c'est-à-dire que plus la variabilité est impor-
tante plus la capacité des équipements est réduite. En e�et, la capacité physique ne change pas
mais par contre, si on veut obtenir le même temps de cycle, alors il faut réduire la capacité utilisée
pour la plani�cation.

Une autre méthode a été proposée pour analyser le problème de la variabilité dans la production
des lignes de fabrication en série avec des équipements utilisant les statistiques de Bernoulli sur la
�abilité des équipements. Cette méthode utilise les chaînes de Markov présentées dans [LM00]. Trois
problèmes sont examinés : le problème de la variance de la production (variabilité des produits),
le problème de la satisfaction de la demande constante et le problème de la satisfaction de la
demande aléatoire générée (variabilité de la quantité). Pour ces trois problèmes, des limites sont
�xées aux mesures de variabilités respectives. Les limites présentées montrent que les longues lignes
de production lissent la production et réduisent la variabilité (c'est-à-dire si pas de variabilité en
entrée, on lance des quantités stables). Plus précisément, ces limites indiquent que la variabilité
de la production d'une ligne comportant de nombreux équipements est plus faible que celle d'un
système à un seul équipement dont le volume de production et les caractéristiques de �abilité sont
similaires.

2.2.2 Analyse de la variabilité dans l'usine Crolles 300

Dans cette section on présente la variabilité dans l'usine Crolles 300. L'objectif général est
que l'usine fonctionne toujours en �ux tendu au niveau de sa production. Ainsi, la production
maximise l'utilisation des équipements et minimise le temps d'attente des lots. L'usine étant à 98%
d'automatisation pour le transport des lots sur les équipements et pour le lancement des lots sur
les équipements, dans notre analyse, on part du principe que la production n'est pas in�uencée
par la variabilité. Pour mettre en évidence la présence ou non d'une potentielle variabilité dans la
production, cette section décrit une analyse globale exploitant les données historiques de production
sur plusieurs semaines.
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Fonctionnement de l'usine Crolles 300

Dans un premier temps, nous décrivons brièvement le fonctionnement de l'usine Crolles 300. Il
faut en e�et considérer les particularités des usines de semiconducteurs comme le fonctionnement
24 heures sur 24 et 7 jours sur 7. Pour le fonctionnement de cette usine, il y a 5 équipes di�érentes.
Les équipes 1 et 2 alternent le travail sur une durée de 8h (la durée du travail est nommée shift)
du matin (S1) de 5h à 12h45 et l'après-midi (S2) de 12h45 à 20h30 du lundi au jeudi. L'équipe
3 qui travaille sur le shift de la nuit (S3) de 20h30 à 5h entre 3 et 4 nuits suivant les semaines.
Le vendredi le shift du matin s'e�ectue par l'équipe 4 de 5h à 13h30 puis soit par l'équipe (selon
l'équipe de l'après-midi dans la semaine) de 13h30 à 21h15 et en�n les équipes 5 ou 3 de 21h15 à
5h. Les samedi et dimanche il n'y a que 2 shifts celui du matin de 5h à 17h par l'équipe 4 et celui
de l'après-midi de 17h à 5h. La Figure 2.10 représente la répartition des équipes sur 3 semaines.

Figure 2.10 � Calendrier de la répartition des équipes sur trois semaines

Analyse de la variabilité de l'usine avec des données historiques

Pour analyser la variabilité dans l'usine, on se propose de mettre en place une méthode ex-
ploitant les données issues du �chier TGVHistorique présenté dans la sous-section 2.1.2. L'objectif
est de décrire le comportement global de l'usine en exploitant un grand nombre de données pour
identi�er si la variabilité est présente dans l'usine. Cette méthode se base l'étude de la variabilité
sur une journée classique, à savoir les journées du mardi, mercredi et jeudi. En e�et, les journées
du lundi et vendredi ne sont pas prises en compte car ce ne sont jamais les mêmes équipes et
de plus il y a une dynamique di�érente en début/�n de semaine. On exclut aussi le weekend où
l'on fonctionne seulement en deux shifts plus longs. L'analyse porte sur la somme des plaques en
sorties des étapes sur chaque demi-heure d'une journée sans di�érentiation entre mardi, mercredi
et jeudi. Le nombre de plaques et leur heure de sortie sont utilisés dans notre analyse car il s'agit
de l'information la plus détaillée disponible dans l'usine. L'analyse mise en place vise à étudier le
comportement de l'usine sur chaque demi-heure de la journée en réalisant un lissage pour pouvoir
avoir le comportement de l'usine en général. On agrège par demi-heure les données ce qui permet
d'identi�er l'in�uence des changements d'équipe tout en limitant la volumétrie des données. Pour
cela on réalise la moyenne par demi-heure des plaques en sorties des étapes ainsi que le premier et
le troisième quartile normalisé a�n de décrire la distribution des données. La formule de calcul des
moyennes des plaques en sorties des étapes pour chaque demi-heure est :

m̄(i, j) =

Ei,j∑
e=1

TrackOut(i, j, e)

Ei,j

où i = {1 . . . 48} correspond à l'indice de chaque demi-heure d'une journée, TrackOut corres-
pond au nombre de plaques qui sont sorties pour la demi-heure i de la journée j sur l'étape e et
Ei,j le nombre d'étape agrégées pour la demi-heure i de la journée j.

Exemple 2.4. Pour comprendre la signi�cation de notre Ei,j on prend comme exemple le tableau à
gauche correspondant à nos données historiques. Le tableau à droite correspond à notre agrégation.
Pour la deuxième ligne de ce tableau l'agrégation se fait sur la première journée le 11/12 pour la
première demi-heure de la journée cela donne E1,1 = 3.

La formule de calcul des moyennes des plaques en sorties des étapes pour chaque demi-heure :

m̄(i) =

n∑
j=1

m̄(i, j)

n

où n nombre de jours et m̄(i, j) est la moyenne pour chaque demi-heure i de la journée j.
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etape jour heure demi-heure track_out
e1 11/12 5 00 25
e2 11/12 5 00 25
e3 11/12 5 00 25
e4 11/12 5 30 25

jour heure demi-heure track_out
11/12 3 00 75
11/12 3 30 25

Table 2.3 � Exemple de l'agrégation des di�érentes étapes pour une date

Le premier quartile est la valeur au-dessous de laquelle se situent 25% des données ayant les
plus petites valeurs. La formule pour calculer le premier quartile est :

Q1(i) = Q1(m̄(i, j))

où Q1 est une fonction qui ordonne les plaques en sorties des étapes en fonction de la moyenne
la plus petite jusqu'à la plus grande et retourne la valeur de l'index (n×48)+3

4 avec n le nombre
total de jours (Nombre de semaines × 3).

Le troisième quartile est la valeur au-dessus de laquelle se situent 75% des données ayant les
plus grandes valeurs. La formule pour calculer le troisième quartile est :

Q3(i) = Q3(m̄(i, j))

où Q3 est une fonction qui ordonne les plaques en sorties des étapes en fonction de la moyenne la
plus petite jusqu'à la plus grande et retourne la valeur de l'index 3(n×48)+1

4 avec n le nombre total
de jours (Nombre de semaines × 3).

Une étape de normalisation des séries est nécessaire pour s'a�ranchir des di�érences de volume
de plaques selon les ateliers, on utilise pour cela la moyenne des plaques en sorties des étapes sur
toutes les demi-heures :

m̄ =

n∑
j=1

p∑
i=1

m̄(i, j)

p× n

avec p = 48, n nombre de jours et m̄(i, j) est la moyenne pour chaque demi-heure i de la journée
j. On dé�nit les séries normalisées suivantes :

m̄N (i) =
m̄(i)

m̄

Q1N (i) =
Q1(i)

m̄

Q3N (i) =
Q3(i)

m̄

La �gure 2.11 représente les trois fonctions calculées ci-dessus pour nos données sur 21 semaines
et sur 3 jours de la semaine. On obtient donc n = 21×3 jours pour les di�érentes formules ci-dessus.

On observe sur la �gure 2.11 que malgré l'agrégation par moyenne du nombre de plaques en
sorties des étapes les séries évoluent en fonction de la demi-heure considérée. Sur cette �gure
la courbe verte correspond au premier quartile, la bleue à la moyenne et la rouge au troisième
quartile. La forte variabilité de l'usine est montrée sur cette �gure. Certaines chutes de production
peuvent être expliquées par le fonctionnement opérationnel de l'usine comme la chute à 5h, 12h30
et 20h30 qui correspondent aux changements d'équipes. Mais certaines chutes ne peuvent pas être
expliquées. Cette analyse montre également qu'il n'est pas possible de caractériser de potentielles
dérives temporelles au niveau global en raison de la forte variabilité de l'usine qui masque ce type
de phénomène.

On se place maintenant à l'échelle de l'atelier (voir section 1.2) en utilisant les mêmes agréga-
tions pour chaque atelier de l'usine. La �gure 2.12 présente les résultats de l'analyse sur l'atelier de
photolithographie car c'est l'un des ateliers les plus critiques dans l'usine, il est celui qui génère le
plus de données et il est le plus pertinent pour identi�er des dérives temporelles. Comme on peut
le constater sur la �gure la forte variabilité est présente sur l'atelier aussi. On remarque qu'il y a
aussi les mêmes chutes de production à 5h, 12h30 et 20h30 pour les changements d'équipes mais
aussi des chutes de production que l'on ne peut pas expliquer.
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Figure 2.11 � Normalisation des plaques en sorties des étapes par demi-heure sur 21 semaines
sur l'usine en général

Figure 2.12 � Normalisation des plaques en sorties des étapes par demi-heure sur 21 semaines
sur l'atelier photolithographie

Avec l'analyse e�ectuée au niveau des ateliers et sur la production au niveau de l'usine, on
remarque que la variabilité reste trop importante pour envisager une caractérisation des dérives
temporelles à ces niveaux. L'idée dans la suite de ces travaux est de ne plus se baser sur les ateliers
qui sont trop généraux mais de se baser sur les opérations pour analyser les dérives temporelles.
Cette granularité permet notamment d'utiliser les plans de plani�cation pour les comparer à l'his-
torique.

2.3 Détection des retards entre la production et la plani�ca-
tion

La section 2.2 a présenté le problème de la variabilité dans la fabrication de semiconducteurs et
montré l'un de ses e�ets sur la production e�ective de plaques dans l'usine au cours des semaines.
L'étude de la section précédente montre en particulier que la variabilité est importante même si
l'on considère seulement une analyse locale au niveau des ateliers. L'objectif de cette section est de
proposer un autre point de vue moins global en présentant une méthode qui caractérise les dérives
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temporelles non pas par atelier mais par opération d'une technologie. Pour ce faire la section
présente une méthode de comparaison entre la plani�cation et l'historique utilisant les données
présentées dans la sous-section 2.1.2.

2.3.1 Comparaison cumulative entre la plani�cation et l'historique

Deux fonctions ont été utilisées pour la comparaison Historique/plani�cation. L'une des fonc-
tions de comparaison est le cumul des plaques en sortie d'une étape en Historique/plani�cation
et l'autre le débit de production par rapport à Historique/plani�cation. Les di�érentes fonctions
sont calculées pour le quadruplet {technologie, brique, opération, étape} notée n autrement dit, n
correspond ici à une étape spéci�que dans une route spéci�que pour la production de lots d'une
technologie spéci�que. La fonction cumul a pour principe le calcul de la somme des plaques en
sortie d'une étape n du point de vue de la plani�cation et de l'historique. Pour calculer la fonction
cumul, on agrège les dates tous les quarts d'heure ce qui constitue notre pas d'échantillonnage.

Exemple 2.5. Par exemple pour le tableau 2.2 avec l'agrégation des dates tous les quarts d'heure
donne le tableau 2.5.

n STEP_OUT Track_Qty Echan TYPE
T1b1o2e3 14/10/20- 06 :00 :00 0 06 :00-06 :15
T1b1o2e3 14/10/20- 06 :23 :21 25 06 :15-06 :30 Histo
T1b1o2e3 14/10/20- 06 :30 :00 0 06 :30-06 :45
T1b1o2e3 14/10/20- 06 :45 :00 0 06 :45-07 :00
T1b1o2e3 14/10/20- 07 :10 :21 25 07 :00-07 :15 Histo

Table 2.4 � Exemple de l'agrégation des dates dans TGVHistorique de l'historique

La fonction cumul de production évaluée sur l'historique de lots est exprimée en fonction de
Pn
e (t) (où Pn

e (t) est le nombre réel de plaques en sortie d'une étape n sur la période t). La fonction
est dé�nie sur l'ensemble des T = {1, . . . , Tmax} (où T est l'ensemble des pas d'échantillonnage).
Tmax est calculé par rapport au nombre de jours de la semaine dans l'historique, au nombre d'heures
de la journée et au pas d'échantillonnage. Cela donne la formule Tmax = Nbr Jours de la semaine×
Nbr d'heure× Tous les quarts d'heure = 7× 24× 4.
On obtient la fonction fn

e : T → N fn
e (1) = Pn

e (1)

fn
e (t+ 1) = fn

e (t) + Pn
e (t+ 1)

Exemple 2.6. Par exemple pour le tableau 2.4 avec l'agrégation des dates tous les quartes d'heure
le calcul du cumul cela donne le tableau 2.5.

n STEP_OUT Track_Qty Echan TYPE T fn
e

T1b1o2e3 14/10/20- 06 :00 :00 0 06 :00-06 :15 1 0
T1b1o2e3 14/10/20- 06 :23 :21 25 06 :15-06 :30 Histo 2 25
T1b1o2e3 14/10/20- 06 :30 :00 0 06 :30-06 :45 3 25
T1b1o2e3 14/10/20- 06 :45 :00 0 06 :45-07 :00 4 25
T1b1o2e3 14/10/20- 07 :10 :21 25 07 :00-07 :15 Histo 5 50

Table 2.5 � Exemple du cumul dans TGVHistorique de l'historique

De façon similaire, la fonction cumul de production plani�ée de lots est exprimée en fonction
de Pn

p (t) (où Pn
p (t) est le nombre de plaques en sortie d'une étape prévue par la plani�cation).

fn
p (1) = Pn

p (1)
fn
p (t+ 1) = fn

p (t) + Pn
p (t+ 1)

La �gure 2.13 représente les fonctions cumul pour la plani�cation et pour l'historique pour une
technologie issue d'une étape/opération/brique/route particulière. La représentation est faite sur
les quarts d'heures à partir du début de la plani�cation le 14/11/2020, l'horizon de comparaison
dans notre exemple est sur 1 semaine.

La �gure 2.13 représente les fonctions cumul pour la plani�cation et pour l'historique :
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Figure 2.13 � Fonction cumul de la plani�cation et de l'historique

� En rouge : fonction cumul de la plani�cation.

� En bleu : fonction cumul de l'historique.

� En noir : la di�érence entre les cumuls de la plani�cation et de l'historique.

La limite de la plani�cation peut être observée avec des hausses sur une journée contrairement à
l'historique dont la production au cours du temps est plus progressive.

Figure 2.14 � Zoom sur la journée du 14/11/20 de la fonction cumul de la plani�cation et de
l'historique

La �gure 2.14 est le zoom de la �gure 2.13 sur la journée du 14/11/2020, on peut y constater
que la courbe en bleu sur l'historique traduit une production linéaire. Alors que sur l'ensemble de
la journée l'historique est en avance sur la plani�cation en �n de journée la plani�cation prévoit
250 plaques. Ce qui implique au �nal sur cette journée un retard de la production e�ective sur la
plani�cation.

Pour étudier le comportement à un instant donné de la plani�cation/historique, on met égale-
ment en place la fonction débit, qui permet de connaître le débit de production de la plani�cation
et de l'historique. Cette fonction est le débit de production e�ective sur une fenêtre glissante de
k ∈ T : dne : T\{1, . . . , 7× 24× 4− k} → N
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dne,k(t) =
fn
e (t+ k)− fn

e (t)

k

De la même façon on calcule le débit de production plani�ée sur une fenêtre glissante de k ∈ T :
dnp : T\{1, . . . , 7× 24× 4− k} → N

dnp,k(t) =
fn
p (t+ k)− fn

p (t)

k

Figure 2.15 � Fonction débit de la plani�cation et de l'historique pour une fenêtre glissante de 3
heures

La �gure 2.15 représente les fonctions débit pour la plani�cation et pour l'historique. La fonction
débit de la plani�cation est représentée par la courbe en rouge. La fonction débit de l'historique est
représentée par la courbe en bleu. L'échantillonnage étant tous les quarts d'heure pour avoir une
fenêtre glissante de 3 heures on considère 12 observations. Les courbes montrent que la production
n'a pas un débit constant dans le temps que ce soit en plani�cation ou en historique. La �gure
montre que le débit de la plani�cation n'est pas linéaire, en e�et on observe des pics plus importants
que l'historique.

La courbe sur le cumul entre l'historique et la plani�cation permet de savoir si notre historique
est en retard par rapport à notre plani�cation. La section suivante propose d'aller plus loin dans
l'analyse de ce retard en étudiant ses conséquences sur les étapes ultérieures.

2.3.2 Indicateur du retard critique entre la plani�cation et l'historique

Dans cette section, on présente un indicateur sur l'in�uence du retard accumulé entre la plani�-
cation et l'historique. On veut savoir quand le retard accumulé sur l'étape n n'est structurellement
plus rattrapable. Ce type de retard est dit critique. Pour une étape n nous allons déterminer le
travail (Le travail est l'énergie fournie par cette étape) de production maximal de l'étape n + 1
notée Trmax. Considérons la �gure 2.16, elle est constituée de deux étapes n et n+ 1. Imaginons
que l'usine soit en mesure de produire un maximum de 100 plaques heure pour l'étape n + 1. Si
sur une heure donnée, on observe un retard de production de 125 plaques à l'étape n, ce retard ne
pourra jamais être rattrapé dans l'étape n+1 qui ne peut que produire que 100 plaques sur l'heure
et qui devient ainsi un goulot d'étranglement temporaire. Le retard de 125 plaques sur l'étape n
est critique et peut se propager sur les étapes en aval de n. Par contre, si le retard en question
n'est que de 25 plaques, on ne le considère pas critique car il peut être possible de le rattraper
dans l'heure suivante.
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L'objectif de l'analyse des retards critiques sur une étape n est d'observer au plus tôt des retards
pouvant se propager sur une route avant qu'ils n'atteignent des étapes en goulot d'étranglement
structurel et ainsi anticiper, voire éviter, une livraison de produits retardée.

Figure 2.16 � Exemple de retard entre deux étapes

Pour calculer le travail de production de l'étape n+1, on utilise les �chiers d'entrées de OPERA
sur la capacité des équipements et le �chier qui décompose les étapes/opérations/briques/routes
pour les technologies. Le travail de production Trmax, dé�nit le nombre de plaques maximum
produites pour l'étape n+1. Le �chier qui décompose les étapes/opérations/briques/routes permet
d'avoir les caractéristiques de l'étape n+1 dont le temps de processus. La capacité des équipements
permet de savoir combien d'équipements peuvent être utilisés à l'étape n+1 et quels types de lots
passent sur ces équipements (par lot ou par batch c'est-à-dire plusieurs lots sur l'équipement) notée
NbrP laque. Le travail de production Trmax est donnée par l'équation suivante :

Trmax = CTTH ×NbrEquipement×NbrP laque

Exemple 2.7. soit l'étape n + 1 suivant l'étape n, supposons que le temps de processus est
CTTH = 2.2h et que le nombre d'équipements qui permet de faire l'étape n + 1 est de 1,
NbrEquipement = 1. L'équipement traite lot par lot donc le nombre de plaques est de 25,
NbrP laque = 25. On obtient donc le travail de production de l'étape n+1, Trmax = 2.2×1×25 =
54.2.

Calcul de la fusion plani�cation/historique

Le calcul de l'indicateur repose sur la comparaison entre la plani�cation et l'historique. Pour
cette comparaison, on fusionne les tableaux de la plani�cation et de l'historique. Le résultat de la
fusion est un tableau constitué des colonnes suivantes :

� n : le descriptif d'une étape

� STEP_OUT_TIME : la date de sortie associée à cette étape

� TRACKOUT_QTY : le nombre de plaques associée à cette étape

� TYPE : cette étape est-elle issue du tableau de plani�cation (OPERA) ou du tableau de
l'historique (Histo)

� DeltaW correspond au nombres de plaques d'une ligne du tableau qui est positif si la ligne
vient de l'historique et négatif si elle vient de la plani�cation.

� DeltaH correspond au nombres de plaques d'une ligne du tableau de l'historique

� DeltaO correspond au nombres de plaques d'une ligne du tableau de la plani�cation

Dans l'algorithme 1, on va procéder en sélectionnant dans les tableaux les lignes associées à la
même étape (te, b, o, n) (ligne 1). La fusion des tableaux de l'historique et de la plani�cation est
e�ectuée ligne 3. Les lignes ainsi insérées dans le tableau fusion associées au même type d'étape
(te, b, o, n) sont ordonnées chronologiquement en s'appuyant sur la colonne STEP_OUT_TIME
(ligne 4). Les colonnes DeltaO, DeltaH et DeltaW sont alors initialisées en fonction de leurs types
(lignes 10-23). Le tableau 2.6 illustre le résultat d'une telle fusion pour une étape donnée (te, b, o, n)
(notée n).
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Algorithm 1: Algorithme de l'union des tableaux et du nombre de plaques en sortie
d'une étape selon leurs types
Input : tgvLotHistories ← ensemble des étapes dans l'historique

operaLotProjection ← ensemble des étapes dans la projection
Output:

fusionOperaHisto ← ensemble des étapes de l'historique et de la projection
synchronisées

1 for (te, b, o, n) ∈ S do
2 //sélection d'une étape dans le tableau de plani�cation et de l'historique
3 fusionOperaHisto ← tegvLotHistories + operaLotProjection (union des données entre

la projection et l'historique)
4 fusionOperaHisto<- order(fusionOperaHisto par STEP_OUT_TIME) (fonction que

permet d'ordonner le tableau en fonction des dates de sortie de l'étape)
5 N ← Nombre de lignes du tableau fusionOperaHisto
6 fusionOperaHisto ← ajout de la colonne DeltaW
7 fusionOperaHisto ← ajout de la colonne DeltaH
8 fusionOperaHisto ← ajout de la colonne DeltaO
9 for i ∈ [0 . . . N] do
10 if Type(i) == "Histo" then
11 DeltaW(i) = TRACKOUT_QTY(i)
12 else
13 DeltaW(i) = - TRACKOUT_QTY(i)
14 end
15 if Type(i) == "Histo" then
16 DeltaH(i) = TRACKOUT_QTY(i)
17 else
18 DeltaH(i) = 0
19 end
20 if Type(i) == "Opera" then
21 DeltaO(i) = TRACKOUT_QTY(i)
22 else
23 DeltaO(i) = 0
24 end
25 end
26 end

A�n de disposer des données ainsi fusionnées réparties de façon homogène en fonction du temps,
on va procéder à un échantillonage a�n de rassembler et de cumuler dans chaque quart d'heure
et sur le même couple (te, b, o, n) toutes les données issues de l'historique d'un côté et toutes les
données issues de la plani�cation de l'autre. Le résultat de cet échantillonage sur le tableau 2.6 est
le tableau 2.7 Les dates sont omises pour des raisons de lisibilité ici. Par exemple, les 25 plaques
sorties à 06 :23 :21 de l'historique sont incluses dans le créneau entre 06 :15 et 06 :30 (pas de cumul
avec d'autres sorties puisque c'est la seule qui est produite sur le créneau).

Calcul de l'indicateur

Après avoir obtenu le tableau échantillonné, on l'enrichit avec le calcul du cumul de l'association
historique/plani�cation (DeltaW ) puis on met en place une indication du retard critique détecté
par rapport au travail de production de l'étape suivante (n+1). Le calcul de l'indicateur est donné
par l'algorithme 2.

La ligne 6 calcule le cumul du retard entre la plani�cation et l'historique. Avec le calcul du cumul
du retard, on calcule la dernière date où le cumul a été positif (voir ligne 8-13 de l'algorithme)
avec LastPositive représentant cette date. Cette date est la dernière date à laquelle le cumul du
retard est positif, autrement dit depuis cette date la production est en retard sur la plani�cation.
La ligne 14 correspond à la colonne "THretard" qui calcule le travail du retard accumulé, le travail
du retard représente le retard en heure multiplié par le nombre de plaques en retard. Ce retard
accumulé est la di�érence entre la date de la sortie de l'étape et LastPasitive la dernière date où le
cumul est positif (en avance) multiplié par le cumul du retard. L'indicateur est calculé à la ligne
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n STEP_OUT Track_Qty TYPE DeltaW DeltaH DeltaO
T1b1o2e3 14/10/20- 06 :23 :21 25 Histo 25 25 0
T1b1o2e3 14/10/20- 06 :39 :21 25 OPERA -25 0 25
T1b1o2e3 14/10/20- 07 :10 :21 25 Histo 25 25 0
T1b1o2e3 14/10/20- 07 :46 :21 50 OPERA -50 0 50

Table 2.6 � Tableau de l'union des tableaux et du nombre de plaques en sortie d'un étape pour
la plani�cation et pour l'historique

n STEP_OUT Track_Qty TYPE Echan DeltaW DeltaH DeltaO
T1b1o2e3 05 :00 :00 0 05 :00 :00 0 0 0
T1b1o2e3 05 :15 :00 0 05 :15 :00 0 0 0
T1b1o2e3 05 :30 :00 0 05 :30 :00 0 0 0
T1b1o2e3 05 :45 :00 0 05 :45 :00 0 0 0
T1b1o2e3 05 :00 :00 0 06 :00 :00 0 0 0
T1b1o2e3 06 :23 :21 25 Histo 06 :15 :00 25 25 0
T1b1o2e3 06 :39 :21 25 OPERA 06 :30 :00 -25 0 25
T1b1o2e3 06 :45 :00 0 06 :45 :00 0 0 0
T1b1o2e3 07 :10 :21 25 Histo 07 :00 :00 25 25 0
T1b1o2e3 07 :15 :00 0 07 :15 :00 0 0 0
T1b1o2e3 07 :30 :00 0 07 :30 :00 0 0 0
T1b1o2e3 07 :46 :21 50 OPERA 07 :45 :00 -50 0 50

Table 2.7 � Tableau de l'union de la plani�cation et de l'historique avec un échantillonnage d'un
quart d'heure pour la journée du 14/10/20

15 qui représente la di�érence entre le travail du retard notée "THretard" de l'étape n et le travail
maximal de l'étape n + 1 Trmax. Si l'indicateur est négatif alors on considère que le retard est
critique.

Le tableau 2.8 est un exemple de la sortie de l'algorithme 2, où seules les colonnes utilisées pour
le calcul de l'indicateur sont présentées. Par exemple pour la dernière ligne du tableau on obtient
THretard(12) = (07 : 30 : 00 − 07 : 46 : 21) × −25 = (16 × 60 + 21) × −25 = −981s

60×60 × −25 =
−0.27×−25 = 6.8 et Indicateur(12) = Trmax−THretard(12) = 12−6.8 = 5.2. Pour cette valeur
de l'indicateur, le retard n'est pas considéré comme critique car le travail de production n + 1
permet d'e�ectuer le travail du retard.

On applique notre algorithme sur une étape donnée (te, b, o, n), avec un Trmax = 54.3 de l'étape
n+ 1 et on obtient la �gure 2.17 sur la journée du 14/11/20.

Figure 2.17 � Représentation graphique de notre indicateur pour la date du 14/11/20
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Algorithm 2: Algorithme du calcul du l'indicateur
Input :

fusionOperaHistoEch ← ensemble échantillonné des étapes de l'historique et de
la projection Trmax ← le travail de production de l'étape n+ 1
Output:

fusionOperaHistoEch ← ensemble des étapes de l'historique et de la projection
augmenté avec les indicateurs

1 N ← Nombre de lignes du tableau fusionOperaHistoEch
2 fusionOperaHistoEch ← ajout de la colonne CumulW
3 fusionOperaHistoEch ← ajout de la colonne LastPositive
4 fusionOperaHistoEch ← ajout de la colonne THretard
5 fusionOperaHistoEch ← ajout de la colonne Indicateur
6 for i ∈ [0 . . . N] do
7 CumulW(i) ← CumulW(i) + DeltaW(i)
8 if CumulW(i+1) > 0 then
9 //Calcul de la dernière date où le cumul est positif

10 LastPositive(i+1) ← STEP_OUT_TIME(i+1)
11 else
12 LastPositive(i+1) ← LastPositive(i)
13 end
14 THretard(i) ← (LastPositive(i)-STEP_OUT_TIME(i)) × CumulW(i)
15 Indicateur(i) ← Trmax - THretard(i)
16 end

Sur cette �gure 2.17 les points en noir correspondent au cumul du retard, les points en bleu au
nombre de plaques observé dans l'historique, les points en rouge au nombre de plaques prévu par
la plani�cation et les points en orange à l'indicateur calculé. La �gure montre aussi le problème de
la plani�cation avec des pics de production visibles dans la section 2.3.1. Comme on peut observer
pour la journée du 14/11/2020 du début de la journée jusqu'à 19h15, l'historique est en avance par
rapport à la plani�cation. A partir de 19h30, la plani�cation prévoit 250 plaques ce qui implique
que le cumul est négatif, la production est en retard. L'indicateur est toujours positif donc le retard
n'est pas critique. En�n, l'indicateur devient négatif à partir de 19h45, cela implique que le retard
est critique. Le reste de la journée l'indicateur reste négatif malgré la production de 25 plaque à
23h15.



2.4. Synthèse du chapitre 37

STEP_OUT TYPE Echan DeltaW CumulW LastPositive THretard I
05 :00 :00 05 :00 :00 0 0 05 :00 :00 0 12
05 :15 :00 05 :15 :00 0 0 05 :15 :00 0 12
05 :30 :00 05 :30 :00 0 0 05 :30 :00 0 12
05 :45 :00 05 :45 :00 0 0 05 :45 :00 0 12
05 :00 :00 06 :00 :00 0 0 06 :00 :00 0 12
06 :23 :21 Histo 06 :15 :00 25 25 06 :23 :21 0 12
06 :39 :21 OPERA 06 :30 :00 -25 0 06 :39 :21 0 12
06 :45 :00 06 :45 :00 0 0 06 :45 :00 0 12
07 :10 :21 Histo 07 :00 :00 25 25 07 :10 :21 0 12
07 :15 :00 07 :15 :00 0 25 07 :15 :00 0 12
07 :30 :00 07 :30 :00 0 25 07 :30 :00 0 12
07 :46 :21 OPERA 07 :45 :00 -50 -25 07 :30 :00 6.8 5.2

Table 2.8 � Tableau correspondant aux colonnes calculées pour notre indicateur pour la journée
du 14/10/20

2.4 Synthèse du chapitre

Ce chapitre a présenté le logiciel de plani�cation l'organisation de la production, de la plani�-
cation et les données utilisées.

La première section présente le fonctionnement de l'outil de plani�cation et une comparaison
des di�érents paramétrages possibles par l'outil de plani�cation et comment ces paramétrages sont
utilisés dans l'usine Crolles300. Cette section montre qu'il n'existe pas de paramétrage parfait pour
faire de la plani�cation. La variabilité des entrées pour la plani�cation a une importance dans le
fait que la plani�cation est réalisable ou non réalisable.

Dans un second temps, la section présente une dé�nition de la variabilité dans l'usine et com-
ment caractériser une dérive temporelle de la production par rapport à la plani�cation. Cette
section montre que la forte variabilité de l'usine fait qu'il y a des variations importantes selon la
con�guration des encours et du temps de cycle des produits. Cela montre que la détection des
dérives temporelles dans l'usine au niveau des ateliers n'est pas possible.

Dans un troisième temps, la section présente la méthode développée pour comparer la plani�ca-
tion et l'historique par rapport à une opération. La méthode dé�nit un indicateur d'e�et du retard
par rapport à l'étape suivante. Cette section montre les limites de la plani�cation qui produit des
pics ce qui complique la comparaison de la plani�cation avec la réalité. Cette analyse montre que si
l'on veut détecter des dérives temporelles, on doit se placer au niveau des opérations, pour mettre
en place une détection. Pour réaliser cela di�érentes méthodes de diagnostic peuvent être utilisées.
Un état de l'art sur le diagnostic de système est proposé dans la suite de nos travaux.





Chapitre 3

État de l'art du diagnostic dans les
chaînes de production

Ce chapitre présente quelles sont les di�érentes méthodes de diagnostic dans la littérature en
se focalisant en particulier sur leurs applications à des chaînes de production. Il se décompose
de la façon suivante. La première section dé�nit le problème général de diagnostic en dé�nissant
les di�érentes méthodes de diagnostic. Puis la deuxième section présente di�érentes méthodes de
diagnostic qui sont appliquées dans des systèmes type chaînes de production.

3.1 Dé�nition général du problème de diagnostic

Le diagnostic consiste à déterminer, pour un système donné, à partir des connaissances du
système et des observations du système la localisation des défaillances et leurs causes. Selon la
dé�nition donnée dans [Zwi95] : "Une défaillance est une altération ou une cessation de l'aptitude
d'un ensemble à accomplir sa ou ses fonctions requises avec les performances dé�nies dans les spé-
ci�cations techniques". Une défaillance est ainsi une perte du fonctionnement du système. Les trois
tâches essentielles du diagnostic sont la détection des défaillances, leur localisation et leur identi�-
cation. La détection a pour principe de comparer la connaissance du système et une observation du
système et d'indiquer quand l'observation et la connaissance du système ne sont plus en cohérence.
La localisation a ensuite pour principe de pouvoir savoir où est la cause de la défaillance et en�n
l'identi�cation a pour principe de déterminer la nature de cette cause. Le processus de diagnostic
peut être réalisé en mode en-ligne ou en mode hors-ligne. Le diagnostic en-ligne consiste en l'étude
du système où les observations ne sont pas toutes connues a priori. Le diagnostic en-ligne sert
généralement l'activité de supervision du système a�n de détecter la défaillance au plus tôt pour
traiter la défaillance le plus rapidement possible. Le temps de réponse pour le diagnostic en-ligne
est contraint. Le diagnostic hors-ligne correspond à un diagnostic où l'on connaît l'ensemble des
observations. Le diagnostic hors-ligne permet de détecter et de localiser les défaillances dans un
délai �ni.

Comme le montre la �gure 3.1 plusieurs méthodes de diagnostic existent dans la littérature.
Les méthodes de diagnostic sont séparées en trois grands ensembles, s'appuyant sur l'expérience
(méthodes basées sur la connaissance), s'appuyant sur des historiques (méthodes orientées traite-
ment de données) ou reposant sur des modèles estimés du comportement du système (méthodes à
base de modèle).

3.1.1 Méthodes basées sur la connaissance

Les méthodes basées sur la connaissance sont dé�nies sur un lien entre les e�ets de la défaillance
et la défaillance dans un système. Ces méthodes essaient, d'après les causes de la défaillance, de
trouver d'où vient la défaillance. La connaissance est acquise dans l'analyse du fonctionnement
structurel et fonctionnel du système. Plusieurs méthodes existent pour connaître le fonctionnement
structurel et fonctionnel comme les systèmes experts, l'Analyse des Modes de Défaillances de leurs
E�ets et de leurs Criticités (AMDEC) ou encore les arbres de défaillances.

Les systèmes experts dé�nissent un ensemble de méthodes qui codi�ent des règles empiriques,
des intuitions statistiques et de l'expérience. Un système expert est composé de trois parties : les
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Figure 3.1 � Représentation des di�érentes méthodes de diagnostic

faits, les règles et un algorithme. Basés sur les faits et les règles, l'algorithme rend une expertise.
Souvent les systèmes experts reposent sur une logique formelle.

Exemple 3.1. La représentation logique formelle d'une règle est notée par :

SI (A est vrai) ET (A implique B) ALORS (B est vrai)

où les propositions 'A est vrai' et 'A implique B' sont des faits et la règle permet de conclure que
'B est vrai'.

Cette approche codi�e l'expérience humaine pour faire du diagnostic, cette expertise humaine va
se baser sur la connaissance du système comme dans l'article [BS84] qui donne un exemple d'une
approche basée sur l'expérience avec le système MYCIN Experiments of the Stanford Heuristic
Porgrammind Project pour des systèmes médicaux.

La méthode par AMDEC est utilisée comme outil en sûreté de fonctionnement et dans la gestion
de qualité. Cette méthode est une analyse des modes de fonctionnements du système comme le
montre la �gure 3.2. Cette �gure présente les di�érentes étapes de la mise en place d'un AMDEC.
Pour un système donné il faut faire l'identi�cation des modes de fonctionnements puis pour chaque
mode de fonctionnement faire une identi�cation des défaillances de ces modes et en�n faire une
classi�cation de la gravité. L'analyse des modes de fonctionnements et du niveau de gravité de la
défaillance est e�ectuée sur la connaissance du système et sur l'expérience des défaillances déjà
observées. Par exemple, l'article [SSS19] fait une analyse des modes de défaillances de l'AMDEC
par rapport à des défaillances réelles pour améliorer la maintenance des transformateurs sur un
réseau de distribution d'électricité en Inde.

Figure 3.2 � Fonctionnement de l'AMDEC

La méthode des arbres de défaillances est une méthode d'étude de sécurité et de �abilité des
systèmes statiques. Un système statique est un système dont la défaillance ne dépend pas de
l'ordre d'apparition des défaillances sur des composants du système. La méthode consiste en une
représentation graphique des combinaisons possibles des événements qui peuvent traduire une
défaillance, cette représentation met en évidence les relations de cause à e�et dans un système.
Grâce à un traitement mathématique il est possible de calculer la probabilité qu'une défaillance
ait lieu. L'arbre de défaillances se base sur une analyse des modes de défaillances par AMDEC.
La représentation est de haut vers le bas où le haut est la défaillance et chaque ligne correspond à
un événement qui peut se réaliser. Les lignes sont reliées par les portes logiques "ou" et "et". Les
principes du fonctionnement des arbres de défaillances sont expliqués dans l'article [Mor02] ainsi
que la façon dont se met en place un arbre de défaillances dans un système.
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Figure 3.3 � Exemple d'un arbre de défaillances

Exemple 3.2. La �gure 3.3 est un exemple d'arbre de défaillances. L'arbre est expliqué par le fait
que si l'événement 1 ou 2 a lieu alors l'événement 5 a lieu. Si les événements 5 et 6 ont lieu alors
la défaillance a lieu.

L'une des premières utilisations des arbres de défaillances a été faite au laboratoire Bell Tele-
phone pour faciliter l'analyse des systèmes de contrôle de missile [W+61]. L'utilisation des arbres
à défaillances va évoluer jusqu'à créer le logiciel GALILEO qui permet de faire des arbres de
défaillances [SDC99].

3.1.2 Méthodes basées sur le traitement des données

Les méthodes basées sur le traitement des données sont des méthodes qui utilisent seulement
des données issues de l'historique et qui par un traitement de données particulier vont permettre
de faire une classi�cation permettant de faire des classes spéci�ques de fonctionnement du système.
La �gure 3.4 représente le fonctionnement d'une méthode de traitement des données. À partir des
données de l'historique, ce type de méthode procède dans un premier temps à un prétraitement
(par exemple, l'élimination du bruit possible dans les données à l'aide de techniques de �ltrage) puis
à la classi�cation de ces données pour ainsi obtenir des classes de fonctionnement caractéristiques
du système.

Figure 3.4 � Fonctionnement général d'une méthode basée sur le traitement des données

Plusieurs méthodes existent pour faire ce traitement des données et leur classi�cation ou pour
faire de la reconnaissance de forme comme présentées dans [Zwi95] et [Dub90]. Parmi elles, les mé-
thodes de reconnaissance de forme sont des méthodes qui élaborent des algorithmes permettant de
reconnaître des formes parmi des observations dans le but d'identi�er l'état du système (fonction-
nement normal, fonctionnement en défaillance, fonctionnement dégradé...). Une forme correspond à
un motif qui est un ensemble de caractéristiques associées aux données étudiées, ces formes peuvent
être numériques ou symboliques. Les méthodes de classi�cation ont pour but d'identi�er à partir
des mesures du système les di�érentes classes des données. Les classes regroupent les données qui
ont des caractéristiques similaires qui permettent de discriminer des comportements, des états du
système (fonctionnement normal, fonctionnement en défaillance, fonctionnement dégradé...). De
nombreuses méthodes permettent de faire de la reconnaissance de forme et d'associer les nouvelles
formes obtenues en de nouvelles classes : citons par exemple les méthodes d'apprentissage auto-
matique (Machine Learning) [FCdPFT19], modèles de Markov cachés [TS10], l'analyse statistique
[NAB+12], ou les réseaux de neurones arti�ciels [Hop82].

L'apprentissage automatique est fondé sur les approches mathématiques et statistiques pour
donner à un ordinateur la capacité d'analyse et d'apprentissage sur un grand nombre de données.
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La méthode comporte deux phases, la première est d'élaborer une estimation d'un système à partir
d'observations disponibles. L'estimation du système est élaboré par l'apprentissage du fonction-
nement du système avec les données. La seconde phase est la mise en production de l'estimation
du système et une amélioration de cette estimation avec de nouvelles données même si le modèle
est en production. On distingue di�érentes classes d'algorithmes d'apprentissage, en particulier,
l'apprentissage supervisé (un expert va étiqueter des données brutes en rapport avec des propriétés
prédé�nies sur le comportement du système et l'apprentissage tente de caractériser ces propriétés
à partir de ces données brutes observées) et l'apprentissage non supervisé (l'algorithme fait par
lui même un étiquetage des données brutes observées). L'analyse statistique est une méthode qui
se base sur les données et sur des probabilités qu'un événement ait lieu. Les méthodes d'analyse
statistique les plus utilisées reposent sur un modèle bayésien : elles calculent les probabilités qu'une
cause arrive en fonction des événements observés. Ce type de méthode se base sur le théorème de
Bayes (voir [Bay63]). Cette méthode donne une probabilité que la cause ait lieu entre 0 (la cause
ne s'est jamais produite) et 1 (la cause s'est produite avec certitude). Cette approche est utilisée
dans l'article [NAB+12] qui utilise l'apprentissage automatique pour faire du diagnostic pour la
consommation d'énergie d'une centrale de traitement de l'air. Les algorithmes proposés sont basés
sur l'analyse du comportement observé du système et sa comparaison avec un ensemble de mo-
dèles de comportement générés à partir de diverses conditions de défaillances. La comparaison du
modèle par connaissance automatique est un modèle bayésien. L'article [FCdPFT19] présente l'ex-
ploitation des méthodes d'apprentissage pour faire du diagnostic dans des accélérateurs de rayons
lumineux.

Les modèles de Markov cachés sont des modèles statistiques qui se basent sur le processus
markovien mais à paramètres inconnus. Le processus markovien est un processus stochastique (il
représente l'évolution d'une variable aléatoire) possédant la propriété de Markov (l'information utile
pour la prédiction du futur est entièrement contenue dans l'état présent du processus et qui n'est
pas dépendant des états antérieurs). Dans le processus de Markov les transitions sont inconnues
mais les états sont connus contrairement aux chaînes de Markov cachées dont les transitons sont
inconnues ainsi que certains états. L'article [TS10] décrit une méthode de diagnostic sur des modèles
multi-états (utilisée pour décrire des processus qui ne peuvent pas être représentés par des systèmes
discrets). L'article est une revue des méthodes de diagnostic qui utilisent l'ajustement du modèle
par les modèles de Markov à temps continu observés et les modèles de Markov cachés.

Les réseaux de neurones arti�ciels forment un système dont le fonctionnement correspond à
un représentation ressemblant schématiquement à un réseau de neurones d'un cerveau humain.
Les réseaux de neurones sont optimisés par des méthodes probabilistes. La �gure 3.5 représente la

Figure 3.5 � Fonctionnement de réseau de neurones

structure d'un réseau de neurones. La première partie correspond aux données d'entrées qui sont
disponibles pour un système. Les parties suivantes sont une succession de couches dites "cachées"
qui peuvent être plusieurs à la suite et se terminent par une couche de sortie. L'article [Hop82]
utilise les réseaux de neurones avec un algorithme pour l'évolution temporelle de l'état du système
basé sur un traitement parallèle asynchrone. La méthode présentée dans [VMN+21] utilise ce type
de réseau de neurones pour analyser les images médicales d'un cerveau et permettre d'identi�er la
maladie de Parkinson.



3.1. Dé�nition général du problème de diagnostic 43

3.1.3 Méthodes à base de modèle

Les méthodes à base de modèle sont des méthodes qui décrivent les systèmes et identi�ent les
causes des défaillances. La description du système et les observations de ce système permettent la
comparaison, ce qui permet de faire un diagnostic de détection de la défaillance et de la localisation
de la défaillance. La �gure 3.6 représente le fonctionnement du diagnostic à base de modèle. La
connaissance du fonctionnement et les hypothèses de ce fonctionnement du système permettent de
faire un modèle du système. La méthode de diagnostic utilise les observations du système et les
observations attendues par le modèle pour faire une comparaison.

Figure 3.6 � Fonctionnement du diagnostic à base de modèle

Ce type de méthode s'appuie sur di�érents types de modèles dont la classi�cation est donnée
en �gure 3.7. Les modèles de type quantitatifs sont majoritairement exploités dans la communauté
scienti�que de l'Automatique (méthodes de type FDI : Failure Detection and Identi�cation) et
les modèles qualitatifs sont initialement issus des communautés de l'Informatique, de l'Intelligence
Arti�cielle (communauté DX) et des Systèmes à Événements Discrets (SED). Les di�érents modèles
quantitatifs et qualitatifs sont détaillés dans l'article [Fra96].

Figure 3.7 � Présentation des di�érentes méthodes à base de modèle.
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Les modèles quantitatifs

Les modèles quantitatifs reposent sur la connaissance formelle du système et s'appliquent es-
sentiellement sur des systèmes à dynamique continue. Les méthodes de diagnostic reposent sur des
techniques d'estimation d'états ou d'estimation des paramètres. Elles exploitent des indications de
fautes appelées résidus. D'après [Ger98] un résidu est associé à la comparaison des mesures issues
de la simulation du modèle et des mesures réelles du système.

L'espace de parité permet de faire une modélisation du système par un modèle. L'espace de
parité a pour objectif de véri�er la cohérence des modèles du système avec les entrées observées.
Pour faire cela la méthode utilise les résidus. Le système sans défaillance se traduit par la valeur
nulle de tous les résidus. L'espace de parité est constitué d'expressions analytiques obtenues par la
redondance des fonctions analytiques entre l'entrée et la sortie du système. Par exemple, l'article
[EW70] utilise les espaces de parité pour faire du diagnostic dans une expérimentation dans un
ensemble de capteurs redondants. En général la méthode consiste à établir une redondance ana-
lytique (fonction exprimant la di�érence entre les informations obtenues par le système et celles
obtenues par le modèle) entre les entrées et les sorties du système indépendamment des états du
système.

L'estimation paramétrique a pour principe d'estimer les paramètres du système avec les infor-
mations des entrées et des sorties. L'estimation paramétrique utilise une approche analytique pour
calculer les paramètres du modèle. Cette méthode compare les paramètres formels obtenus par la
connaissance du système et les paramètres calculés par rapport aux informations des entrées et
des sorties. Cette méthode est détaillée dans [Ise84] pour les systèmes linéaires et dans [Ise05] qui
l'utilise sur des systèmes non-linéaires.

Les méthodes à base d'observateurs s'appuient sur l'estimation des états du système. Ce type de
méthode consiste à e�ectuer la reconstruction des sorties non mesurables du système en utilisant la
connaissance et les observations du système. Avec la reconstruction des états, le calcul de la sortie
du système est possible. On compare alors la sortie observée par rapport à la sortie calculée par
l'observateur pour faire du diagnostic. La �gure 3.8 représente la structure d'un observateur avec
le système. La représentation d'état du système est dé�nie par les équations suivantes :{ .

x(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t).

Où x(t) ∈ Rn×1 représente l'état du système de dimension n, u(t) ∈ Rp×1 représente l'entrée de
dimension p, y(t) ∈ Rq×1 représente la sortie du système de dimension q. Le système est décrit par
les matrices A ∈ Rn×n la matrice d'état, B ∈ Rn×p la matrice de commande, C ∈ Rn×q la matrice
d'observation. L'observateur est dé�ni par la représentation d'état :

Figure 3.8 � Structure d'un observateur

{
ˆ̇x(t) = Ax̂(t) +Bu(t) + L(y(t)− ŷ(t)),

ŷ(t) = Cx̂(t).

où L ∈ Rn×q est la matrice de l'observateur. On peut trouver l'utilisation d'une telle technique
pour le diagnostic de systèmes linéaires dans [MM94].
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Les modèles qualitatifs

Les modèles qualitatifs permettent d'abstraire les modèles du comportement du système sans
avoir à manipuler des équations mathématiques qui représentent le système mais uniquement des
modèles symboliques. Selon les abstractions que vont prendre en compte le modèle sélectionné,
une classi�cation des modèles est possible : les modèles à temps continu, les modèles à temps
discret et les modèles hybrides. Le diagnostic à base de modèle s'appuie alors en général sur la
modélisation symbolique du système en fonctionnement nominal (c'est à dire sans défaillance dans
le système) et sur une comparaison entre les observations du système et celles obtenues par ce
modèle. Il existe également d'autres méthodes qui exploitent des modèles de système en défaillance
et qui déterminent le mode de défaillance compatible avec les observations du système à partir de
ces modèles.

Modèles pour les systèmes à temps continu Pour les systèmes à temps continu, les méthodes
développées sont à base de graphes causaux [TMP97]. Les graphes causaux sont une représentation
graphique des systèmes continus qui représentent les transferts dans un système. Une méthode de
diagnostic utilisant les graphes causaux est décrite dans [SMB+06] pour faire de la détection et
de l'isolation de défaillance dans des systèmes avec des grandes variations dans les mesures, les
paramètres et les observations.

Modèles pour les systèmes à événements discrets atemporels Pour la mise en place du
diagnostic dans les SEDs atemporels plusieurs méthodes existent et sont répertoriées dans cet état
de l'art [ZL13]. Les di�érents formalismes utilisés pour le diagnostic de SED sont brièvement décrits
ci-dessous.

L'un des premiers formalismes à avoir été utilisé pour le diagnostic à base de modèles dans les
SEDs est celui des automates. Les automates sont des machines à états qui décrivent l'ensemble
des évolutions possibles d'un système comme un ensemble de séquences d'événements discrets. Les
automates sont une représentation graphique contenant un ensemble d'états et un ensemble de
transitions qui modélisent le comportement du système.

Dé�nition 3.1 (Automate à états �ni). Un automate à états �ni est une machine à états dé�ni
par :

G = {Q,Σ, δ, q0, Qm}
où Q est l'ensemble �ni des états, Σ est l'ensemble des événements, δ est la fonction de transition,
q0 ∈ Q est l'état initial, Qm ⊆ Q est l'ensemble des états �naux.

Exemple 3.3. La �gure 3.9 représente un automate avec deux états e1 et e2 (Q = {e1, e2}) avec
deux évènements t1 et t2 (Σ = {t1, t2}). Cela traduit le fait que si dans l'état e1 l'évènement t1 a
lieu alors l'état va changer pour l'état e2. L'état initial est e1 et tous les états sont accepteurs pour
le système (Qm = Q).

Figure 3.9 � Représentation d'un automate

L'une des premières méthodes de diagnostic exploitant ce formalisme est décrite dans la mé-
thode extraite de [SSL+95]. Les comportements normaux et fautifs du système sont modélisés
sous forme d'automates, ce qui permet ensuite de construire un diagnostiqueur a�n de suivre et
connaître l'état de ce système en fonction des observations. Avec une séquence d'observations on
peut prendre une décision sur le diagnostic c'est-à-dire savoir si le système est en fonctionnement
normal, si le système est en défaillance ou si le système est dans un état ambigu (l'état est ambigu
si la décision n'est pas certaine, le système peut être en fonctionnement normal ou en défaillance).
Cette méthode est en général utilisée pour faire du diagnostic en-ligne.
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Exemple 3.4. La �gure 3.10 représente un exemple de l'approche de [SSL+95]. La �gure à gauche
correspond à un automate où les transitions en traits pleins correspondent à des observations et
les transitions en traits pointillés correspondent à une faute qui n'est pas observable. La �gure à
droite correspond au diagnostiqueur qui évolue entre l'état 1N qui correspond au système sans
faute à l'état 4F1 qui correspond au système en faute. L'état 2F1 3N correspond quant à lui à un
état ambigu car on ne sait pas si on est dans l'état en faute 2F1 ou dans un état sans faute 3N à
cet instant.

Figure 3.10 � Exemple de l'approche de Sampath

Les Réseaux de Petri (RdP) sont aussi utilisés pour faire une modélisation des systèmes et sont
également exploitées en diagnostic. Les RdP sont une représentation graphique constituée d'un
ensemble de places et d'un ensemble de transitions. Les RdP permettent de mieux représenter le
parallélisme, la synchronisation et les ressources partagées que les automates. Plusieurs méthodes
utilisant les RdP sont répertoriées dans l'état de l'art [Bas14].

Dé�nition 3.2 (Réseau de Petri). Un réseau de Petri est décrit formellement par :

R =< P, T, F,Mo >

� P= {p1, p2, . . . , pm} est l'ensemble des n÷uds places

� T= {t1, t2, . . . , tn} est l'ensemble des n÷uds transitions

� P ∩ T = ∅

� F ⊆ (P × T ) ∪ (T × P ) est l'ensemble des arcs entre les n÷uds places et transitions

� M0 : P → {0, 1, 2, . . . } marquage initial des places

Exemple 3.5. La �gure 3.11 représente un RdP avec deux places p1, p2 et trois transitions t1, t2
et t3. Le marquage initial M0 est tel que M0(p1) = 0,M0(p2) = 0. La transition t1 peut être tirée
à tout instant. Si la transition t1 est tirée une fois, alors un jeton va se positionner sur les places
p1 et p2 (le nouveau marquage M1 est M1(p1) = 1,M1(p2) = 1). Puis si la transition t2 est tirée le
jeton de la place p1 disparaît (le nouveau marquage M2 est M2(p1) = 0,M2(p2) = 1).

t1

p1 t2

p2 t3

Figure 3.11 � Représentation d'un réseau de Petri

De nombreuses méthodes utilisent des RdP pour faire un diagnostic avec une approche similaire
à celle du diagnostiqueur de Sampath [SSL+95], par exemple [UOO98][BCDT09] [CGS12]. Récem-
ment, [AD21] propose une telle méthode en s'appuyant sur une technique de Fourier�Motzkin sur
un RdP labelisé. [PS17] étend le problème de diagnostic de fautes simples à des motifs d'événe-
ments plus complexes dans les RdP labelisés et propose de résoudre le problème de diagnostic par
véri�cation automatique de modèles.
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Modèles pour les systèmes à événements discrets temporels Dans les SEDs qui ont été
présentés jusqu'à présent, le temps est caractérisé par la séquence d'événements (un événement
se produit après un événement). Il n'est nullement fait mention de la dimension quantitative du
temps, des notions de durées et de dates. Le temps a une importance considérable car il peut
être symptomatique d'un problème dans le système. Les di�érents formalismes utilisés pour le
diagnostic de SED temporel sont brièvement décrits ci-dessous.

Les chroniques [DGG93] sont des représentations d'informations, à la fois temporelles et à la fois
événementielles. Dans [DGG93] le système de reconnaissance utilise les informations d'événements
temporisés pour identi�er l'occurrence de chroniques dans un �ux d'observations. Les chroniques
sont utilisées dans le diagnostic car elles permettent de représenter des signatures temporelles cau-
sales [TCG90, TCG97] et ainsi d'identi�er des fautes à partir de leurs e�ets observables [CD00].
Un système de diagnostic à base de chroniques est constitué de 4 modules, la modélisation (élabo-
ration d'une base de chroniques basées sur l'expertise, la connaissance du système), la découverte
de chroniques [SLCLL18] (élaboration de nouvelles chroniques avec l'utilisation des données, par
apprentissage automatique), l'analyse (l'étude des di�érentes propriétés des chroniques) et la re-
connaissance de chronique (le processus de diagnostic).

Exemple 3.6. La �gure 3.12 est un exemple de la représentation d'une chronique. Un noeud
correspond à un événement observé et les transitions correspondent aux contraintes temporelles.
Si l'on observe les événements 1, 2 et 3 et que les contraintes temporelles entre ces événements sont
véri�ées alors la chronique est reconnue.

Figure 3.12 � Représentation graphique d'une chronique

Une application d'un système de chroniques pour le diagnostic de services web est décrite
dans [PS09].

Les automates (Dé�nition 3.1) peuvent être étendus à des automates temporisés, où les tem-
porisations s'expriment sur les arcs entre les états à l'aide d'horloges. Les premiers travaux sur le
diagnostic temporel basé sur les automates temporisés sont décrits dans [CL01]. Dans cette ap-
proche, le comportement du système est modélisé par un automate temporisé et le diagnostic est
mis en ÷uvre par véri�cation automatique de modèle (model-checking) en exploitant l'outil Kro-
nos [Yov97]. La méthode du diagnostiqueur de Sampath [SSL+95] a également été formellement
étendue dans [Tri02] aux automates temporisés. Cette extension au temps a�ne les décisions sur
le diagnostic en prenant en compte les observations datées. La méthode issue de [BHJ+21] propose
une approche utilisant [Tri02] avec les marquages temporels comme un formalisme permettant de
suivre l'évolution du système.

Les RdPs (Dé�nition 3.2), peuvent être étendus à des RdPs temporels, où la temporisation des
RdPs est généralement un intervalle situé sur les transitions du réseau. Dans [GTY09] la méthode
de diagnostic utilise ce formalisme étendu. Elle repose sur la construction d'un estimateur à partir
de l'analyse d'un réseau de Petri temporel, puis cette estimation est utilisée pour détecter les
défaillances. [BCS14] calcule une estimation d'état pour le diagnostic de défauts d'un système
modélisé en réseau de Petri temporel labélisé (RdP où chaque transition est labélisée par un
événement observable ou non). L'approche [WMS15] utilise des RdPs temporels, et après le calcul
de son graphe des classes, la méthode en extrait un graphe de diagnostic des défauts qui constitue
le diagnostiqueur du système. La méthode dans [PSC21] utilise également les RdPs temporels mais
étend le problème de diagnostic à des motifs plus complexes que de simples événements de faute.
Le diagnostic est produit par véri�cation automatique de modèles (model-checking).

D'autres méthodes sur les SED sont utilisées pour faire du diagnostic comme les Timed Failure
Propagation Graphs (TFPG) qui sont un formalisme utilisé dans l'industrie permettant de capturer
la propagation temporelle des fautes dans les systèmes complexes, et pour soutenir d'importantes
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activités d'exécution telles que le diagnostic et le pronostic. L'article [BCGM15] utilise cette mo-
délisation pour faire de la détection et de l'identi�cation et de la correction dans des systèmes
critiques. Cette méthode utilise le diagnostic en-ligne pour faire de la correction des défaillances
au plus vite pour éviter l'indisponibilité du système.

Modèles pour les systèmes hybrides Les systèmes hybrides intègrent les concepts du continu
et du discret. Ils sont la combinaison entre des variables continues et des variables discrètes. Dans
les systèmes hybrides les états discrets peuvent être vus comme continus sous certaines conditions.
L'article [HAYHAL06] utilise une méthode hybride pour faire du diagnostic dans des systèmes
informatiques. [CRV19] propose un logiciel HyMU (Hybrid system Monitoring under Uncertainty)
pour simuler, diagnostiquer et pronostiquer les systèmes hybrides en utilisant des méthodes basées
sur des modèles traitant plusieurs incertitudes (incertitudes sur la modélisation, sur les observations
et sur les entrées...).

3.2 Diagnostic des chaînes de production

La section précédente présente les di�érents types de diagnostic qui peuvent exister en général.
Le diagnostic fait l'objet de nombreux travaux. L'objectif dans cette section est de se concentrer
sur les di�érentes méthodes de diagnostic utilisées dans les chaînes de production.

3.2.1 Diagnostic à base de connaissance

La section 3.1.1 présente les di�érentes méthodes de diagnostic qui sont utilisées pour le diag-
nostic à base de connaissance. Dans la littérature peu de travaux utilisent les méthodes à base de
système expert pour faire du diagnostic des chaînes de production. L'article [PK93] propose une
méthode de diagnostic par la conception de deux systèmes experts pour la fabrication de semicon-
ducteurs. Le premier système expert est utilisé pour l'analyse des tests paramétriques dans une
usine de plaques. Ce système expert contrôle le �ux d'informations entre la base de connaissances
et les données reçues des plaques. Le deuxième système expert est utilisé pour l'analyse des tests
paramétriques dans une installation de plaques. Les deux systèmes permettent de faire un diag-
nostic sur les plaques en les comparant. La limite de cette méthode est l'utilisation des systèmes
d'expertise pour toutes les spéci�cités des plaques dans la production. [LHK13] dé�nit également
une méthode de détection de fautes sur des équipements par système expert. La connaissance dans
ce système expert est obtenue par une description en UML (Uni�ed Modelling Language : l'UML
est un langage de modélisation graphique à base de pictogramme pour aider à la visualisation
d'un développement logique et du concept orienté objet). Les réseaux bayésiens sont ensuite utili-
sés comme sources de fautes pour le diagnostic, avec les di�érentes causes, la probabilité que ces
fautes arrivent et les solutions proposées quand elles arrivent.

Les articles [YLLH06] et [BAEMB19] détaillent des méthodes de diagnostic de chaînes de pro-
duction utilisant les analyses AMDEC. L'article [YLLH06] dé�nit une AMDEC pour le diagnostic
en utilisant des données d'une usine de semiconducteurs à Taiwan. L'objectif est d'augmenter le
taux d'activation/utilisation des équipements, améliorer la vitesse et la valeur des �ux, réduire
les délais et les coûts de manière e�cace en réaction au raccourcissement du cycle de vie des
produits. L'objectif de cette étude est d'établir un mécanisme d'évaluation et d'amélioration systé-
matique pour localiser le numéro de priorité du risque des éléments à partir de l'AMDEC. L'article
[BAEMB19] présente une méthode de diagnostic et de prédiction utilisant la méthode AMDEC
pour connaître les causes de défaillance dans des chaînes de production dans l'automobile. La mé-
thode de détection utilise également un réseau bayésien pour modéliser des probabilités sur une
défaillance dé�nie par la méthode AMDEC.

Dans la littérature il existe également peu de travaux utilisant les méthodes à base d'arbres
de défaillance pour faire du diagnostic des chaînes de production. [SCC06] présente une méthode
utilisant les arbres de défaillance pour une chaîne de production de circuits électroniques. La mé-
thode propose de comparer les techniques existantes utilisant les méthodes d'arbres de défaillance.
Les résultats montrent que la méthode proposée peut estimer l'intervalle de défaillance de manière
plus �exible que les méthodes précédentes et aider les décideurs à trouver les composants les plus
critiques du système pour améliorer la �abilité.
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3.2.2 Diagnostic à base de données

Dans la littérature plusieurs travaux utilisent les méthodes à base d'apprentissage automatique
pour faire du diagnostic des chaînes de production.

L'apprentissage avec des algorithmes mathématiques est utilisé pour faire du diagnostic dans les
chaînes de production comme le montre l'article [CBYP18] qui propose une méthode de détection
des causes de défaillance dans un équipement en fonction des données de l'équipement. L'article
propose une approche pour détecter les causes profondes de l'inadéquation équipement/chambre
en temps réel en exploitant toutes les données disponibles, telles que les mesures du produit,
les lectures des capteurs de l'équipement et les données de maintenance. La méthode utilise une
analyse multivariable pour faire de la détection de fautes sur des paramètres des équipements.
L'analyse multivariable s'e�ectue par une étude de l'analyse de variance (l'analyse de variance
fait partie d'un ensemble d'analyses et de modèles statistiques). Une autre méthode de diagnostic
par un algorithme statistique est dé�ni dans [OKT+09]. Elle utilise un algorithme de détection et
d'identi�cation des groupes de défaut sur une plaque dans les ateliers de défectivité (véri�cation de
défaut des plaques). L'algorithme est découpé en trois étapes distinctes : détection, découpage et
reconnaissance. L'article propose l'utilisation de statistiques de comptage conjoint pour e�ectuer
la détection des groupes de défaut qui sont dé�nis par rapport à l'expertise humaine.

Des méthodes de diagnostic basées apprentissage automatique sont également utilisées pour
d'autres applications. [IRA21] présente une méthode de détection de défaillance des plaques dans
la production des semiconducteurs. L'article présente une revue de la littérature des méthodes de
classi�cation et le choix de classi�cation utilisant une machine à vecteurs de support à une classe
et dont l'apprentissage est e�ectué à partir de mesures obtenues sur des lots. Dans [CLI21] une
méthode d'apprentissage automatique est proposée en métrologie (atelier de mesure de plaques).
Cette méthode s'appuie sur des polynômes de Zernike pour préparer et nettoyer les données. Puis,
les données pré-traitées sont utilisées pour alimenter un algorithme d'apprentissage automatique
non supervisé basé sur la densité pour faire la détection des données anormales (Random Forest
Discriminant Analysis).

Concernant les réseaux de neurones, il existe plusieurs travaux sur le diagnostic des chaînes de
production qui les utilisent. Par exemple [CWL20] propose une méthode de classi�cation et d'ins-
pection des défauts sur des plaques utilisant l'apprentissage automatique. Cet article présente une
méthode d'apprentissage automatique basée sur la vision pour classer les défauts de surface visibles
sur les plaques de semiconducteurs. La méthode proposée utilise des réseaux neurones convolutifs
d'apprentissage profond pour identi�er et classer quatre types de défauts de surface : centré, local,
aléatoire et autour de la plaque. Des expériences ont été réalisées pour déterminer sa précision, les
résultats expérimentaux ont montré que cette méthode peut atteindre une précision supérieure de
l'ordre de 98% à 99%. Une autre méthode d'apprentissage avec des réseaux de neurones convolutifs
est utilisée dans [WGC+20] qui détecte et classi�e les défauts sur une plaque. Cet article propose
une nouvelle méthode basée sur des réseaux neurones convolutifs pour l'inspection des défauts des
plaques de semiconducteurs. Dans un premier temps, il faut faire une caractérisation des plaques
avec le réseau de neurones pour générer des cartes de cartographies des défauts sur une plaque, puis
avec les cartes des caractéristiques des plaques on classi�e les défauts en trois di�érentes branches.
Les résultats expérimentaux montrent que la méthode proposée donne de bonnes performances
globales avec une précision moyenne de 93% à 97%. [YJXZ21] présente une méthode sur la détec-
tion de fautes sur un capteur utilisant un réseau de neurones avec une dynamique de time wrapping
loss. Le modèle de réseau de neurones est à structure auto-encodeur (c'est un réseau de neurones
qui utilise l'apprentissage non supervisé), il est proposé pour améliorer la précision de la détection
des anomalies et en�n pour éliminer la cause des défauts et ainsi réduire la perte de rendement. Les
résultats expérimentaux sur un ensemble de données de capteurs révèlent une bonne performance
de l'enveloppement temporel dynamique par rapport aux modèles formés avec la fonction de perte
standard (Mean Squared Error). Un travail similaire [YXZ20] propose une méthode de détection
de fautes sur un capteur utilisant un réseau de neurones avec la structure auto-encodeur. Cette
méthode est utilisée pour reconstruire les di�érentes capteurs d'équipements. Le réseau structuré
peut être appliqué à di�érentes étapes de traitement, ce qui permet à cette méthode d'être acceptée
comme une méthode standard de traitement des données. L'article [HL21] présente une méthode
sur la détection en utilisant les séries temporelles pour faire le diagnostic. Les séries temporelles
correspondent aux données des capteurs. L'article propose un modèle de réseau de neurones convo-
lutif avec des séries temporelles multiples pour la détection et le diagnostic des défauts dans la
fabrication des semiconducteurs. Les informations sur les capteurs peuvent être identi�ées par la
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couche du diagnostic dans le réseau de neurones convolutif.
L'article [JKHH10] décrit une méthode utilisant un modèle de Markov caché étendu pour ré-

soudre les problèmes de détection de transition dans les processus de gravure par plasma. Le modèle
de Markov caché proposé est une combinaison de plusieurs modèles : la combinaison d'un modèle
semi-Markov et un modèle segmentaire. Le modèle segmentaire permet une modélisation adap-
table des données par exemple par des fonctions de régressions linéaires. Le modèle semi-Markov
permet de faire une modélisation avec les connaissances avec les algorithmes d'apprentissage et de
déduction. Le diagnostic s'e�ectue par la comparaison des deux modèles pour faire de la détection
des défaillance dans le système.

D'autres méthodes de diagnostic par utilisation de données existent dans la littérature comme
le diagnostic par internet (le e-diagnostic) comme le montre l'article [HY05]. La méthode consiste
à faire du diagnostic sur des machines de semiconducteurs puis à faire une connexion avec des
experts à distance des équipements de l'usine pour récolter des informations. Avec celles-ci, un
diagnostic à distance est possible.

3.2.3 Diagnostic à base de modèle

Cette section présente un panel d'exemples d'application à des chaînes de production des divers
types de méthodes de diagnostic à base de modèle.

Modèles quantitatifs Les modèles quantitatifs sont exploités à de multiples reprises sur des
applications liées à des chaînes de production. [MS93] met en place une méthodologie du diagnostic
automatisé des équipements d'une usine de semiconducteurs. L'approche proposée combine l'aspect
d'un algorithme sur un modèle quantitatif avec la connaissance des équipements de l'usine. Grâce à
l'application de techniques de modèles quantitatifs il est possible de déduire les causes des défauts,
et en utilisant des preuves générées avant, pendant et après le fonctionnement de l'équipement,
les dysfonctionnements peuvent être identi�és avant qu'une erreur de traitement importante ne se
produise. Cette méthode d'identi�cation de défauts a été appliquée sur un atelier de 29 équipements
Etch (type de gravure) usinant une seule plaque à la fois. Ce choix des équipements Etch est lié à
la complexité de détecter des défaillances dans ce type d'équipement.

L'article [PC94] propose une revue des approches de diagnostic exploitées dans le diagnostic
de défaillance de moteur de l'aéronautique en utilisant les espaces de parités. La problématique de
la robustesse et de l'isolation dans le diagnostic est au centre de l'article. L'exemple concerne un
système de moteur à réaction dans l'aéronautique.

[DMBDT07] propose un système de diagnostic pour la détection et l'identi�cation des dé-
faillances sur banc d'essai en électromécanique. Cette approche consiste à générer des indicateurs
de défaillances et de seuils qui sont représentés sous la forme de graphes causaux. Les indicateurs
sont dé�nis par l'analyse de résidus en présence d'incertitudes sur les paramètres. Les di�érents
paramètres sont trois imperfections mécaniques (frictions visqueuses, jeu, et liaison élastique).

[GDI02] propose une approche de diagnostic pour l'identi�cation des défaillances dans le contexte
d'un réacteur chimique (système non linéaire). Le problème est ici divisé en plusieurs modèles li-
néaires et la méthode s'appuie sur des estimations paramétriques.

Une méthode de diagnostic par observateurs dans des chaînes de production est proposée dans
[JPP+19]. Cette technique de détection et d'isolation des défaillances se base sur un modèle pour
le diagnostic des conditions de santé des équipements de production. L'approche propose une
identi�cation des défaillances en extrayant des informations du signal des défaillances, telles que
l'amplitude ou la forme de la défaillance, et la comparaison de cette défaillance avec les signaux
obtenus par l'utilisation d'un observateur sur le système.

Modèles qualitatifs Dans le cadre des chaînes de production, le diagnostic à base de modèles
qualitatifs a également été largement exploité. [SLL93] dé�nit une méthode de contrôle et de
diagnostic dans le contexte de la production de semiconducteurs. La méthode de contrôle traite un
atelier de photolithographie et exploite une simulation basée sur la physique du système pour faire
du diagnostic de santé des équipements de l'atelier. La décision de diagnostic s'appuie sur un modèle
statistique multivarié qui caractérise des modes de dégradation par des seuils sur des variables
mesurées. Ce type de techniques peut être adaptée à des systèmes non-linéaires en exploitant
plusieurs modèles statistiques à la fois (version multi-modèles).
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[MCDB10] utilise une méthode de diagnostic qui combine les chroniques et une analyse par
arbre de défaillances pour la supervision d'une chaîne de production dans le conditionnement du
lait. Cette chaîne de production associe une chaîne automatique et une partie humaine. L'approche
utilisée fournit un diagnostic en-ligne pour assurer la qualité des produits. Le modèle de surveillance
est une hiérarchie de machines à états qui déterminent le comportement du système et de ses sous-
systèmes, ces comportements sont dé�nis par apprentissage de chroniques. Le diagnostic s'e�ectue
par comparaison des observations du système et les observations attendues par le modèle. L'arbre
de défaillances est construit en fonction des observations du système et permet de faire une analyse
des causes des défaillances dans la chaîne de production.

[PMGR13] présente une méthode de décentralisation du diagnostic des systèmes à événements
discrets qui s'appuie sur la décomposition d'un modèle d'une usine en plusieurs modèles (auto-
mates atemporels). Cette décomposition est e�ectuée en utilisant des techniques de véri�cation
automatique de modèles (Model-Checking). Cette structure décentralisée est utilisée pour éviter
le trop grand nombre d'états pour représenter le système. Avec la connaissance du système et
la modélisation des di�érents modèles la méthode construit les comportements des modèles avec
faute.

La représentation des modèles par des automates temporisés est exploitée par exemple dans
[SLPQ06]. Ces travaux modélisent le comportement d'un actionneur DAMADICS (Development
and Application of Methods for Actuator Diagnosis in Industrial Control Systems) en automates
temporisés. L'automate modélise les états de l'actionneur ainsi les durées de changement entre états.
Basé sur cet automate, l'algorithme de diagnostic proposé fait une détection de délais anormaux
entre états qui conduit à une identi�cation de défauts actionneur (pression, débit, ouverture de
vannes) à partir des observations de l'entrée et de la sortie du système.

Les réseaux de Petri sont aussi utilisés dans le diagnostic des chaînes de production. À titre
d'exemple, [CGPS11] présente une approche du diagnostic basée sur les réseaux de Petri labélisés.
L'approche est basée sur la notion de marquage en utilisant l'ensemble des marquages accessibles
(graphe représentant l'ensemble des marquages que l'on peut atteindre selon le marquage initial
et selon les transitions tirées) pour faire le diagnostic. Dans le cas de la modélisation du système,
le modèle se fait sur le système en faute. Le principe du diagnostic est, grâce à l'ensemble des
marquages accessibles, de savoir selon les observateurs si le système est en état de faute, en état
incertain ou en état normal. L'application décrite dans [CGPS11] est constituée de 4 équipements
et de 4 robots qui font le déplacement entre les équipements. Le problème de cette méthode est la
complexité de faire du calcul de l'ensemble des marquages accessibles sur des systèmes complexes
avec plusieurs équipements (explosion combinatoire). [BB19] présente une méthode de diagnostic
des systèmes industriels hybrides exploitant des RdPs hybrides. La méthode utilise un algorithme
qui traite les di�érentes étapes d'un système hybride de la partie discrète et de la partie continue.
La méthode dé�nit deux types de diagnostiqueur, l'un pour détecter les fautes discrètes et un autre
diagnostiqueur pour détecter les fautes sur la dynamique continue.

[KL15] utilise l'algèbre (max,+) (voir chapitres 4 et 5 pour une présentation détaillée) pour faire
de la détection de retard sur les plaques lors des changements de chambres dans un équipement
de production d'une usine de semiconducteurs. Le contrôle par retour d'état, servant à contrôler
la variabilité du temps de traitement, est utilisé pour faire une détection du retard de l'arrivée des
plaques sur les équipements. La méthode proposée utilise des graphes d'événements temporisés et
modélise deux fonctionnements : un équipement à 4 chambres associé à 1 robot de transport et
un équipement à 4 chambres associé 2 robots de transport. Le retour d'état est modélisé par une
équation de l'algèbre (max,+).

3.3 Synthèse du chapitre

Ce chapitre a présenté les di�érentes méthodes de diagnostic et une application de ces méthodes
sur des chaînes de production. Pour répondre à notre problématique, les analyses faites dans le
chapitre précédent montre qu'un diagnostic global au niveau usine ou même par ateliers ne permet
pas de faire une identi�cation des retards entre la plani�cation et l'historique du fait de l'importante
variabilité dans la production. Pour faire une identi�cation du retard nous nous plaçons donc au
niveau des opérations, en comparant le nombre de plaques produites en historique par rapport au
nombre de plaques plani�é. Le type de défaillance que l'on va donc chercher à détecter et à localiser
dans notre méthode est un retard qui caractérise les dérives temporelles dans la production de lots
d'une même technologie au niveau des opérations.



52 Chapitre 3. État de l'art du diagnostic dans les chaînes de production

Parmi les méthodes de diagnostic qui ont été détaillées dans ce chapitre, les méthodes de
diagnostic à base de modèles semblent les plus adaptés pour répondre à notre problématique. Notre
objectif est de dé�nir le comportement des opérations à l'aide de graphes d'événements temporisés.
La méthode proposée dans la suite de nos travaux se base donc sur ce type de représentation et
exploite l'algèbre (max,+) pour faire une comparaison le comportement attendu par notre modèle
et les observations réelles issues de la production en usine.



Chapitre 4

Modélisation du problème

Le chapitre 2 montre que par la forte variabilité de l'usine, la détection de retard sur l'ensemble
de l'usine ou sur des ateliers n'est pas possible. Nous proposons de dé�nir ici le problème de
détection de retards sur la production d'une technologie particulière de semiconducteurs à travers
une modélisation formelle des notions de routes, opérations, étapes. Le retard pour une étape est le
fait que les dates de production des plaques sont di�érentes des dates plani�ées. Par exemple, pour
une opération donnée, la plani�cation indique que 50 plaques doivent être produites en une heure.
Or dans l'historique, la production des 50 plaques est réalisée en deux heures. Il y a donc un retard
de 1 heure entre la plani�cation et la production réelle. Ce retard est une dérive temporelle qu'on
cherche à détecter et à en localiser la source au niveau d'une étape. Il s'agit du type de défaillance
pris en compte dans nos travaux.

Nos travaux utilisent une méthode de diagnostic à base de modèles (voir section 3.1.3). La
modélisation que nous proposons s'appuie sur les informations décrivant les étapes de production
qui sont détaillées dans l'outil de plani�cation OPERA. La réalisation d'une opération (ensemble
d'étapes) sur un lot donné dans l'usine va produire un ensemble d'événements datés pour chaque
étape (entrées/sorties du lot dans chaque équipement, début/�n de transport du lot entre équi-
pements, stockage....). Certains de ces événements sont observables tout au long de l'opération et
sont enregistrés dans des �chiers tels que le �chier TGVHistorique (voir table 2.2, page 22 de la
sous-section 2.1.2). On a notamment accès à l'événement STEP_OUT, renommé plus simplement
StepOut à partir de maintenant, correspondant à la �n de l'étape. Cet événement est également
présent dans les données de la plani�cation (�chier LOTSPROJECTION, voir table 2.1, page 22
de la sous-section 2.1.2).

Nous proposons de modéliser ces opérations comme des systèmes à événements discrets tem-
porels partiellement observés via des Graphes d'Evénements Temporisés (GET), qui sont une
sous-classe des réseaux de Petri (dé�nition 3.2). Le principe général de notre approche est illustré
sur la �gure 4.1. L'idée est de comparer les observations réelles (StepOut historique) issues de la
réalisation d'une étape avec les événements attendus par la plani�cation (StepOut OPERA) a�n
de détecter les dérives temporelles, c'est-à-dire déterminer quand les dates des événements StepOut
de l'historique ne correspondent plus aux dates des événements StepOut de la plani�cation et d'en
déduire la source de ces décalages (quelles étapes ? quelles opérations ?).

Figure 4.1 � Schéma général de notre problème de diagnostic de dérives temporelles

L'organisation du chapitre est la suivante. La section 4.1 dé�nit le problème de détection de
dérives temporelles dans les Graphes d'Événements Temporisés. La section 4.2 propose une modé-
lisation formelle d'une étape de fabrication quelconque par des GET. Ces GET seront les modèles
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à partir desquels nous présentons nos méthodes de diagnostic dans les chapitres 6 et 7. En�n, le
chapitre 8 exploitera ces méthodes pour le diagnostic de dérives temporelles dans une opération
de fabrication de semiconducteurs.

4.1 Détection de dérives temporelles dans les Graphes d'Evé-
nements Temporisés

Pour mettre en place notre méthode de diagnostic à base de modèle, on réalise une modélisation
par des Graphes d'Événements Temporisés (GET) dé�nis dans la sous-section suivante. La sous-
section 4.1.2 formalise la détection de dérives temporelles dans les GET.

4.1.1 Graphes d'Evénements Temporisés (GET)

Les GET sont une sous-classe des réseaux de Petri (dé�nition 3.2) où chaque place possède une
transition en amont et une transition en aval ([Mur89], [Wan98] et [BCOQ92]). Des durées sont
associées aux places et caractérisent le temps de séjour minimal des jetons.

Dé�nition 4.1 (Graphe d'Événements Temporisés). Un Graphe d'Evénements Temporisés (GET)
R est dé�ni par le quintuplet :

R = ⟨P,R, F,M0, H⟩

avec

� P = {p1, p2, . . . , pm} : l'ensemble des places,

� R = {r1, r2, . . . , rn} : l'ensemble des transitions,

� P ∩R = ∅,

� F ⊆ (P ×R) ∪ (R× P ) : l'ensemble des arcs entre les places et transitions,

� M0 : P → {0, 1, 2, 3, . . . } : le marquage initial des places,

� H : P → {0, 1, 2, 3, . . . } : le temps de séjour des jetons par place.

L'ensemble des transitions est partitionné de la façon suivante : R = E ∪ I ∪ S, où :

� E est l'ensemble des transitions d'entrées notées ui,

� I est l'ensemble des transitions internes notées xi,

� S est l'ensemble des transitions de sorties notées yi.

Un GET est soumis à une règle de franchissement au plus tôt des transitions ce qui signi�e que
toute transition franchissable est immédiatement franchie.

Par la suite, nous aurons besoin de manipuler des chemins dans un GET dont voici la dé�nition.

Dé�nition 4.2 (Chemin d'arcs). La séquence (n0, n1), (n1, n2), . . . , (nm−1, nm) de longueur m est
un chemin d'arcs dans un GET si ∀i ∈ {0, . . . ,m − 1}, (ni, ni+1) ∈ F . Le noeud ni est en amont
de nj si i < j. Si ni est en amont de nj alors nj est en aval de ni. On note n⇝ n′ le chemin entre
le noeud n et le noeud n′ (n est en amont de n′).

Les GET sont utilisés pour faire notre modélisation car ils permettent de représenter tous les
éléments qui forment une étape de fabrication d'un lot de plaques de semiconducteurs. L'élément
le plus simple d'un GET, voir �gure 4.2, est une place associée à une durée (temps de séjour
des jetons) et entourée d'une transition aval et d'une transition amont. Il s'agit d'un délai h qui
représente par exemple le temps de transport entre deux machines ou le temps de processus d'un
équipement. Les autres structures élémentaires sont représentées sur la �gure 4.3.

� La structure en tandem (4.3a) représente une simple succession de places et de transitions
permettant de modéliser plusieurs tâches qui se suivent.
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h

Figure 4.2 � Délai

� La structure parallèle (4.3b) représente l'initialisation simultanée de di�érentes tâches dans
le système. Elles sont lancées au même instant lors du tir de la transition commune. D'un
point de vue structurel, il s'agit de tandems partant d'une même transition.

� La structure de synchronisation (4.3c) permet à di�érentes tâches de se synchroniser, par
exemple pour attendre la �n de plusieurs processus avant de démarrer l'exécution d'une ou
plusieurs autres tâches. Une synchronisation est constituée de tandems se réunissant sur une
transition commune.

� La structure boucle (4.3d) est par exemple utilisée pour modéliser une �le d'attente d'une
tâche sur un équipement. Le jeton représente le statut de l'équipement : libre ou en activité.

(a) Tandem (b) Parallélisme (c) Synchronisation (d) Boucle

Figure 4.3 � Structures élémentaires d'un GET

Grâce aux structures élémentaires des GET, il est possible de modéliser di�érentes chaînes de
production comme celle mise en exemple sur la �gure 4.4.
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Figure 4.4 � Représentation d'une chaîne de production par un GET

Exemple 4.1. La �gure 4.4 représente une chaîne de production modélisée par un GET et qui
représente très globalement des opérations sur des plaques par di�érents équipements. Cette chaîne
est constituée de deux équipements Eq1 et Eq2 qui traitent le même type d'opération sur les plaques
mais avec des temps de processus di�érents, avant d'être traitées par un troisième équipement Eq3.
Le processus de l'équipement 1 correspond à la place p4 et est réalisé en 3 heures. Sa disponibilité
correspond au jeton de la place p3. De même, les processus des équipements 2 et 3 sont respec-
tivement modélisés par les places p5 (durée : 4 heures) et p10 (durée : 4 heures) tandis que leurs
disponibilités sont respectivement modélisées par les places p6 et p9 dans lesquelles un jeton est
présent. La synchronisation entre les équipements 1 et 2 fait que l'équipement 3 ne peut commencer
à travailler qu'avec des plaques disponibles venant de Eq1 et de Eq2. Les plaques prennent 2 heures
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à l'équipement 1 pour arriver à l'équipement 3, 1 heure pour aller de l'équipement 2 à l'équipement
3. L'entrée de la ligne de production est un �ux de plaques modélisé par les transitions u1, u2.
Le déclenchement d'une transition d'entrée représente l'occurrence d'un événement provenant de
capteurs sur la ligne de production qui indique l'arrivée de la plaque. L'entrée u1, respectivement
u2, correspond à l'arrivée des plaques sur l'équipement 1, respectivement sur l'équipement 2. La
sortie de la ligne de production est un �ux de plaques modélisé par les tirs de la transition y1. Les
sorties y2 et y3 fournissent via des capteurs des informations sur la �n du processus de fabrication
des équipements 1 et 2.

Dans les GET qui modélisent une étape de fabrication de lots, GET qui servent de modèles
au problème de diagnostic de dérives temporelles présenté en introduction de ce chapitre, les
événements datés correspondent aux tirs des transitions. Les événements observables correspondent
aux tirs de transitions dont on mesure les dates d'occurrence. Dans nos travaux, nous faisons
l'hypothèse que les transitions observables sont les transitions d'entrée et les transitions de sortie,
regroupés dans l'ensemble Ro = E ∪ S. Autrement dit, le tir des transitions internes I est non-
observable.

4.1.2 Détection de dérives temporelles dans un GET

Dans un GET, une dérive temporelle est une modi�cation de la durée associée à une place
comme indiqué dans la dé�nition suivante.

Dé�nition 4.3 (Dérive temporelle dans un GET). Soit h le temps de séjour associé à la place p
d'un GET, une dérive temporelle sur la place p est une durée relative θ ∈ Z. Si elle se produit sur
cette place, son temps de séjour devient h+ θ.

Si une telle dérive représente par exemple une augmentation de la durée d'opération ou du
temps de transport, il s'agit alors d'un ralentissement 1. Si une dérive temporelle a lieu sur la place
p, et que cette place n'est reliée en aval qu'à une seule transition, elle-même reliée en amont à cette
seule place, les dates de tir de la transition seront modi�ées par la valeur de θ.

Cependant, la structure du GET est souvent plus complexe et une dérive temporelle sur une
place n'implique pas nécessairement que les dates de tirs des transitions situées en aval de cette
place soient (toutes) a�ectées par la dérive. C'est notamment le cas des dérives qui se produisent
sur des places situées avant une structure élémentaire de synchronisation dont une nouvelle �gure
plus complète est donnée en 4.5.

x1

p1

1

x3

p2

2x2

Figure 4.5 � Structure de synchronisation détaillée

Soient t1, respectivement t2, la date d'arrivée d'un jeton dans la place p1 via x1, respectivement
p2 via x2. Ces temps dépendent des dates de tir des transitions d'entrée, des temps de séjour des
jetons dans les places en amont de x1, respectivement x2 et des dates de tir des transitions internes
également en amont. La date de tir de x3 est donc t3 = max{t1 + 1, t2 + 2}. Selon la place où
la dérive temporelle se produit, selon sa valeur et selon les temps t1 et t2, deux résultats sont
possibles :

� Si la dérive temporelle a lieu sur la place p1 et que t1 + 1 + θ ≤ t2 + 2, la dérive ne va pas
modi�er la date de tir de x3 (en comparaison avec sa date de tir si la dérive n'avait pas lieu),
car elle n'augmente pas su�samment cette date par rapport à la date associée au chemin qui
vient de x2 (x2 ⇝ x3).

� Si la dérive temporelle a lieu sur la place p2 et que t1 + 1 ≥ t2 + 2 + θ, la dérive ne modi�e
pas la date de tir de x3 par rapport au chemin qui vient de x1 (x1 ⇝ x3).

1. Si la dérive est une diminution du temps de séjour, on parle d'accélération.
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Dans ces deux cas, l'e�et de la dérive sur les dates des tirs de la transition x3 est masqué par la
synchronisation.

D'autre part, la détection d'une dérive temporelle dépend des informations observables à partir
du système en fonctionnement. On parle alors de détectabilité. Comme précisé en �n de sous-
section précédente, dans notre problème de diagnostic, les événements observables sont les tirs
des transitions d'entrée et des transitions de sortie du GET regroupées dans l'ensemble Ro. Une
dé�nition de dérive temporelle détectable peut alors être établie pour caractériser les dérives qui
ont un e�et visible sur ces transitions observables.

Dé�nition 4.4 (Dérive temporelle détectable dans un GET). Soit Ro = E ∪ S l'ensemble des
transitions observables d'un GET (transitions d'entrée et transitions de sortie du GET), p une
place d'un GET et Rp

o ⊆ Ro l'ensemble des transitions observables situées en aval de cette place 2

(∀rpoi ∈ Rp
o, p ⇝ rpoi, R

p
o ⊆ S). Une dérive temporelle θ ∈ Z située sur la place p est détectable

si elle modi�e les occurrences datées des tirs d'au moins l'une des transitions observables de Rp
o

par rapport aux occurrences datées des tirs des transitions observables lorsqu'aucune dérive n'est
présente dans le système.

D'après cette dé�nition, si les transitions de la �gure 4.5 sont des transitions d'entrée et de
sortie (x1 devient u1, x2 devient u2 et x3 devient y, donc u1, u2, y ∈ Ro et y ∈ Rp

o), les deux dérives
temporelles présentées ci-dessus ne sont pas détectables, la date d'occurrence de x3 n'étant pas
a�ectée par ces dérives.

4.2 Modélisation d'une étape de fabrication par des GET

Cette section présente la modélisation d'une étape de fabrication de lots de semiconducteurs
par des GET. Le procédé de fabrication général est tout d'abord formalisé avant de se concentrer
sur la formalisation d'une étape.

4.2.1 Formalisation du procédé de fabrication

Le fonctionnement de fabrication des semiconducteurs est présenté dans le chapitre 1. Cette
sous-section formalise les relations entre les étapes, les opérations, les briques et les routes intro-
duites dans la section 1.2 qui donne également les dé�nitions des lots, produits et technologies.
Pour décrire le procédé de fabrication général, nous nous plaçons dans un premier temps au niveau
d'une technologie.

Une technologie représente le procédé de fabrication (processus), au sens large, liée aux grandes
caractéristiques de la production de semiconducteurs, telles que la �nesse de gravure, ou encore
le type de matériaux. Un produit spéci�e le circuit intégré fabriqué. Il requiert un enchaînement
spéci�que de motifs à réaliser pour chaque couche, et donc un enchaînement spéci�que d'étapes.
Un lot est un ensemble de plaques de semiconducteurs. Il contient généralement 25 plaques au
démarrage de sa fabrication, mais peut en avoir moins, notamment si certaines plaques doivent être
mises au rebut. Les plaques constituant un lot sont physiquement disposées dans un FOUP 3. Le lot
est l'objet de base de la logistique du système de production, c'est lui qui transite d'équipements
en équipements a�n que les plaques qu'il contient soient "processées". Les notations suivantes sont
adoptées pour ces trois éléments.

� La notation T représente l'ensemble des technologies, te ∈ T correspond à une technologie
particulière de l'ensemble des technologies.

� L'ensemble P représente les produits où p ∈ P correspond à un produit de l'ensemble des
produits.

� L est l'ensemble des lots, où l ∈ L est un lot de l'ensemble des lots.

Une route désigne la gamme de fabrication d'un lot, c'est-à-dire l'ensemble des étapes de fa-
brication par lesquelles le lot doit passer avant de pouvoir sortir de l'usine. Il existe une multitude
de routes di�érentes selon le type de produit considéré. Une route se compose généralement de
plusieurs centaines d'étapes et il n'est pas rare aujourd'hui de trouver des routes contenant plus

2. Ces transitions sont obligatoirement des transitions de sortie.
3. Boite qui permet le transport des plaques entre les di�érents équipements, voir �gure 1.4, page 10.
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d'un millier d'étapes de fabrication. R représente l'ensemble des routes dont chaque élément est
noté r ∈ R. Une route est composée d'un ensemble ordonné de briques de processus à réaliser pour
une route r donnée. Cet ensemble est noté B(r) et b1...n1

∈ B(r) représente les briques de 1 à n1

de la route r. Chaque brique est composée d'un ensemble d'opérations noté O(r). o1...n2 ∈ O(r)
représente les opérations de 1 à n2 de la route r. Chaque opération est composée d'un ensemble
d'étapes de processus noté S(r). s1...n3

∈ S(r) représente les étapes de 1 à n3 de la route r.

Ensemble Indice Description
T te ∈ T Technologies
P p ∈ P Produits
L l ∈ L Lots
R r ∈ R Routes
B(r) b1...n1

∈ B(r) Briques d'une route r
O(r) o1...n2

∈ O(r) Opérations d'une route r
S(r) s1...n3

∈ S(r) Etapes d'une route r

Table 4.1 � Notations du procédé de fabrication général

Ces notations résumées dans la table 4.1 permettent de dé�nir des fonctions sur les di�érentes
technologies, produits et lots.

� La fonction route : T → R associe une technologie à une route. Chaque technologie te ∈ T
a plusieurs routes r ∈ route(te) possibles.

� La fonction prod : R → P associe une route à un produit. Chaque route a plusieurs produits
p ∈ prod(r) possibles.

� La fonction lot : P → L associe un produit à un lot. Chaque produit p ∈ P a plusieurs lots
l ∈ lot(p) possibles.

En�n, les liens entre les briques, opérations et étapes sont établis.

� La fonction bri : R → 2B(r) dé�nit une route composée de plusieurs briques. Ces briques
bri(r) = {bi1 , . . . , bim},∀b ∈ B(r) appartiennent à la route r.

� La fonction op : B(r) → 2O(r) dé�nit une brique composée de plusieurs opérations. Ces
opérations sont notées op(r, b) = {oi1 , . . . , oim},∀o ∈ O(r),∃!b ∈ B(r), o ∈ op(r, b). Chaque
opération d'une brique est unique.

� La fonction st(r) : O(r) → 2S(r) dé�nit une opération composée de plusieurs étapes. Ces
étapes sont st(r, o) = {si1 , . . . , sim}.

4.2.2 Focus sur une étape d'une opération

La section précédente dé�nit formellement les liens entre les routes, briques, opérations et
étapes, et les liens entre les technologies, produits et lots. Maintenant nous allons décrire le fonc-
tionnement d'une étape de fabrication dont les di�érentes actions et durées sont illustrées sur la
�gure 4.6. Les di�érentes notations sont répertoriées dans la table 4.2.

Une étape fait partie d'une succession d'étapes d'une opération. Elle démarre et se termine
par les actions StepIn et StepOut. De plus, une étape démarre pour un lot lorsque ce lot sort de
l'équipement de l'étape précédente. Donc le StepOut de l'étape précédente est égal au StepIn de
l'étape de la �gure (et le StepOut de la �gure correspond au StepIn de l'étape suivante). Le choix
de l'équipement est acté par l'action JobPrep qui indique que le lot est assigné à un équipement.
L'arrivée du lot sur l'équipement est indiqué par l'action 4 JobIn et TrackIn. Le début du processus
est représenté par l'événement StartRun, la �n par l'événement EndRun. Quand le lot sort de
l'équipement, l'action e�ectuée est appelée JobOut, StepOut et TrackOut.

La durée entre le StepIn et le JobIn correspond à un temps d'attente noté CTWait. La durée
entre JobIn et StepOut correspond au temps de processus qui est noté CTTH. Le CTTH des étapes
est calculé par le service de plani�cation opérationnelle de la production de la �gure 1.8. La somme

4. L'arrivée du lot est unique mais deux informations sont générées au moment où l'action se produit. Ces
informations ont des noms di�érents car sont dévolues à plusieurs destinataires (production, opérateur).
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Figure 4.6 � Description des actions et durées d'une étape

des temps d'attente et de processus est notée CTRef qui est la référence sur le temps d'une étape.
Ce calcul vient de la thèse [Deq17]. La durée minimale pour e�ectuer l'étape est notée CTMin.
Cette durée n'apparaît pas dans la �gure car elle est calculée par rapport au temps de processus
et à un temps arbitraire pour chaque étape dans l'usine :

CTMin = max(2.5× CTTH, 15min).

Notation Description
StepIn Début de l'étape
JobPrep Assignation du lot à un équipement
JObIn Arrivée du lot sur l'équipement
TrackIn idem
StartRun Début du processus
EndRun Fin du processus
JobOut Sortie du lot de l'équipement et �n de l'étape
StepOut idem
TrackOut idem
CTWait Temps d'attente
CTTH Temps de processus
CTMin Temps minimal d'exécution de l'étape
CTRef Temps de référence (temps d'attente plus le temps de processus)

Table 4.2 � Notations des di�érentes actions d'une étape

Certaines actions au cours de la vie de l'étape sont observables (StepOut, JobIn, JobPrep).
Cependant, nous choisissons pour notre modélisation de ne conserver que les observations des
StepOut, informations les plus sûres par rapport aux exigences de l'usine. Les occurrences datées
de ces événements sont connues de l'historique et de la plani�cation. Comme indiqué au début de
cette sous-section, le StepOut d'une étape est égal au StepIn de l'étape suivante. Ces informations
vont donc servir comme entrées et sorties observables des GET dans la prochaine sous-section.

4.2.3 Modélisation d'une étape par des GET

Avant de modéliser une étape par des GET, un réseau de Petri est utilisé pour représenter tous
ses comportements possibles (le lot est stocké, la préparation est annulée...). On ne représente alors
que les relations structurelles des di�érents fonctionnements de l'étape. Une fois le réseau de Petri
mis en place, il est décomposé en plusieurs GET dans lesquels les informations temporelles (temps
d'attente, temps de process...) de l'étape sont modélisées. Ces GET serviront de modèles lors du
diagnostic de dérives temporelles pour une étape de fabrication.



60 Chapitre 4. Modélisation du problème

La modélisation se fait pour une technologie te d'un produit p et pour une étape s d'une
opération o et d'une brique b. La �gure 4.7 représente la modélisation d'une étape en réseau de Petri.
Elle reprend les informations des sous-sections précédentes, notamment la �gure 4.6. La transition
d'entrée est le StepIn de l'étape (StepOut de l'étape précédente) et sa transition de sortie est son
StepOut. La place notée TransportWOJobPrep correspond au transport des lots entre l'équipement
de l'étape précédente et le prochain équipement. Si les lots ne sont pas attribués à un équipement,
ils partent dans une autre place notée Stocker qui correspond au stockage des lots avant leur
attribution sur les équipements, sinon les lots vont dans une place notée TransportWithJobPrep
qui correspond au transport des lots vers l'équipement attribué. Puis les lots vont soit sur la place
notée Process pour être "processés", la date d'entrée dans la place correspond à la date du début
du processus, soit sont renvoyés dans le transport pour une nouvelle attribution d'équipements via
la transition JobPrepCancel. Si un problème survient dans le processus de fabrication, les lots vont
dans une place notée RouteRework qui correspond à un problème et à un changement de route de
fabrication.

Figure 4.7 � Réseau de Petri d'une étape de processus de fabrication

Ce réseau de Petri modélisant toute la complexité des comportements d'une étape doit mainte-
nant être découpé en plusieurs GET a�n d'identi�er plus simplement chaque stade dans lequel est
le lot (en stockage, dans l'équipement). Chaque GET représente alors un fonctionnement spéci�que
de l'étape. Nous présentons dans un premier temps la structure des GET sans les temporisations
qui seront décrites dans un second temps.

� Le premier GET modélisé est donné �gure 4.8 et représente le fonctionnement de l'étape sans
passer par le Stocker, donc dès que le lot sort de l'équipement précédent, il va directement
sur l'équipement disponible pour exécuter l'étape.

� La deuxième modélisation est donnée �gure 4.9 et représente le fonctionnement de l'étape
lorsque le lot passe par le Stocker. Dès que le lot sort de l'équipement précédent, il va
directement sur le Stocker car l'assignation de l'équipement n'est pas encore attribuée pour
exécuter l'étape.

Figure 4.8 � GET du fonctionnement d'une étape qui assigne directement un équipement à un
lot
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Figure 4.9 � GET du fonctionnement d'une étape qui utilise le Stocker pour le lot

� Le troisième GET donné �gure 4.10 représente le fonctionnement de l'étape sans passer par
le Stocker mais l'exécution du processus s'e�ectue avec un problème, le lot va donc sur une
autre route représentée par la place RouteRework.

� En�n, le fonctionnement de l'étape avec passage sur le Stocker et problème lors de l'exécution
du processus est représenté par le GET de la �gure 4.11.

Figure 4.10 � GET du fonctionnement d'une étape pour laquelle le lot sort de la route

Figure 4.11 � GET du fonctionnement d'une étape pour laquelle le lot passe par le Stocker puis
sort de la route

Les GET des �gures 4.10 et 4.11 représentent des fonctionnements pour lesquels les lots sortent
de la route qu'ils doivent suivre pour être produits. Ces changements de route (RouteRework) ne
sont pas pris en compte dans la plani�cation d'OPERA (et impliquent de nombreuses mesures et
analyses que les opérateurs de l'usine repèrent très vite). Nous ne pouvons donc pas utiliser ces
modèles dans notre problème de diagnostic de dérives temporelles. Nous nous concentrons alors
sur les fonctionnements des GET �gures 4.8 et 4.9.

Pour ces modèles, les informations temporelles du tableau 4.2 (CTWait, CTTH, CTMin)
peuvent être prises en compte. Le problème est qu'à partir des données détaillées dans l'outil
OPERA, source d'information principale pour établir tous nos modèles, il n'est pas possible de
connaître les durées associées à toutes les places des GET. Par exemple, si on connaît le temps
moyen de processus (place Process), on ne connaît pas le temps de transport dans le cas où l'assi-
gnation du lot à un équipement est immédiat (place TransportWithJobPrep). Il faut donc créer de
nouveaux GET à partir des modélisations précédentes et des données plani�ées d'OPERA compa-
rables aux observations réelles issues de l'historique de la production.

Commençons par le fonctionnement sans le passage par le Stocker (GET de la �gure 4.8).
D'après le tableau 4.2, deux con�gurations temporelles peuvent être modélisées par deux nouveaux
GET.

� La durée moyenne minimale de l'étape CTMin est connue. Cette durée est le temps total
entre le début de l'étape StepIn et la �n de l'étape StepOut. Le GET obtenu, voir �gure 4.12,
est le même que celui de la �gure 4.8 auquel on ajoute une place entre la transition StepIn
et la transition StepOut. Cette place a pour temps de séjour la durée CTMin.

� Le temps moyen d'attente CTWait est connu. Ce temps englobe l'attente et le transport
(places TransportWOJobPrep et TransportWithJobPrep), et la durée moyenne de processus
CTTH (place Process). Le GET obtenu pour cette con�guration, voir �gure 4.13, reprend le
GET de la �gure 4.8 auquel on ajoute une place entre la transition StepIn et la transition
JobIn. Cette place a pour temps de séjour la durée CTWait.
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Figure 4.12 � GET du fonctionnement d'une étape sans Stocker dont on connaît la durée moyenne
minimale

Figure 4.13 � GET du fonctionnement d'une étape sans Stocker dont on connaît le temps moyen
d'attente et celui du processus

La même méthode de modélisation est appliquée sur le fonctionnement d'une étape pour laquelle
le lot passe par le Stocker (GET de la �gure 4.9). Les deux GET obtenus sont alors celui de la
�gure 4.14 avec le temps CTMin, et celui de la �gure 4.15 avec les temps CTWait et CTTH.

Figure 4.14 � GET du fonctionnement d'une étape avec Stocker dont on connaît le temps moyen
minimal

Dans ces modèles, les transitions d'entrée et de sortie, StepIn et StepOut, sont observables (elles
appartiennent à Ro) car il s'agit de l'information StepOut enregistrée dans l'historique et connue
de la plani�cation d'OPERA.

4.3 Synthèse du chapitre

Le chapitre présente la méthode que l'on met en place pour le diagnostic dans ces travaux.
Notre objectif est d'établir une méthode à base de modèle utilisant des GET pour le diagnostic de
dérives temporelles. Nous proposons une dé�nition formelle du problème (modèles, observations,
dérives temporelles). La deuxième partie de ce chapitre est consacrée à la description de notre
cas d'étude à savoir l'analyse de dérives au niveau d'une étape de fabrication. Dans un premier
temps, ce cas d'étude est décrit formellement par l'introduction de notations mathématiques sur
sa structure et ses propriétés temporelles. Dans un second temps, nous proposons la modélisation
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Figure 4.15 � GET du fonctionnement d'une étape avec Stocker dont on connaît le temps moyen
d'attente et celui du processus

d'une étape de fabrication d'un produit dans la plani�cation de OPERA en réseau de Petri puis
de traduire cette modélisation en GET pour pouvoir mettre en place notre diagnostic. Grâce à la
modélisation d'une étape de production on peut mettre en place notre méthode de diagnostic de
façon algébrique en utilisant l'algèbre (max,+).

Comme présenté dans l'introduction de cette thèse, les exemples donnés dans la suite de nos
travaux utilisent la bibliothèque MaxPlusDiag implémentée en C++, qui repose sur la biblio-
thèque MinMaxGD [CLHB00] qui permet de réaliser toutes les opérations formelles du dioïde
Max

in Jγ, δK.





Chapitre 5

Outils algébriques

Ce chapitre présente les outils algébriques utilisés pour dé�nir les dioïdes. Les dioïdes per-
mettent de faire une dé�nition de l'algèbre (max,+) utilisée pour faire une modélisation des sys-
tèmes (max,+)-linéaires. De nombreux documents présentent les éléments fondamentaux de la
théorie des dioïdes notamment [BCOQ92], [Max91], [Coh94]. On donnera dans un premier temps,
un rappel des mathématiques fondamentales dé�nies dans le livre [ALF78] et utilisées pour la dé�-
nition des dioïdes. Dans un second temps, la théorie des dioïdes et la théorie de la résiduation sont
présentées. En�n, les dioïdes, et plus particulièrement le dioïdeMax

in Jγ, δK, sont utilisés pour mo-
déliser mathématiquement les systèmes (max,+)-linéaires (dont la représentation graphique a été
présentée dans le chapitre 4 par les GET, Graphes d'Evénements Temporisés) et une comparaison
temporelle entre deux séries formelles deMax

in Jγ, δK est proposée.

5.1 Rappels mathématiques

Cette section fait un rappel mathématique des dé�nitions tirées du livre [ALF78]. Il dé�nit les
notions mathématiques que l'on utilise pour présenter les dioïdes qui permettent de dé�nir l'algèbre
(max,+).

Dé�nition 5.1 (Idempotence). Soit E un ensemble muni d'une loi interne notée ⋄. Cette loi interne
est idempotente si ∀a ∈ E , a ⋄ a = a.

Dé�nition 5.2 (Injection canonique). Soit F un sous-ensemble de l'ensemble E . L'injection cano-
nique de F dans E est l'application notée IF dé�nie pour tout x ∈ F telle que :

IF (x) = x.

Dé�nition 5.3 (Relation d'ordre). Une relation R sur un ensemble E est une relation d'ordre si
elle respecte les trois règles suivantes :

� la relation R doit être ré�exive : xRx avec x ∈ E ,

� la relation R doit être transitive : si xRy et yRz alors xRz avec x, y, z ∈ E ,

� la relation R doit être antisymétrique : si xRy et yRx alors y = x avec x, y ∈ E .

Dé�nition 5.4 (Ensemble ordonné). Un ensemble ordonné est un ensemble muni d'une relation
d'ordre R. Cette relation est dite totale si deux éléments de l'ensemble sont comparables sinon la
relation est partielle. Soit E un ensemble ordonné par une relation d'ordre notée ⪯, on obtient les
notions suivantes dé�nies pour E et F ⊂ E :

� majorant : Ma ∈ E est un majorant de F si ∀f ∈ F , f ⪯Ma,

� minorant : Mi ∈ E est un minorant de F si ∀f ∈ F ,Mi ⪯ f ,

� borne supérieure : le plus petit majorant de F est noté
∨
F (= sup F),

� borne inférieure : le plus grand minorant de A est noté
∧
F (= inf F),
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� plus grand élément : ⊤ ∈ E est l'élément maximal de E si ∀x ∈ E , x ⪯ ⊤.

� plus petit élément : ⊥∈ E est l'élément minimal de E si ∀x ∈ E , ⊥⪯ x.

Dé�nition 5.5 (Isotonie, antitonie, monotonie). Soit Π : E → F une application dé�nie sur des
ensembles ordonnés. On dit :

� Π isotone ≡ ∀s, s′ ∈ E s ⪯ s′ ⇒ Π(s) ⪯ Π(s′),

� Π antitone ≡ ∀s, s′ ∈ E s ⪯ s′ ⇒ Π(s) ⪰ Π(s′),

� Π monotone ≡ Π isotone ou Π antitone.

Dé�nition 5.6 (Application linéaire). Une application f : E → F est une application linéaire si
elle véri�e l'additivité :

∀(x, y) ∈ E2, f(x+ y) = f(x) + f(y),

l'homogénéité :
∀λ ∈ R ∀x ∈ E , f(λ× x) = λ× f(x).

Dé�nition 5.7 (Application surjective). Une application f : E → F est dite surjective, si :

∀y ∈ F ∃x ∈ E , f(x) = y.

Une telle application est une application pour laquelle tout élément de l'ensemble d'arrivée a au
moins un antécédent, c'est-à-dire que l'application est image d'au moins un élément de l'ensemble
de départ comme le montre la �gure 5.1.

Figure 5.1 � Schéma d'une application surjective

Dé�nition 5.8 (Application injective). Une application f : E → F est dite injective, si :

∀x, x′ ∈ E , f(x) = f(x′)⇒ x = x′.

Une application est injective si tout élément de son ensemble d'arrivée a au plus un antécédent,
c'est-à-dire que deux éléments distincts de son ensemble de départ ont deux images distinctes
comme le montre la �gure 5.2.

Figure 5.2 � Schéma d'une application injective

5.2 Théorie des dioïdes

Avec les dé�nitions données dans la section 5.1, cette section présente la théorie des dioïdes qui
permet dé�nir le dioïdeMax

in Jγ, δK qui est utilisé pour décrire les systèmes (max,+)-linéaires. Les
dé�nitions sont tirées des documents [BCOQ92], [Coh94], [Max91], [Cot99] et [Lho03].
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5.2.1 Dioïdes

Dé�nition 5.9 (Monoïde). Un ensemble D est appelé monoïde s'il est muni d'une loi de compo-
sition interne notée ⊕ qui est associative (∀a, b, c ∈ D, (a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c) = a⊕ b⊕ c) avec
un élément neutre noté ε (∀a ∈ D, a⊕ ε = a). Si la loi est commutative (∀a, b ∈ D, a⊕ b = b⊕a)
alors le monoïde est commutatif. Si la loi est idempotente (∀a ∈ D, a ⊕ a = a) alors le monoïde
est idempotent.

Dé�nition 5.10 (Demi-anneau). On appelle demi-anneau un ensemble D muni de deux lois in-
ternes telles que :

� (D,⊕) est un monoïde commutatif dont l'élément neutre est ε.

� (D,⊗) est un monoïde, son élément neutre est noté e.

� La loi multiplicative ⊗ est distributive à droite et à gauche par rapport à la loi additive ⊕
(∀a, b, c ∈ D, a⊗ (b⊕ c) = (a⊗ b)⊕ (a⊗ c) et (b⊕ c)⊗ a = (b⊗ a)⊕ (c⊗ a)).

� L'élément neutre ε de la loi ⊕ est absorbant pour la loi ⊗ (∀a ∈ D, a⊗ ε = ε⊗ a = ε).

Dé�nition 5.11 (Dioïde). Un demi-anneau D est un dioïde lorsque la loi ⊕ est idempotente.

Remarque. Quand il n'y a pas d'ambiguïté dans les opérations, le signe ⊗ peut être omis. Ainsi,
∀a, b ∈ D, a⊗ b = ab.

Exemple 5.1. L'ensemble (R ∪ (−∞)) muni de l'opération max pour la loi ⊕ et de l'addition
classique pour la loi ⊗, correspond au dioïde Rmax pour lequel ε = −∞ et e = 0.

Dé�nition 5.12 (Sous-dioïde). Soit D un dioïde, le sous-ensemble C ⊂ D est un sous-dioïde si :

� les éléments neutres de D appartiennent à C : ε ∈ C et e ∈ C,

� C est fermé pour les lois ⊕ et ⊗ : ∀ a, b ∈ C, a⊕ b ∈ C et a⊗ b ∈ C.

Exemple 5.2. L'ensemble Zmax = (Z ∪ (−∞)) avec l'opération max pour ⊕, et l'addition pour
⊗ est un sous-dioïde de Rmax car les éléments neutres de Rmax sont les mêmes que ceux de Zmax.
De plus, pour a, b ∈ Zmax, a⊕ b ∈ Zmax et a⊗ b ∈ Zmax donc Zmax est fermé pour ⊕ et ⊗.

Dé�nition 5.13 (Relation d'ordre dans un dioïde). Dans un dioïde D, la loi ⊕ introduit naturel-
lement une relation d'ordre notée ⪯ et telle que :

∀a, b ∈ D, a ⪯ b ⇔ a⊕ b = b.

Démonstration.

� L'opération ⊕ est idempotente : a⊕ a = a donc a ⪯ a, la relation est ré�exive.

� a ⪯ b et b ⪯ c si et seulement si a⊕ b = b et b⊕ c = c. De plus, comme ⊕ est une opération
associative c = (a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c) = a⊕ c d'où a ⪯ c donc la relation est transitive.

� L'opération ⊕ est commutative donc a⊕ b = b⊕ a = a = b. Donc a ⪯ b et b ⪯ a impliquent
a = b, la relation est antisymétrique.

La relation ⪯ est donc une relation d'ordre.

Cette relation d'ordre est associée aux opérateurs ⊕ et ⊗ comme suit :

∀ a, b, c ∈ D, a ⪯ b ⇒

 a⊕ c ⪯ b⊕ c,
a⊗ c ⪯ b⊗ c,
c⊗ a ⪯ c⊗ b.

Dé�nition 5.14 (Dioïde complet). Un dioïde est dit complet s'il est fermé pour les sommes in�nies
et si la loi ⊗ est distributive sur les sommes in�nies, c'est-à-dire si pour tout a ∈ D et pour tout
sous-ensemble C ⊂ D,

a⊗
⊕
x∈C

x =
⊕
x∈C

a⊗ x,⊕
x∈C

x⊗ a =
⊕
x∈C

x⊗ a.
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Un dioïde D complet, admet un plus grand élément noté ⊤ et véri�ant ∀a ∈ D et a ̸= ε,
⊤⊕ a = ⊤ donc par extension :

⊤ =
∨
x∈D

x =
⊕
x∈D

x.

Un dioïde complet admet également une borne inférieure représentée par la loi ∧ associative,
commutative, idempotente et isotone qui véri�e :

∀a, b ∈ D, a ∧ b = a⇔ a ⪯ b ⇔ a⊕ b = b.

Exemple 5.3. En reprenant l'exemple 5.1 du dioïde Rmax, il n'est pas complet car +∞ n'appar-
tient pas à l'ensemble Rmax. Dans l'ensemble Rmax la somme in�nie n'est pas dé�nie sur +∞. En
ajoutant ⊤ = +∞ au dioïde Rmax, on obtient le dioïde complet Rmax. La borne inférieure ∧ de
Rmax correspond alors à l'opérateur min (a ∧ b = min(a, b)).

Dé�nition 5.15 (Dioïde distributif). Soit D un dioïde complet. Il est distributif si ∀b ∈ D et pour
tout sous-ensemble C ⊂ D :

(
⊕
x∈C

x) ∧ b =
⊕
x∈C

(x ∧ b),

(
∧
x∈C

x)⊕ b =
∧
x∈C

(x⊕ b).

Dé�nition 5.16 (Dioïde matriciel). Soit D un dioïde complet, l'ensemble des matrices carrées de
dimension n à coe�cients dans D est notée Dn×n. La somme et le produit de matrices sont dé�nis
pour A,B ∈ Dn×n et ∀ i, j ∈ {1 · · ·n} :

A⊕B : (A⊕B)ij = Aij ⊕Bij ,

A⊗B : (A⊗B)ij =
n⊕

k=1

(Aik ⊗Bkj).

L'élément neutre pour l'opération ⊕ est noté ε et correspond à une matrice composée entièrement
de ε. L'élément neutre pour l'opération ⊗ est noté e et correspond à une matrice composée de e
sur la diagonale et de ε sur le reste.

La somme et le produit de matrices compatibles mais pas nécessairement carrées sont possibles
en dé�nissant les opérations comme suit pour A,B,C ∈ Dn×p et D ∈ Dp×q :

∀i = [1, n], ∀j = [1, p], A⊕B : (A⊕B)ij = Aij ⊕Bij ,

∀i = [1, n], ∀j = [1, q], C ⊗D : (C ⊗D)ij =
n⊕

k=1

(Cik ⊗Dkj).

Résolution d'équation implicite et opérateur étoile de Kleene

Un résultat important de la théorie des dioïdes pour la résolution d'équation implicite du type
f(x) = x est le théorème de l'étoile de Kleene. Dans un premier temps, cet opérateur et ses
propriétés sont dé�nis.

Dé�nition 5.17 (L'opérateur étoile de Kleene). L'opérateur étoile de Kleene est noté ∗ et est
dé�ni comme suit sur un dioïde complet D avec a ∈ D :

a∗ =
⊕
i⩾0

ai avec ai+1 = a⊗ ai et a0 = e.

L'opérateur "plus" construit à partir de l'étoile de Kleene est noté + et est dé�ni comme suit sur
un dioïde complet D avec a ∈ D :

a+ =
⊕
i⩾1

ai.

Ainsi, a+ = aa∗ = a∗a.

Remarque. Les opérateurs "plus" et étoile de Kleene sont des applications isotones (voir dé�nition
5.5). C'est-à-dire ∀a, b ∈ D :

a ⪯ b ⇒ a∗ ⪯ b∗, (5.1)

a ⪯ b ⇒ a+ ⪯ b+. (5.2)
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L'étoile de Kleene et l'opérateur "plus" ont de nombreuses propriétés prouvées dans les docu-
ments suivants [BCOQ92], [Lho03] ∀a, b ∈ D :

a ⪯ a∗, (5.3)

(a∗)∗ = a∗, (5.4)

a(ba)∗ = (ab)∗a, (5.5)

a∗a∗ = a∗, (5.6)

(ab∗)∗ = e⊕ a(a⊕ b)∗, (5.7)

a+ = (a+)+, (5.8)

a∗ = e⊕ a+, (5.9)

(a∗)+ = (a+)∗ = a∗, (5.10)

a+ ⪯ a∗, (5.11)

(a+)+ = a+, (5.12)

Lorsque D est commutatif :
(a⊕ b)∗ = a∗b∗. (5.13)

En outre, en lien avec la relation d'ordre du dioïde, il existe ces propriétés particulières ∀a, x ∈ D :

x∗ ⪯ a∗ ⇔ x ⪯ a∗, (5.14)

x+ ⪯ a+ ⇔ x ⪯ a+. (5.15)

Seul le détail de la démonstration des solutions de l'inéquation (5.14) est donné ci-dessous (la
démonstration de (5.15) en découle directement).

Démonstration. (⇒)

x∗ ⪯ a∗,
⇒ x ⪯ x∗ ⪯ a∗ car x ⪯ x∗ (inéquation (5.3)).

(⇐)
x ⪯ a∗,

⇒ x∗ ⪯ (a∗)∗ car l'étoile de Kleene est isotone (équation (5.1)),
⇒ x∗ ⪯ a∗ car (a∗)∗ = a∗ (équation (5.4)).

Le calcul de l'étoile de Kleene a été étendu dans le cas matriciel par le théorème suivant.

Théorème 5.1 ([Cot99]). Soit A ∈ Dn×n une matrice partitionnée en quatre blocs :

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
.

La matrice A∗ s'écrit alors :

A∗ =

(
a∗11 ⊕ a∗11a12(a21a

∗
11a12 ⊕ a22)

∗a21a
∗
11 a∗11a12(a21a

∗
11a12 ⊕ a22)

∗

(a21a
∗
11a12 ⊕ a22)

∗a21a
∗
11 (a21a

∗
11a12 ⊕ a22)

∗

)
.

À présent, l'opérateur étoile de Kleene est utilisé pour résoudre l'équation implicite ax⊕ b = x
dans le théorème ci-dessous.

Théorème 5.2 (Théorème de l'étoile [BCOQ92]). Soit un dioïde complet D, l'équation implicite
ax⊕ b = x a comme plus petite solution x = a∗b.

Démonstration. On prouve que a∗b est solution de ax⊕ b = x en prenant x = a∗b :

a⊗ (a∗b)⊕ b = aa∗b⊕ b
= a+b⊕ b
= (a+ ⊕ e)⊗ b
= a∗b car a∗ = a+ ⊕ e (équation (5.9)).
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Donc a∗b est solution de ax⊕b = x. Maintenant il faut prouver que a∗b est le minorant de l'équation
ax⊕ b = x :

x = ax⊕ b
= a(ax⊕ b)⊕ b
= a2x⊕ ab⊕ b
= a2(ax⊕ b)⊕ ab⊕ b
= a3x⊕ a2b⊕ ab⊕ b
= anx⊕ (an−1b⊕ · · · ⊕ ab⊕ b) ⪰ an−1b⊕ · · · ⊕ ab⊕ b avec n ≥ 1

Toute autre solution que a∗b est donc nécessairement supérieure ou égale à a∗b.

5.2.2 Dioïde de séries formelles et dioïde quotient

Dioïde de séries formelles

Dé�nition 5.18 (Série formelle). Une série formelle en l'indéterminée notée z et à coe�cients
dans un dioïde D est l'application s dé�nie de Z dans D pour laquelle ∀k ∈ Z, s(k) est le coe�cient
de zk. La série s peut également être représentée par l'expression suivante :

s =
⊕
k∈Z

s(k)zk = s(0)⊕ s(1)z ⊕ . . .⊕ s(k)zk ⊕ . . .

Le support d'une série formelle s est dé�ni par :

Supp(s) = {k ∈ Z|s(k) ̸= ε}.

Remarque. Les séries qui ont un support �ni sont appelées polynômes. Les séries singletons sont
appelées monômes.

Dé�nition 5.19 (Dioïde de séries formelles). L'ensemble des séries formelles à une indéterminée
z, à coe�cients dans D et munies des opérations suivantes :

sa ⊕ sb : (sa ⊕ sb)(k) = sa(k)⊕ sb(k), (5.16)

sa ⊗ sb : (sa ⊗ sb)(k) =
⊕

k=ka+kb

sa(ka)⊗ sb(kb), (5.17)

forme le dioïde DJzK. L'ensemble des séries formelles à p indéterminées commutatives, de z1 à zp,
à coe�cients dans D et munies des opérations (5.16) et (5.17), forme le dioïde de séries formelles
noté DJz1 · · · zpK.

Exemple 5.4 (Dioïde BJγ, δK). BJγ, δK est un dioïde complet, commutatif et distributif de séries
formelles à deux indéterminées commutatives γ et δ, à coe�cients booléens {ε, e} et à exposant
dans Z. Chaque élément de BJγ, δK est dé�ni comme suit :

s =
⊕

n,t∈Z
s(n, t)γnδt avec s(n, t) = e ou ε.

Dans ce dioïde :

� la loi additive ⊕ a comme élément neutre ε = ε(γ, δ) =
⊕

k,t∈Z εγ
kδt,

� la loi multiplicative ⊗ a comme élément neutre e = e(γ, δ) = γ0δ0.

Les règles de calcul de la loi additive et multiplicative sont dans la dé�nition 5.19.

La représentation des séries du dioïde BJγ, δK se fait par une représentation graphique dans le
plan Z2 avec pour axe horizontal γ et pour axe vertical δ. Une série de BJγ, δK est décrite par les
coordonnées (n, t) de chaque monôme de la série, où n correspond à l'exposant de γ et t correspond
à l'exposant de δ. Les coe�cients booléens s(n, t) traduisent la présence du point (s(n, t) = e) ou
l'absence de point (s(n, t) = ε).

Exemple 5.5. Soit une série p = γ0δ1⊕γ2δ3⊕γ4δ5⊕γ5δ4 ∈ BJγ, δK, sa représentation graphique
est donnée par la �gure 5.3. Sur la �gure, le point de coordonnées (0,1) correspond au monôme
γ0δ1, celui de coordonnées (2,3) au monôme γ2δ3...
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Figure 5.3 � Représentation graphique de p = γ0δ1 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ4 ∈ BJγ, δK

Dioïde quotient

Dé�nition 5.20 (Homomorphisme). Une application Π : D → C (avec D et C des dioïdes) est
un homomorphisme si :

∀a, c ∈ D,
{

Π(a⊕ c) = Π(a)⊕Π(c) et Π(ε) = ε,
Π(a⊗ c) = Π(a)⊗Π(c) et Π(e) = e.

Remarque. Une application qui respecte Π(a⊕ c) = Π(a)⊕ Π(c) est dite un ⊕-morphisme et une
application qui respecte Π(a⊗ c) = Π(a)⊗Π(c) est dite un ⊗-morphisme.

Dé�nition 5.21 (Relation d'équivalence). Une relation d'équivalence est une relation notée ≡ qui
est ré�exive (x ≡ x), transitive (si x ≡ y et y ≡ z alors x ≡ z) et symétrique (si x ≡ y alors y ≡ x).

Dé�nition 5.22 (Congruence). Dans un dioïde D, une congruence est une relation d'équivalence
≡ compatible avec les opérations ⊕,⊗ soit ∀a, b, c ∈ D

a ≡ b⇒

 a⊕ c ≡ b⊕ c,
a⊗ c ≡ b⊗ c,
c⊗ a ≡ c⊗ b.

Dé�nition 5.23 (Classe d'équivalence). Soit un dioïde D muni d'une congruence ≡, la classe
d'équivalence d'un élément a ∈ D est notée [a]≡ et correspond à l'ensemble des éléments équivalents
à a selon ≡ :

[a]≡ = {x ∈ D|x ≡ a}.

Dé�nition 5.24 (Dioïde quotient). Soit D un dioïde et ≡ une congruence, le quotient de D par
≡ est le dioïde quotient noté D/≡ constitué des lois internes ⊕ et ⊗ dé�nies par :

[a]≡ ⊕ [b]≡ = [a⊕ b]≡,
[a]≡ ⊗ [b]≡ = [a⊗ b]≡.

Nous allons maintenant dé�nir le dioïdeMax
in Jγ, δK qui est au c÷ur de notre étude.Max

in Jγ, δK
est un dioïde quotient de BJγ, δK.

5.2.3 Dé�nition et propriétés de Max
in Jγ, δK

Dé�nition 5.25 (DioïdeMax
in Jγ, δK). Max

in Jγ, δK est le quotient du dioïde BJγ, δK par la congruence
γ∗(δ−1)∗ (l'opérateur ∗ est l'étoile de Kleene dé�nie en 5.17) tel que ∀a, b ∈ BJγ, δK :

a ≡ b⇔ γ∗(δ−1)∗a = γ∗(δ−1)∗b.

Le dioïde Max
in Jγ, δK = BJγ, δK/γ∗(δ−1)∗ est un dioïde complet, commutatif, distributif et ses lois

internes sont les mêmes que celles de BJγ, δK. De plus :

� la loi additive ⊕ a comme élément neutre ε = ε(γ, δ) (élément neutre de BJγ, δK),

� la loi multiplicative ⊗ a comme élément neutre 1 e = γ∗(δ−1)∗ = γ∗ = (δ−1)∗ = γ0 = δ0 =
γ0δ0,

1. Les représentations de e sont équivalentes modulo γ∗(δ−1)∗ mais ne sont pas identiques en tant qu'éléments
de BJγ, δK.
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� le plus grand élément est ⊤ = (γ−1δ)∗.

Un élément du dioïdeMax
in Jγ, δK = BJγ, δK/γ∗(δ−1)∗ est donc une classe d'équivalence notée [a]γ∗(δ−1)∗

qui regroupe tous les éléments de BJγ, δK équivalents entre eux modulo γ∗(δ−1)∗.

Remarque. Les notations suivantes pour le plus petit élément et le plus grand élément deMax
in Jγ, δK

peuvent être utilisées : ε = γ+∞δ−∞ et ⊤ = γ−∞δ+∞. A�n de simpli�er la manipulation de ce
dioïde, la désignation d'un élément deMax

in Jγ, δK se fait fréquemment sans les crochets [.]γ∗(δ−1)∗ .

La manipulation des éléments deMax
in Jγ, δK se fait avec les règles de calcul sur l'addition et la

multiplication du dioïde BJγ, δK à partir desquelles les règles de calcul suivantes sont établies :

γnδt ⊕ γn′
δt = γmin(n,n′)δt,

γnδt ⊕ γnδt
′

= γnδmax(t,t′),

γnδt ⊗ γn′
δt

′
= γn′+nδt

′+t.

(5.18)

De plus, la relation d'ordre ⪯ surMax
in Jγ, δK conduit à l'équivalence suivante :

γnδt ⪯ γn′
δt

′
⇔ n ≥ n′ et t ≤ t′.

Le dioïdeMax
in Jγ, δK étant complet, tout couple a, b ∈Max

in Jγ, δK admet comme plus grand minorant
a ∧ b. Lorsque a = γnδt et b = γn′

δt
′
(ce sont des monômes) on obtient la relation :

γnδt ∧ γn′
δt

′
= γmax(n,n′)δmin(t,t′)

qui permet, puisque le dioïde est distributif, d'établir la borne inférieure de deux éléments quel-
conques deMax

in Jγ, δK.

La représentation graphique d'une série de Max
in Jγ, δK se base sur la représentation graphique

de BJγ, δK. Graphiquement le produit des monômes par γ∗(δ−1)∗ correspond à un cône de sommet
de coordonnées (n, t) (alors qu'un élément de BJγ, δK correspond à un point de coordonnées (n, t)).
L'élément γ∗ permet au monôme γnδt d'être représenté de l'origine n jusqu'à γ+∞ sur l'axe hori-
zontal. L'élément (δ−1)∗ permet au monôme γnδt d'être représenté de l'origine t jusqu'à δ−∞ sur
l'axe vertical.

Exemple 5.6. Soit la série p = γ0δ1⊕γ2δ3⊕γ4δ5⊕γ5δ4 ∈Max
in Jγ, δK représentée par la �gure 5.4.

La congruence γ∗(δ−1)∗ permet au point de coordonnées (0, 1) d'être prolongé sur les axes hori-
zontal et vertical pour représenter le cône de la classe d'équivalence du monôme γ0δ1. Les autres
cônes sont issus des autres monômes de la série. Le cône du monôme γ5δ4 est contenu par le cône
du monôme γ4δ5.
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Figure 5.4 � Représentation graphique de p = γ0δ1 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ4 ∈Max
in Jγ, δK
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Dé�nition 5.26 (Représentant maximal). Tout élément a ∈ Max
in Jγ, δK véri�e l'égalité suivante

a = γ∗(δ−1)∗a où γ∗(δ−1)∗a correspond au représentant maximal de a. Graphiquement, cette
représentation maximale correspond à tous les points du plan situés dans les cônes des monômes
γniδti .

Dé�nition 5.27 (Représentant minimal). Le représentant minimal d'un élément a ∈ Max
in Jγ, δK

correspond graphiquement aux sommets des cônes du représentant maximal de a.

Exemple 5.7. Soit la série p = γ0δ1⊕γ2δ3⊕γ4δ5⊕γ5δ4 ∈Max
in Jγ, δK. Le représentant maximal de

cette série est pmax = (γ0δ1⊕γ2δ3⊕γ4δ5⊕γ5δ4)(γ∗(δ−1)∗) illustré graphiquement sur la �gure 5.5
par les points rouges et bleus. Sur cette même �gure, les points rouges (sommets des cônes) de
coordonnées (0, 1), (2, 3), (4, 5) sont les éléments du représentant minimal pmin = γ0δ1⊕γ2δ3⊕γ4δ5.
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Figure 5.5 � Représentants maximal pmax et minimal pmin de la série p ∈Max
in Jγ, δK

Remarque. Par la suite, la représentation minimale des séries de Max
in Jγ, δK est choisie pour pré-

senter les résultats dans le manuscrit.

Les opérations ⊕, ⊗ et ∧ deMax
in Jγ, δK sont illustrées graphiquement par les règles suivantes :

� la somme γnδt ⊕ γn′
δt

′
correspond à l'union des cônes de sommets (n, t) et (n′, t′) (voir

�gure 5.6a),

� la multiplication γnδt ⊗ γn′
δt

′
= γn+n′

δt+t′ correspond à la somme des coordonnées des
sommets (n, t) et (n′, t′) (voir �gure 5.6b),

� la borne inférieure γnδt ∧ γn′
δt

′
= γmax(n,n′)δmin(t,t′) correspond à l'intersection des coor-

données des cônes de sommets (n, t) et (n′, t′) (voir �gure 5.6c).
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(a) γnδt ⊕ γn′
δt
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n n' n+n'

t

t'

t+t'
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(n+ n′, t+ t′)
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(b) γnδt ⊗ γn′
δt

′

n n'

t

t'

(n, t)

(n′, t′)

max(n, n′),min(t, t′)

γ

δ

(c) γnδt ∧ γn′
δt

′

Figure 5.6 � Représentation graphique des opérations surMax
in Jγ, δK
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Deux autres représentations des séries deMax
in Jγ, δK sont utilisées dans les calculs sur les séries :

la fonction dateur et la fonction compteur.

Dé�nition 5.28 (Fonction dateur). Soit s une série deMax
in Jγ, δK, la fonction dateur de s est la

fonction non-décroissante Ds(n) : Z→ Z telle que :

s =
⊕
n∈Z

γnδDs(n).

Cette fonction est obtenue à partir de la représentation maximale de s et n'en conserve, pour
chaque γn de la série, que le plus grand δt correspondant (t = Ds(n)).

Exemple 5.8. La série p = γ0δ1 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ4δ5 ∈Max
in Jγ, δK a pour fonction dateur Dp(n) = −∞

pour n ≤ −1, Dp(0) = 1, Dp(1) = 1, Dp(2) = 3, Dp(3) = 3 et Dp(n) = 5 pour n ≥ 4. Cette
fonction dateur énumère toutes les informations liées au temps de la série et est illustrée par la
�gure 5.7.
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Figure 5.7 � Fonction dateur Dp(n) de la série p ∈Max
in Jγ, δK

Exemple 5.9. Une série particulière sera utile pour le reste du manuscrit, il s'agit des séries
avec γnδ+∞ comme dernier monôme de la représentation minimale 2. Dans ce cas, la série a =
γ0δ1 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ+∞ ∈ Max

in Jγ, δK a pour fonction dateur Da(n) = −∞ pour n ≤ −1,
Da(0) = 1, Da(1) = 1, Da(2) = 3, Da(3) = 3, Da(4) = 5 et Da(n) = +∞ pour n ≥ 5.

Dé�nition 5.29 (Fonction compteur). Soit s une série deMax
in Jγ, δK, la fonction compteur de s

est la fonction non-décroissante Cs(t) : Z→ Z telle que :

s =
⊕
t∈Z

γCs(t)δt.

Cette fonction est obtenue à partir de la représentation maximale de s et n'en conserve, pour
chaque δt de la série, que le plus petit γn correspondant (n = Cs(t)).

Exemple 5.10. La série p = γ0δ1 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ4δ5 ∈Max
in Jγ, δK a pour fonction compteur Cp(t) = 0

pour t ≤ 1, Cp(2) = 2, Cp(3) = 2, Cp(4) = 4, Cp(5) = 4 et Cp(t) = +∞ pour t ≥ 6. Cette fonction
compteur énumère toutes les informations liées aux événements de la série et est illustrée par la
�gure 5.8.

Exemple 5.11. La série a = γ0δ1 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ+∞ ∈Max
in Jγ, δK a pour fonction compteur

Cp(t) = 0 pour t ≤ 1, Ca(2) = 2, Ca(3) = 2, Ca(4) = 4, Ca(5) = 4 et Ca(t) = 5 pour t ≥ 6.

Par la suite, pour représenter graphiquement les séries deMax
in Jγ, δK, l'association des fonctions

dateur et compteur de la série est utilisée comme le montre la �gure 5.9 pour la série p = γ0δ1 ⊕
γ2δ3 ⊕ γ4δ5.

Par ailleurs, nous aurons besoin régulièrement de représenter les séries deMax
in Jγ, δK selon une

forme canonique qui énumère les monômes de la représentation minimale par ordre croissant des
exposants de γ et de δ.

2. Dans un contexte de modélisation de systèmes à événements discrets, ces monômes représentent l'information
que les événements à partir de n n'ont jamais lieu. Ces séries sont typiquement utilisées pour représenter des entrées
et/ou des sorties �nies de produits.
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Figure 5.8 � Fonction compteur Cp(t) de la série p ∈Max
in Jγ, δK
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Figure 5.9 � Représentation de p ∈Max
in Jγ, δK

Dé�nition 5.30 (Représentation canonique). La représentation canonique de s ∈Max
in Jγ, δK est :

s =

K⊕
k=0

γnkδtk avec K ∈ N ∪ {+∞} et

{
n0 < n1 < . . .

t0 < t1 < . . .
.

Exemple 5.12. Soit la série p = γ3δ5⊕ γ6δ8⊕ γ1δ2 ∈Max
in Jγ, δK, sa représentation canonique est

p = γ1δ2 ⊕ γ3δ5 ⊕ γ6δ8 ∈Max
in Jγ, δK avec n0 = 1, t0 = 2, n1 = 3, t1 = 5 et n2 = 6, t2 = 8.

En�n, la dé�nition suivante caractérise la causalité des séries deMax
in Jγ, δK.

Dé�nition 5.31 (Causalité). Une série p ∈ Max
in Jγ, δK est dite causale si p = ε (la série nulle) ou

si chacun de ses monômes est à exposants dans N. Une matrice de Max
in Jγ, δK est dite causale si

toutes ses composantes sont causales.

Exemple 5.13. La série p = γ0δ−2 ∈ Max
in Jγ, δK n'est pas causale car l'exposant de δ de p n'est

pas dans N tandis que la série p = γ0δ1 ∈Max
in Jγ, δK est causale (l'exposant de δ de p est dans N).

5.3 Théorie de la résiduation appliquée aux dioïdes

La plupart des applications dé�nies sur les dioïdes ne sont pas inversibles. La théorie de la
résiduation permet de considérer des "pseudo-inverses" d'applications isotones a�n d'obtenir des
solutions optimales pour des équations du type Π(x) = b. En particulier, nous nous intéressons
aux plus grandes solutions des inéquations Π(x) ⪯ b.

5.3.1 Théorie de la résiduation

La notion de continuité caractérise les applications où l'ordre dans l'image est e�ective et
préservée.
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Dé�nition 5.32 (Continuité). Soit une application Π : D → C où D et C sont deux dioïdes
complets, l'application Π est dite semi-continue inférieurement si pour tout sous-ensemble B ⊂ D,

Π(
⊕
x∈B

x) =
⊕
x∈B

(Π(x)).

L'application Π est dite semi-continue supérieurement si pour tout sous-ensemble B ⊂ D,

Π(
∧
x∈B

x) =
∧
x∈B

(Π(x)).

Dé�nition 5.33 (Application résiduable). Une application isotone Π : D → C dé�nie sur des
dioïdes complets est dite résiduable pour tout b ∈ C, si l'inéquation Π(x) ⪯ b admet une plus
grande solution dans D. La plus grande solution de Π(x) ⪯ b est notée Π♯ et est appelée la résiduée
de l'application Π :

Π♯(b) =
⊕
{x ∈ D |Π(x) ⪯ b}.

La caractérisation de ces applications résiduables est donnée par le théorème suivant.

Théorème 5.3 ([BCOQ92]). Soit une application isotone Π : D → C dé�nie sur des dioïdes
complets, les équivalences suivantes sont obtenues :

� Π est résiduable,

� Π est semi-continue inférieurement et Π(ε) = ε,

� il existe une application isotone et semi-continue supérieurement Π♯ : C → D telle que :

Π ◦Π♯ ⪯ IdC où IdC correspond à l'application identité dans C,
Π♯ ◦Π ⪰ IdD où IdD correspond à l'application identité dans D.

On en déduit que Π♯ est unique.

Théorème 5.4 ([Cot99]). Soit deux applications résiduables dé�nies sur des dioïdes complets :
Π : D 7→ C et f : C 7→ G :

� Π ◦Π♯ ◦Π = Π et Π♯ ◦Π ◦Π♯ = Π♯,

� (f ◦Π)♯ = Π♯ ◦ f ♯,

� Π est injective ⇔ Π♯ ◦Π = IdD ⇔ Π est surjective,

� Π♯ est surjective ⇔ Π ◦Π♯ = IdC ⇔ Π♯ est injective.

L'application de l'injection canonique sur les dioïdes est dé�nie ci-dessous.

Dé�nition 5.34 (Injection canonique dioïde). Soit C un sous-dioïde du dioïde D, avec C et D
complets, l'injection canonique de C dans D est l'application notée IC et dé�nie comme suit pour
tout x ∈ C :

IC(x) = x.

Théorème 5.5 (Lemme de projection [Gau92]). Soit C ⊂ D, avec C et D des dioïdes complets,
l'injection canonique IC : C → D est résiduable. Sa résiduée I♯C est notée PrC et véri�e :

� PrC ◦ PrC = PrC,

� PrC ⪯ IdD,

� a ∈ C ⇔ PrC(a) = a,

Dans la suite du manuscrit, la projection causale d'une série de Max
in Jγ, δK est utilisée (voir

dé�nition 5.31 de la causalité), elle est dé�nie ci-dessous.
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Dé�nition 5.35 (Projection causale d'une série de Max
in Jγ, δK). Soit Max

in Jγ, δK+ le sous-dioïde
des séries causales deMax

in Jγ, δK. L'injection canonique I+ dé�nie deMax
in Jγ, δK+ dansMax

in Jγ, δK
est résiduable et sa résiduée est notée Pr+ : Max

in Jγ, δK 7→ Max
in Jγ, δK+. Formellement, la série

Pr+(s) est la plus grande série causale plus petite ou égale à s :

Pr+(s) = Pr+(
⊕
i∈N

f(ni, ti)γ
niδti) =

⊕
i∈N

g(ni, ti)γ
niδti ,

pour laquelle :

g(ni, ti) =

{
f(ni, ti) si (ni, ti) ≥ (0, 0),
ε sinon.

Remarque. Graphiquement, la projection causale consiste à ne conserver que les monômes situés
dans la partie positive du plan Z2. Si une série x est causale, alors elle est invariante par Pr+, soit
Pr+(x) = x.

5.3.2 Résolution d'application par la théorie de la résiduation

Soient La le produit à gauche et Ra le produit à droite dé�nis sur le dioïde complet D tels que :

La : x 7→ a⊗ x,
Ra : x 7→ x⊗ a.

Comme les applications sont dé�nies sur un dioïde complet, le produit est distributif à gauche
comme à droite sur les sommes in�nies (voir dé�nition 5.14), donc les applications sont semi-
continues inférieurement. De plus, ε est absorbant pour le produit, ainsi La(ε) = a ⊗ ε = ε et
Ra(ε) = ε⊗ a = ε. Donc les applications La et Ra sont résiduables (d'après le théorème 5.3) et les
applications résiduées sont notées :

L♯
a(x) = a ◦\x,

R♯
a(x) = x◦/a.

L♯
a(x) est la plus grande solution de l'inéquation ax ⪯ b et R♯

a(x) est la plus grande solution de
l'inéquation xa ⪯ b :

a ◦\x =
⊕
{x|ax ⪯ b},

x◦/a =
⊕
{x|xa ⪯ b}.

On peut alors directement écrire :

ax ⪯ b ⇔ x ⪯ a ◦\b,
xa ⪯ b ⇔ x ⪯ b◦/a.

Remarque. Si le dioïde D complet est commutatif, alors La = Ra ainsi que L♯
a = R♯

a.

De nombreuses propriétés peuvent être associées aux applications résiduées L♯
a, R

♯
a.

Théorème 5.6 ([BCOQ92] et [Cot99]). Les applications L♯
a(x) et R

♯
a(x) véri�ent les propriétés

suivantes ∀a, b, x, y ∈ D, avec D complet :

a ◦\(x ∧ y) = a ◦\x ∧ a ◦\y, (x ∧ y)◦/a = x◦/a ∧ y◦/a, (5.19)

(a⊕ b) ◦\x = a ◦\x ∧ b ◦\x, x◦/(a⊕ b) = x◦/a ∧ x◦/b, (5.20)

(ab) ◦\x = b ◦\(a ◦\x), x◦/(ab) = (x◦/a)◦/b. (5.21)

S'il existe b−1 ∈ D tel que bb−1 = b−1b = e alors

b ◦\a = b−1a, a◦/b = ab−1. (5.22)

Les applications La et Ra peuvent être dé�nies pour le produit de matrices telles que :

LA : Dp×m → Dn×m

X 7→ A⊗X, avec A ∈ Dn×p,
RA : Dq×p → Dq×n

X 7→ X ⊗A, avec A ∈ Dp×n.



78 Chapitre 5. Outils algébriques

Les applications résiduées de LA et RA sont alors :

L♯
A(B) = A ◦\B : (A ◦\B)ij =

n∧
k=1

Aki ◦\Bkj avec A ∈ Dn×p et B ∈ Dn×m,

R♯
A(B) = B◦/A : (B◦/A)ij =

n∧
k=1

Bik◦/Ajk avec A ∈ Dp×n et B ∈ Dq×n.

Théorème 5.7 ([Max91]). Soient B,X ∈ Dn×n avec D complet, les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

� X = B∗,

� X = B◦/B.

Ce résultat peut être lu comme "B◦/B est une étoile" (B◦/B = (B◦/B)∗).

5.4 Modélisation des systèmes (max,+) linéaires

Les systèmes (max,+)-linéaires permettent de modéliser les informations événementielles et
temporelles des SED temporisés. Grâce à la théorie des dioïdes, ces systèmes peuvent être modé-
lisés mathématiquement dans l'algèbre (max,+) et plus particulièrement dans le dioïdeMax

in Jγ, δK
([BCOQ92], [Max91] et [CMQV89]). Graphiquement, ils sont représentés par des GET (Graphes
d'Evénements Temporisés, voir dé�nition 4.1 de la section 4.1 du chapitre 4).

Un système (max,+)-linéaire est un système pouvant être représenté dans le dioïdeMax
in Jγ, δK

par la représentation d'état linéaire suivante :{
x = Ax⊕Bu,

y = Cx,
(5.23)

où x est le vecteur d'état du système de dimension n, u le vecteur d'entrée de dimension p et y
le vecteur de sortie de dimension q. La matrice A ∈Max

in Jγ, δKn×n représente les connexions entre
les états internes, la matrice B ∈ Max

in Jγ, δKn×p les connexions entre les états et les entrées et la
matrice C ∈Max

in Jγ, δKq×n celles entre les états et les sorties.
Ces équations modélisent la structure du GET :

� Chaque entrée des matrices est un monôme γnδt qui correspond à une connexion entre deux
transitions, c'est-à-dire la présence d'une place.

� Les transitions sont les vecteurs x, u, y et le tir d'une transition est représenté par un monôme
γnδt indiquant que l'occurrence numéro n du tir la transition a lieu au plus tôt à la date
t. L'historique de ces occurrences d'événements est appelé trajectoire et est contenu dans la
série associée à cette transition.

Les deux indéterminées du dioïde Max
in Jγ, δK représentent donc les deux dimensions du GET :

γ pour le domaine événementiel (nombre de jetons présents dans le GET, numéros de tirs des
transitions) et δ pour le domaine temporel (temps de séjour des jetons associés aux places, dates
de tir des transitions).

L'équation x = Ax⊕B peut se transformer en x = A∗Bu grâce au théorème 5.2 ce qui permet
d'obtenir cette relation entrée/sortie :

y = CA∗Bu.

La matrice H = CA∗B ∈ Max
in Jγ, δKq×p représente alors la fonction de transfert du GET, soit

l'in�uence de ses entrées sur ses sorties. Il s'agit de la dynamique du système.

Exemple 5.14. Reprenons le GET de l'exemple 4.4 présenté dans la section 4.1 du chapitre 4.
Ce GET est donné à nouveau dans la �gure 5.10.
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u1 1

p1

x1 3

p4

x2

2
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y2
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u2 1
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x3 4

p5
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1

p8
x5 4

p10

x6 0

p11

y1

0

p3

0

p6
0

p9

Eq2

Eq1

Eq3

Figure 5.10 � Un GET avec 2 entrées u1, u2 et 3 sorties y, y2, y3

La représentation d'état de ce GET est :

x =



. γ1δ0 . . . .

γ0δ3 . . . . .

. . . γ1δ0 . .

. . γ0δ4 . . .

. γ0δ2 . γ0δ1 . γ1δ0

. . . . γ0δ4 .


x⊕



γ0δ1 .

. .

. γ0δ1

. .

. .

. .


u,

y =

. . . . . γ0δ0

. γ0δ0 . . . .

. . . γ0δ0 . .

x.

(5.24)

Dans la matrice A, A(1, 2) = γ1δ0 signi�e qu'une place, la place p3, est située entre la transition x2

et x1. La temporisation de cette place est de 0 donc l'exposant de δ est 0 (δ0) et la place contient
un jeton donc l'exposant de γ est de 1 (γ1). Dans la matrice C, C(1, 6) = γ0δ0 signi�e que le neme

tir de y dépend du neme tir de x6. Vu que la durée associée à la place située entre y et x6 (place
p11) est égale à 0, les dates d'occurrence de ces deux transitions sont exactement les mêmes.

La fonction de transfert H du système est :

H =

γ0δ10(γ1δ4)∗ γ0δ10(γ1δ4)∗

γ0δ4(γ1δ3)∗ .
. γ0δ5(γ1δ4)∗


Si les �ux d'événements associés aux transitions d'entrée u1 et u2 sont identiques et donnés par
ces séries :

u1 = u2 = γ0δ1 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ6δ7 ⊕ γ7δ+∞,

les �ux d'événements associés aux transitions de sortie y1, y2 et y3 sont alors calculés grâce à ces
entrées u et la fonction de transfert H :

y1 = γ0δ11 ⊕ γ1δ15 ⊕ γ2δ19 ⊕ γ3δ23 ⊕ γ4δ27 ⊕ γ5δ31 ⊕ γ6δ35 ⊕ γ7δ+∞,
y2 = γ0δ5 ⊕ γ1δ8 ⊕ γ2δ11 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ17 ⊕ γ5δ20 ⊕ γ6δ23 ⊕ γ7δ+∞,
y3 = γ0δ6 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ18 ⊕ γ4δ22 ⊕ γ5δ26 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ+∞.

Dans ces séries, le monôme γ0δ1 de la transition u1 signi�e que son premier tir numéroté 0 a lieu
à t = 1. De plus, dans cet exemple, il n'y a que 7 occurrences d'événements pour ces transitions 3.
L'absence d'un huitième événement est indiquée par l'exposant +∞ de l'indéterminée δ dans les
monômes γ7δ+∞ de ces séries.

3. C'est également vrai pour les transitions internes dont nous ne donnons pas le détail.
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Remarque. A t = 0, les jetons présents dans le GET sont considérés présents depuis "l'origine des
temps", c'est-à-dire depuis la date −∞. Donc les temps associés à ces places se sont déjà écoulés
à t = 0.

5.5 Mesure des décalages temporels entre les sériesMax
in Jγ, δK

Des comparaisons entre des séries de Max
in Jγ, δK peuvent être faites grâce à la théorie de la

résiduation dé�nie dans la section 5.3. Ces comparaisons mesurent les décalages temporels entre
deux séries.

Dé�nition 5.36 (Fonction de décalage temporel). Soient a, b ∈ Max
in Jγ, δK et leurs fonctions

dateurs respectives Da(n) et Db(n), la fonction de décalage temporel représentant tous les écarts
de temps entre a et b pour chaque n ∈ Z est dé�nie par :

Ta,b(n) = Db(n)−Da(n).

Cette fonction compare les di�érences temporelles entre le neme événement de la série a et le
neme événement de la série b. Si Ta,b(n) ≥ 0 alors le neme événement de b est en retard par rapport
à celui de a. Si Ta,b(n) ≤ 0 alors le neme événement de b est en avance par rapport à celui de a.
Quand Db(n) = Da(n), il n'y a pas de décalage temporel pour ce n. En�n, lorsque Ta,b(n) est égal
à une valeur in�nie on obtient ces résultats :

(−∞)−D(n) = −∞ (+∞)−D(n) = +∞,
D(n)− (−∞) = +∞ D(n)− (+∞) = −∞,
(−∞)− (−∞) = +∞ (+∞)− (+∞) = +∞.

Exemple 5.15. Soient deux séries a, b ∈ Max
in Jγ, δK telles que a = γ0δ1 ⊕ γ1δ+∞ avec comme

éléments de sa fonction dateur Da(0) = 1 et Da(1) = +∞ et b = γ0δ2 ⊕ γ2δ+∞ avec Db(0) = 2,
Db(1) = 2 et Db(2) = +∞. Rappelons que ces séries représentent des trajectoires �nies, c'est-à-dire
que l'événement numéroté 1 de la série a ne se produit jamais, tout comme l'événement numéroté
2 de la série b. Pour n = 1 on a :

Ta,b(1) = Db(1)−Da(1) = 2− (+∞) = −∞.

Ce résultat représente le fait que la série a s'arrête avant la série b (b a une occurrence de plus que
a).

Exemple 5.16. Soient deux séries a, b ∈ Max
in Jγ, δK telles que a = γ0δ3 ⊕ γ1δ+∞ avec Da(0) = 3

et Da(1) = +∞ et b = γ1δ4 ⊕ γ2δ+∞ avec Db(0) = −∞, Db(1) = 4 et Db(2) = +∞. Pour n = 0
on a :

Ta,b(0) = Db(0)−Da(0) = −∞− 3 = −∞.

Ce résultat représente pour ces séries le fait que la série b est décalée vers la droite sur l'axe
horizontal d'un événement par rapport à a.

Théorème 5.8 ([Max91]). Soient a, b ∈ Max
in Jγ, δK, la fonction de décalage temporel peut être

bornée comme suit :
∀n ∈ Z, Db◦/a(0) ≤ Ta,b(n) ≤ −Da◦/b(0).

Ce théorème permet de déterminer les bornes minimales et maximales de la fonction de décalage
temporel. L'extraction des bornes se fait sur les séries a◦/b et b◦/a. La borne Db◦/a(0) est obtenue avec

la série b◦/a où Db◦/a(0) est contenue dans le monôme γ0δ
D

b◦/a
(0) ∈ b◦/a. Graphiquement, celle-ci est

déterminée par l'intersection de b◦/a avec l'axe du domaine temporel δ et l'observation de l'exposant

de δ du monôme γ0δ
D

b◦/a
(0)
. La borne Da◦/b(0) est obtenue avec la série a◦/b où Da◦/b(0) est contenue

dans le monôme γ0δ
D

a◦/b
(0) ∈ a◦/b. Graphiquement, celle-ci est déterminée par l'intersection de a◦/b

avec l'axe du domaine temporel δ et l'observation de l'exposant de δ du monôme γ0δ
D

a◦/b
(0)
.

Exemple 5.17. Soient deux séries a = γ0δ0⊕γ1δ2⊕γ2δ3⊕γ4δ+∞ et b = γ0δ1⊕γ1δ3⊕γ2δ4⊕γ4δ+∞.
Les calculs de b◦/a et a◦/b donnent les résultats suivants :

b◦/a = γ0δ1 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ4 ⊕ γ4δ+∞,
a◦/b = γ0δ−1 ⊕ γ1δ0 ⊕ γ2δ1 ⊕ γ4δ+∞,
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et donc :
Db◦/a(0) = 1 −Da◦/b(0) = 1.

De la série b◦/a, on retire l'information Db◦/a(0) = 1 sur le monôme γ0δ1. De la série a◦/b on
retire l'information −Da◦/b(0) = 1 sur le monôme γ0δ−1. Les �gures 5.11a et 5.11b représentent
respectivement les séries a (en bleu) et b (en rouge) ainsi que les résiduations b◦/a (en bleu) et a◦/b
(en rouge).

1 2 3

1

2

3

4

5

Db◦/a = 1

Db◦/a = −1

γ

δ a
b

(a) Représentation des séries a et b

1 2 3

−1

1

2

3

4

5

Db◦/a = 1

Da◦/b = −1
γ

δ b◦/a

a◦/b

(b) Représentation des séries b◦/a et a◦/b

Figure 5.11 � Représentation graphique des bornes du décalage temporel entre les séries a et b

Les bornes minimales et maximales entre deux séries du théorème 5.8 permettent de caractériser
un intervalle de décalages temporels.

Dé�nition 5.37 (Intervalle de décalages temporels). Soient a, b ∈ Max
in Jγ, δK, les décalages tem-

porels entre a et b sont inclus dans l'intervalle :

∆(a, b) = [Db◦/a(0);−Da◦/b(0)], (5.25)

avec γ0δ
D

b◦/a
(0) ∈ b◦/a et γ0δ

D
a◦/b

(0) ∈ a◦/b. Dans cet intervalle, la série de référence, c'est-à-dire la
série à partir de laquelle le décalage temporel est mesuré, est la série a.

Propriété 5.1. Lorsque Db◦/a(0) et −Da◦/b(0) de la dé�nition 5.37 sont des valeurs �nies, on a les
propriétés graphiques suivantes :

� Si les bornes sont positives

Db◦/a(0) ≥ 0 et −Da◦/b(0) ≥ 0,

la série b est graphiquement au-dessus de la série a. Ainsi a ⪯ b.

� Si les bornes sont négatives

Db◦/a(0) ≤ 0 et −Da◦/b(0) ≤ 0,

la série b est graphiquement en-dessous de la série a. Ainsi a ⪰ b.

� Si l'une des bornes est négative et l'autre positive

Db◦/a(0) ≤ 0 et −Da◦/b(0) ≥ 0,

la série b se croise avec la série a. Ainsi les deux séries ne sont pas comparables.

Si l'une des bornes est in�nie alors les propriétés changent.

Propriété 5.2. Quand l'une des bornes de la dé�nition 5.37 a une valeur in�nie (Db◦/a(0) = −∞
ou −Da◦/b(0) = +∞ ) cela implique que l'un des exposants de γ d'une des séries n'existe pas dans
l'autre. Un décalage d'événements s'est produit sur les occurrences d'événements entre a et b. On
a alors :

� Si Db◦/a(0) ≥ 0 et −Da◦/b(0) = +∞, alors a ⪯ b.
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� Si Db◦/a(0) = −∞ et Da◦/b(0) ≤ 0, alors a ⪰ b.

� Si Db◦/a(0) = −∞ et Da◦/b(0) ≥ 0, ou si Db◦/a(0) ≤ 0 et −Da◦/b(0) = +∞ alors a et b ne sont
pas comparables.

� Si Db◦/a(0) = −∞ et − Da◦/b(0) = +∞ alors les événements de l'une des deux séries com-
mencent juste après le dernier événement de l'autre série.

Exemple 5.18. À partir de l'exemple 5.17, puisque ∆(a, b) = [Db◦/a(0);−Da◦/b(0)] = [1; 1], les
bornes sont positives donc la série b est graphiquement au-dessus de la série a, ce qui donne bien
a ⪯ b.

5.6 Synthèse du chapitre

Ce chapitre présente un rappel mathématique utilisé notamment pour les dé�nitions formelles
des dioïdes et en particulier celle du dioïde Max

in Jγ, δK. Ce dioïde permet de modéliser les infor-
mations événementielles et temporelles des GET (Graphes d'Evénements Temporisés) dans une
représentation d'état. De la dé�nition des séries deMax

in Jγ, δK, une comparaison temporelle entre
deux séries est établie grâce à la théorie de la résiduation.

Cette comparaison va permettre de déterminer les décalages temporels entre deux séries utilisées
dans la suite du manuscrit pour faire de la détection et de la localisation des dérives temporelles
dans un système via des observateurs ou de la détection de dérives temporelles dans des systèmes
à temps intervalles.



Chapitre 6

Détection et localisation de dérives
temporelles par des observateurs

Ce chapitre présente une méthode de détection et une analyse de la localisation de dérives
temporelles (voir section 4.1 du chapitre 4) dans des systèmes (max+)-linéaires représentés par
des Graphes d'Evénements Temporisés (GET). Ce diagnostic est réalisé à l'aide d'observateurs
(max,+) ([HMCSM10], [HMCL10], [Har04]) qui permettent d'estimer les états d'un système, c'est-
à-dire les trajectoires des tirs des transitions internes d'un GET représentées par des séries de
Max

in Jγ, δK, soumis à des perturbations qui ralentissent le système, nouvelles entrées du GET. Les
états estimés proposés dans ce manuscrit sont épurés des éléments ne prenant potentiellement pas
en compte l'e�et de la dérive, caractérisée par les entrées de perturbations. Ces états estimés sont
appelés SAP pour sensibles-aux-perturbations et sont comparés aux états du modèle sans faute
du système. Le résultat de cette comparaison fournit un indicateur qui renvoie vrai si la dérive
est détectée. La localisation utilise les valeurs de l'intervalle obtenu au moment de la comparaison
pour dé�nir un ensemble de places candidates d'où peut venir la dérive. Cette localisation se fait
par structure élémentaire de GET (tandem, parallélisme, synchronisation, boucle). Des exemples
de localisation dans des GET complets sont également proposés.

Figure 6.1 � Structure de la méthode de détection

La �gure 6.1 présente plus en détail la méthode de détection utilisée dans ce chapitre, elle est
dé�nie par trois blocs : le système perturbé, c.-à-d. le système dans lequel la dérive temporelle se
produit, l'observateur et le modèle du système sans la dérive, également appelé modèle nominal
ou modèle sans faute. Sur la �gure, u est l'entrée du système, w est l'entrée de perturbations, yo
est la sortie du système perturbé, ye est la sortie estimée grâce à l'observateur et ys est la sortie
du modèle sans faute. Les états estimés sont notés xe, ceux du modèle sans faute xs. L'entrée u
et la sortie yo sont connues car mesurées lors du fonctionnement du système, le modèle sans faute
est la modélisation GET du fonctionnement du système. L'étape de détection compare dans un
intervalle noté ∆(xe, xs) les états xe avec les états xs grâce à la résiduation de séries deMax

in Jγ, δK.
Les informations de cet intervalle sont celles utilisées pour la localisation de la dérive. Tout au long
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du chapitre, le terme dérive temporelle désigne une dérive temporelle détectable selon la dé�nition
4.4, page 57. De plus, les perturbations qui vont caractériser nos dérives temporelles étant des
entrées qui ne peuvent que ralentir le système, nous ne pourrons détecter que des dérives de type
retard.

6.1 Synthèse d'un observateur de systèmes (max,+)-linéaires
avec perturbations

Cette section présente la synthèse d'un observateur de systèmes (max,+)-linéaires soumis à
des perturbations telle que représentée sur la �gure 6.2. Cette synthèse est issue des documents
suivants [HMCSM10], [Har04] et est appliquée aux GET. Un observateur d'un système (max,+)-
linéaire estime l'état interne xe du système réel en mesurant son entrée u et sa sortie yo. Le
système réel est soumis à des perturbations inconnues représentées par des entrées spéci�ques w et
l'estimation xe est la plus proche possible de l'état x du système réel. Deux nouvelles matrices sont
à prendre en compte dans les représentations d'état du système et de l'observateur : la matrice de
perturbation R et la matrice d'observation L.

Figure 6.2 � Structure d'un observateur d'un système (max,+)-linéaire soumis à des perturbations

6.1.1 Système avec perturbations

La représentation d'état du système soumis à des perturbations est la suivante :{
x = Ax⊕Bu⊕Rw = A∗Bu⊕A∗Rw,
yo = Cx = CA∗Bu⊕ CA∗Rw,

(6.1)

avec A ∈ Max
in Jγ, δKn×n, B ∈ Max

in Jγ, δKn×p, C ∈ Max
in Jγ, δKq×n (ces matrices viennent du modèle

sans faute du système), x ∈Max
in Jγ, δKn×1, u ∈Max

in Jγ, δKp×1, y ∈Max
in Jγ, δKq×1,R ∈Max

in Jγ, δKn×l

et w ∈Max
in Jγ, δKl×1. Les entrées de perturbation sont reliées aux états internes du système par la

matrice de perturbation R telle que :

Rij =

{
γ0δ0 si l'entrée xi est perturbée par l'entrée wj

ε sinon.

La dimension l représente alors le nombre d'états perturbés. Un état perturbé est une transition
interne xi dont les dates de tirs sont retardées dans le temps (elle ne peuvent jamais être avancées).

Remarque. Nous choisissons dans ces travaux de toujours associer la même numérotation entre
les états perturbés et les entrées de perturbation. Cela signi�e que la matrice R ne contient des
monômes γ0δ0 que sur sa diagonale Rii.

Remarque. La dimension l de w peut être identique à la dimension n de x, tous les états sont alors
perturbés. Il est également possible que seuls certains états soient perturbés et pas les autres, on
a alors l < n. La dimension de R est dans ce dernier cas est également réduite.

Exemple 6.1. Reprenons le GET de l'exemple 5.14 du chapitre précédent. La �gure 6.3 ci-dessous
représente le même GET de l'exemple précédent avec seulement 1 sortie et dont chaque état est
soumis à une entrée de perturbation (l = n et chaque xi est connecté à un wi).
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Figure 6.3 � GET dont chaque état est soumis à une entrée de perturbation

La représentation d'état de ce GET perturbé est :

x =



. γ1δ0 . . . .

γ0δ3 . . . . .

. . . γ1δ0 . .

. . γ0δ4 . . .

. γ0δ2 . γ0δ1 . γ1δ0

. . . . γ0δ4 .


x⊕



γ0δ1 .

. .

. γ0δ1

. .

. .

. .


u

⊕



γ0δ0 . . . . .

. γ0δ0 . . . .

. . γ0δ0 . . .

. . . γ0δ0 . .

. . . . γ0δ0 .

. . . . . γ0δ0


w,

y =
(
. . . . . γ0δ0

)
x.

Exemple 6.2. Si dans le GET de la �gure 6.3, seuls les états x1, x3, x5 sont perturbés (l = 3 <
n = 6), la matrice R est alors :

R =


γ0δ0 . . . . .
. . . . . .
. . γ0δ0 . . .
. . . . . .
. . . . γ0δ0 .
. . . . . .

 .

6.1.2 Observateur

Comme indiqué dans la �gure 6.2, la représentation d'état de l'observateur est la suivante :{
xe = Axe ⊕Bu⊕ L(ye ⊕ yo),

ye = Cxe.
(6.2)

Les états estimés sont notés xe et la sortie estimée calculée à partir de ces états est notée ye. La
matrice d'observation L ∈ Max

in Jγ, δKn×q représente les connexions entre la sortie observée yo et
les transitions estimées xe de l'observateur.

L'équation d'état de (6.2) peut être ré-écrite par xe = (A ⊕ LC)∗Bu ⊕ (A ⊕ LC)∗LCA∗Rw
comme le montre la démonstration suivante.



86 Chapitre 6. Détection et localisation de dérives temporelles par des observateurs

Démonstration.

xe = Axe ⊕Bu⊕ L(ye ⊕ yo)
= Axe ⊕Bu⊕ Lye ⊕ Lyo
= Axe ⊕Bu⊕ LCxe ⊕ LCx car yo = Cx et ye = Cxe

= Axe ⊕Bu⊕ LCxe ⊕ LC(A∗Bu⊕A∗Rw) car x = A∗Bu⊕A∗Rw
= Axe ⊕Bu⊕ LCxe ⊕ LCA∗Bu⊕ LCA∗Rw
= (A⊕ LC)∗(Bu⊕ LCA∗Bu⊕ LCA∗Rw) car théorème 5.2
= (A⊕ LC)∗Bu⊕ (A⊕ LC)∗LCA∗Bu⊕ (A⊕ LC)∗LCA∗Rw
= A∗(LCA∗)∗Bu⊕A∗(LCA∗)∗LCA∗Bu⊕A∗(LCA∗)∗LCA∗Rw car (a⊕ b)∗ = a∗(ba∗)∗

= A∗(LCA∗)∗Bu⊕A∗(LCA∗)+Bu⊕A∗(LCA∗)∗LCA∗Rw car (a)∗a = a+

= A∗(LCA∗)∗Bu⊕A∗(LCA∗)∗LCA∗Rw car a+ ⪯ a∗

= (A⊕ LC)∗Bu⊕ (A⊕ LC)∗LCA∗Rw car a∗(ba∗)∗ = (a⊕ b)∗

La représentation d'état de l'observateur devient alors :{
xe = (A⊕ LC)∗Bu⊕ (A⊕ LC)∗LCA∗Rw,

ye = Cxe.
(6.3)

À partir de ces équations, l'objectif de l'observateur est d'estimer l'état xe de manière aussi proche
que possible de l'état réel x sous la condition xe ⪯ x. La matrice L qui satisfait cette condition est
donnée par L = L1 ∧ L2 où L1 = A∗B◦/CA∗B et L2 = A∗R◦/CA∗R comme présentée ci-dessous.

Démonstration. Soit,

xe ⪯ x
(A⊕ LC)∗Bu⊕ (A⊕ LC)∗LCA∗Rw ⪯ A∗Bu⊕A∗Rw

Les équivalences suivantes sont obtenues par rapport aux entrées u et w :

(A⊕ LC)∗B ⪯ A∗B,
(A⊕ LC)∗LCA∗R ⪯ A∗R

Dans un premier temps, la première équivalence permet de calculer la valeur de L1.

(A⊕ LC)∗B ⪯ A∗B
⇔ (A∗LC)∗A∗B ⪯ A∗B car (a⊕ b)∗ = (a∗b)∗a∗

⇔ (A∗LC)∗ ⪯ A∗B◦/A∗B car xa ⪯ b⇔ x ⪯ (b◦/a)
⇔ (A∗LC)∗ ⪯ (A∗B◦/A∗B)∗ car a◦/a = (a◦/a)∗

⇔ A∗LC ⪯ A∗B◦/A∗B voir la proposition 5.14
⇔ A∗L ⪯ (A∗B◦/A∗B)◦/C
⇔ L ⪯ A∗ ◦\(A∗B◦/A∗B◦/C) car ax ⪯ b⇔ x ⪯ (a ◦\b)
⇔ L ⪯ A∗ ◦\(A∗B◦/(CA∗B)) car x◦/a◦/b = x◦/(ba)
⇔ L ⪯ A∗B◦/CA∗B car a∗ ◦\(a∗x) = a∗x

L'objectif est de calculer L1 le plus proche possible de L, ainsi :

(A⊕ LC)∗B ⪯ A∗B ⇔ L ⪯ L1 = A∗B◦/CA∗B

La deuxième équivalence permet de calculer la valeur de L2.

(A⊕ LC)∗LCA∗R ⪯ A∗R
⇔ A∗(LCA∗)LCA∗R ⪯ A∗R
⇔ (LCA∗)LCA∗R ⪯ A∗ ◦\A∗R car ax ⪯ b⇔ x ⪯ (a ◦\b)
⇔ (LCA∗)LCA∗R ⪯ A∗R car a∗ ◦\(a∗b) = (a∗b)
⇔ (LCA∗)LCA∗A∗R ⪯ A∗R car a∗a∗ = a∗

⇔ (LCA∗)+A∗R ⪯ A∗R car a+ = a∗a
⇔ (LCA∗)+ ⪯ A∗R◦/A∗R car xa ⪯ b⇔ x ⪯ (b◦/a)
⇔ (LCA∗)+ ⪯ (A∗R◦/A∗R)∗ car a◦/a = (a◦/a)∗

⇔ LCA∗ ⪯ A∗R◦/A∗R voir la proposition 5.14 et 5.15
⇔ L ⪯ A∗R◦/A∗R◦/CA∗ car x⊕ a ⪯ b⇔ (b◦/a)
⇔ L ⪯ A∗R◦/CA∗R car x◦/a◦/b = x◦/(ba)
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L'objectif est de calculer L2 le plus proche possible de L, ainsi :

(A⊕ LC)∗LCA∗R ⪯ A∗R ⇔ L ⪯ L2 = A∗R◦/CA∗R

Pour le calcul de L1 on prend l'inégalité L ⪯ L1 et pour calculer L2 on prend l'inégalité suivante
L ⪯ L2, alors L ⪯ L1 ∧ L2 cela donne la solution suivante :

L = L1 ∧ L2.

D'après la représentation d'état (6.2), chaque ligne de la matrice d'observation L représente un
état estimé xei. Si cette ligne est remplie par un élément deMax

in Jγ, δK di�érent de ε, l'estimation
de l'état xei prend en compte les perturbations.

Remarque. Dans le reste du manuscrit, pour une matrice donnée M , Mij désigne l'élément de M
à la ligne i, et à la colonne j ; Mi• est la iieme ligne de M et M•i sa iieme colonne.

Proposition 6.1. Supposons que Li• =
(
ε . . . ε

)
, alors xei = A∗

i•
B•iu, c'est-à-dire que l'état

estimé xei ne dépend pas des perturbations.

Démonstration. Rappelons que ε est neutre pour l'addition et absorbant pour la multiplication. Si
Li• =

(
ε . . . ε

)
, alors :

xei = (Ai• ⊕ Li•C•i)
∗B•iu⊕ (Ai• ⊕ Li•C•i)

∗Li•C•iA
∗
i•
R•iwi

= A∗
i•
B•iu car Li•C•i =

(
ε . . . ε

)
et Li•C•iA

∗
i•
R•iwi =

(
ε . . . ε

)
L'état estimé ne dépend que de A, B et u mais ne dépend pas des perturbations w.

Du point de vue GET, les états concernés par cette proposition sont les transitions qui ne sont
pas connectées à la matrice L.

Exemple 6.3. D'après l'exemple 6.1 avec le GET de la �gure 6.3, la matrice L est calculée comme
suit :

L1 = A∗B◦/CA∗B =


.
.
.
.

γ0δ−4(γ1δ4)∗

γ0δ0(γ1δ4)∗



L2 = A∗R◦/CA∗R =


.
.
.
.

γ1δ0(γ1δ4)∗

γ0δ0(γ1δ4)∗



L = L1 ∧ L2 =


.
.
.
.

γ1δ0(γ1δ4)∗

γ0δ0(γ1δ4)∗


Dans cette matrice L, les lignes 1, 2, 3 et 4 sont remplies de ε. D'après la proposition 6.1, cela

signi�e que les états estimés xe1, xe2, xe3 et xe4 ne dépendent pas des perturbations. En e�et,
comme le montre la �gure 6.4 qui représente la combinaison de l'observateur (en rouge), composée
du GET du modèle sans faute (en jaune) et du GET de la matrice d'observation (en vert), avec le
GET du système avec perturbations (en bleu), on peut constater que la sortie yo n'est connectée
qu'aux états xe5 et xe6 via la matrice L, les seuls états dépendant des perturbations.
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Figure 6.4 � Lien entre le système perturbé et l'observateur

Exemple 6.4. Pour le GET de la �gure 6.5 avec trois sorties, y1, y2 et y3 et dont tous les états
sont soumis à une entrée de perturbation, la représentation d'état du système avec perturbation
est :



x =



. γ1δ0 . . . .

γ0δ3 . . . . .

. . . γ1δ0 . .

. . γ0δ4 . . .

. γ0δ2 . γ0δ1 . γ1δ0

. . . . γ0δ4 .


x⊕



γ0δ1 .

. .

. γ0δ1

. .

. .

. .


u

⊕



γ0δ0 . . . . .

. γ0δ0 . . . .

. . γ0δ0 . . .

. . . γ0δ0 . .

. . . . γ0δ0 .

. . . . . γ0δ0


w,

y =

. . . . . γ0δ0

. γ0δ0 . . . .

. . . γ0δ0 . .

x,
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Figure 6.5 � GET à 3 sorties dont chaque état est soumis à une entrée de perturbation

Avec cette représentation d'état, on obtient les matrices L1, L2 et L suivantes :

L1 = A∗B◦/CA∗B =


. γ0δ−3(γ1δ3)∗ .
. γ0δ0(γ1δ3)∗ .
. . γ0δ−4(γ1δ4)∗

. . γ0δ0(γ1δ4)∗

γ0δ−4(γ1δ4)∗ γ0δ2(γ1δ4)∗ γ0δ1(γ1δ4)∗

γ0δ0(γ1δ4)∗ γ0δ6(γ1δ4)∗ γ0δ5(γ1δ4)∗

 ,

L2 = A∗R◦/CA∗R =


. γ1δ0(γ1δ3)∗ .
. γ0δ0(γ1δ3)∗ .
. . γ1δ0(γ1δ4)∗

. . γ0δ0(γ1δ4)∗

γ1δ0(γ1δ4)∗ γ0δ2(γ1δ4)∗ γ0δ1(γ1δ4)∗

γ0δ0(γ1δ4)∗ γ0δ6(γ1δ4)∗ γ0δ5(γ1δ4)∗

 ,

L = L1 ∧ L2 =


. γ1δ0(γ1δ3)∗ .
. γ0δ0(γ1δ3)∗ .
. . γ1δ0(γ1δ4)∗

. . γ0δ0(γ1δ4)∗

γ1δ0(γ1δ4)∗ γ0δ2(γ1δ4)∗ γ0δ1(γ1δ4)∗

γ0δ0(γ1δ4)∗ γ0δ6(γ1δ4)∗ γ0δ5(γ1δ4)∗

 .

Dans cet exemple, chaque ligne de la matrice L contient au moins un élément di�érent de ε donc
tous les états estimés dépendent des perturbations.

Dans certains cas, les séries contenues dans les matrices L peuvent ne pas être causales (voir
dé�nition 5.31). En e�et, le calcul de L utilise de nombreuses résiduations qui peuvent avoir pour
e�et de décaler les séries vers la gauche et vers le bas dans le plan Z2, faisant ainsi apparaître des
exposants négatifs pour les γ et les δ. La projection causale dé�nie en 5.35 peut si nécessaire être
appliquée pour obtenir une matrice L causale notée L+. Nous en aurons notamment besoin lors
de la mise en place des états estimés SAP (sensibles-aux-perturbations) utilisés pour la détection
des dérives temporelles.

Exemple 6.5. Dans le cas de la matrice L suivante :

L =

(
γ0δ−2(γ1δ3)∗

γ0δ1(γ1δ3)∗

)
,

la série de la première ligne n'est pas causale car le monôme γ0δ−2 a un exposant qui n'appartient
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pas à l'ensemble N. Si la projection causale est appliquée sur cette série, on obtient L+ :

L+ = Pr+(L) =

(
γ1δ1(γ1δ3)∗

γ0δ1(γ1δ3)∗

)
.

6.2 Détection de dérives temporelles

6.2.1 Caractérisation des dérives temporelles par des perturbations

L'utilisation des observateurs pour détecter et localiser les dérives temporelles nécessite de les
caractériser par des entrées de perturbation. La dé�nition 4.3 d'une dérive temporelle dans un
GET indique que si une telle dérive survient sur une place, la durée associée à cette place, et donc
le temps de séjour des jetons dans la place, est modi�ée. Dans ce chapitre, en caractérisant les
dérives par des entrées de perturbations qui ne peuvent que ralentir le système, les modi�cations
considérées ne sont que des allongements des temps de séjour, donc des dérives de type retard.

Ainsi, la dérive temporelle est considérée comme un phénomène permanent et est dé�nie par
un délai inconnu θ > 0 de type retard sur une place p d'un GET. Chaque place p a une transition
en amont xi−1, une transition en aval xi, un nombre o de jeton(s) et une durée t comme on peut
le voir sur la �gure 6.6. La transition en amont de la place p est décrite par une série deMax

in Jγ, δK

t

p

xi−1 xi

o

Figure 6.6 � Représentation d'une place dans un GET

sous forme de représentation canonique (voir dé�nition 5.30) :

xi−1 =

K⊕
n=0

γsnδhn ,

où sn est le numéro de l'événement, hn est la date de l'événement et K le nombre d'événements
de la transition. La transition en aval est décrite par :

xi =

K⊕
n=0

γsn+oδhn+t.

Dans le cas où une dérive temporelle a lieu sur la place p, si la dérive temporelle est θ > 0, alors
la transition en aval devient :

xi =

K⊕
n=0

γsn+oδhn+t+θ.

Les dates de tir de la transition xi sont ralenties par la dérive temporelle θ par rapport à la
transition xi du comportement sans faute. La même dérive temporelle sur une place p peut être
caractérisée par une entrée de perturbation wi comme illustré dans la �gure 6.7. L'expression de
cette perturbation est :

wi =

K⊕
n=0

γsn+oδhn+t+θ,

avec sn + o et hn + t dé�nis par la série xi (sn et hn viennent quant à eux de la série xi−1). La
synchronisation sur la transition xi entre wi et xi−i impose un décalage temporel de valeur θ sur
les dates de tir de xi. Cette entrée wi ralentit donc la transition xi par la dérive θ (puisque θ est
strictement positif). En d'autres termes, avoir une dérive temporelle inconnue θ > 0 sur une place
p d'un GET est équivalent à dire qu'il existe une perturbation temporelle inconnue wi reliée à la
transition en aval xi de la place. Dans l'expression de wi, seules les dates de tir de transition sont
donc inconnues (les exposants de δ) tandis que le nombre de tirs de transition de wi (les exposants
de γ) est identique au nombre de tirs de xi, qu'il y ait une dérive temporelle sur la place p ou non.
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Figure 6.7 � Représentation d'une place avec perturbation dans un GET

Exemple 6.6. Reprenons le GET de la �gure 6.7 avec xi−1 = x1, xi = x2, o = 0 (pas de jeton dans
la place p) et t = 3. L'entrée de perturbation w2 est connectée à la transition x2. Si la trajectoire
de la transition x1 est

x1 = γ0δ0 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ4δ+∞,

la trajectoire de la transition x2 est alors

x2 = γ0δ0+3 ⊕ γ1δ2+3 ⊕ γ2δ3+3 ⊕ γ4δ+∞.

Pour caractériser une dérive temporelle θ = 1 sur la place p, l'entrée de perturbation doit être :

w2 = γ0δ0+3+1 ⊕ γ1δ2+3+1 ⊕ γ2δ3+3+1 ⊕ γ4δ+∞

= γ0δ4 ⊕ γ1δ6 ⊕ γ2δ7 ⊕ γ4δ+∞.

Selon cette méthode, les dérives temporelles ne peuvent se produire que sur les places dont les
transitions en aval sont perturbées. Les dimensions du vecteur w et de la matrice R sont modi�ées
en fonction de ce choix (voir exemples 6.2 et 6.1).

6.2.2 Indicateur

Notre méthode de détection de dérives temporelles, présentée dans la �gure 6.1, cherche à
comparer les états estimés par l'observateur xe avec les états du modèle sans faute xs, connaissant
l'entrée u appliquée au système et la mesure de la sortie yo. Un indicateur booléen Ixi(u, yo)
par état est proposé pour réaliser cette comparaison et utilise les dé�nitions de la section 5.5
sur les décalages temporels entre deux séries de Max

in Jγ, δK, notamment l'intervalle ∆(xe, xs) de
la dé�nition 5.37. Les hypothèses de cette méthode sont qu'une ou plusieurs dérives temporelles
permanentes peuvent avoir lieu dans le système et que tous les états du système sont connectés à
des entrées de perturbations, donc les dérives peuvent se produire n'importe où dans le système.
Rappelons qu'un état connecté à une entrée de perturbation n'implique pas forcément que cet état
est perturbé. C'est-à-dire qu'un état est dit perturbé si la place située en amont de la transition
reliée à une entrée de perturbation est soumise à une dérive temporelle.

Dé�nition 6.1. Soient xe l'état estimé par l'observateur et xs l'état du modèle sans faute, l'in-
dicateur de dérive temporelle associé à l'état xi est noté Ixi(u, yo) et est dé�ni par la fonction
booléenne suivante :

Ixi(u, yo) =

{
faux si ∆(xei, xsi) = [0; 0],

vrai sinon,

avec

xs = [xs1 . . . xsn]
T = A∗Bu

xe = [xe1 . . . xen]
T = Axe ⊕Bu⊕ LCxe ⊕ Lyo

∆(xei, xsi) = [Dxei◦/xsi
(0);−Dxsi◦/xei

(0)].

Proposition 6.2. L'indicateur Ixi
(u, yo) retourne vrai, donc ∆(xei, xsi) ̸= [0, 0], seulement si une

dérive temporelle impacte la trajectoire de l'état xi par rapport à son comportement sans faute.

Démonstration. Si le système ne présente aucune dérive temporelle, par dé�nition de l'observateur,
les états estimés xe sont les mêmes que les états du modèle sans faute xs (aucune transition interne
n'est perturbée). En e�et, pour un état donné, si xsi = xei, alors xsi◦/xei = xei◦/xsi = xei◦/xei. Or
xei◦/xei = (xei◦/xei)

∗ = e ⊕ · · · = γ0δ0 ⊕ . . . selon le théorème 5.7 et la dé�nition 5.2 de l'étoile
de Kleene. Donc si xsi = xei, l'intervalle de décalage temporel de la dé�nition 5.37 est égal à
∆(xei, xsi) = [Dxei◦/xsi

(0);−Dxsi◦/xei
(0)] = [0, 0].
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Exemple 6.7. Reprenons l'exemple 6.4 avec le GET de la �gure 6.5 (3 sorties) pour lequel l'entrée
suivante est appliquée :

u1 = u2 = γ0δ1 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ6δ7 ⊕ γ7δ+∞.

Une dérive temporelle θ = 1 est appliquée sur la place p4, dérive réalisée par l'entrée de perturbation
w2. L'état du modèle sans faute est :

xs =


γ0δ2 ⊕ γ1δ5 ⊕ γ2δ8 ⊕ γ3δ11 ⊕ γ4δ14 ⊕ γ5δ17 ⊕ γ6δ20 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ5 ⊕ γ1δ8 ⊕ γ2δ11 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ17 ⊕ γ5δ20 ⊕ γ6δ23 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ2 ⊕ γ1δ6 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ18 ⊕ γ5δ22 ⊕ γ6δ26 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ6 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ18 ⊕ γ4δ22 ⊕ γ5δ26 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ7 ⊕ γ1δ11 ⊕ γ2δ15 ⊕ γ3δ19 ⊕ γ4δ23 ⊕ γ5δ27 ⊕ γ6δ31 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ11 ⊕ γ1δ15 ⊕ γ2δ19 ⊕ γ3δ23 ⊕ γ4δ27 ⊕ γ5δ31 ⊕ γ6δ35 ⊕ γ7δ+∞

 .

L'état estimé par l'observateur est :

xe =


γ0δ2 ⊕ γ1δ6 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ18 ⊕ γ5δ22 ⊕ γ6δ26 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ6 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ18 ⊕ γ4δ22 ⊕ γ5δ26 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ2 ⊕ γ1δ6 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ18 ⊕ γ5δ22 ⊕ γ6δ26 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ6 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ18 ⊕ γ4δ22 ⊕ γ5δ26 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ8 ⊕ γ1δ12 ⊕ γ2δ16 ⊕ γ3δ20 ⊕ γ4δ24 ⊕ γ5δ28 ⊕ γ6δ32 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ12 ⊕ γ1δ16 ⊕ γ2δ20 ⊕ γ3δ24 ⊕ γ4δ28 ⊕ γ5δ32 ⊕ γ6δ36 ⊕ γ7δ+∞

 .

Les indicateurs obtenus pour cet exemple sont alors :

Ix1
(u, yo) = vrai car ∆(xe1, xs1) = [0, 6],

Ix2
(u, yo) = vrai car ∆(xe2, xs2) = [1, 7],

Ix3
(u, yo) = faux car ∆(xe3, xs3) = [0, 0],

Ix4(u, yo) = faux car ∆(xe4, xs4) = [0, 0],
Ix5(u, yo) = vrai car ∆(xe5, xs5) = [1, 1],
Ix6

(u, yo) = vrai car ∆(xe6, xs6) = [1, 1].

Puisque certains indicateurs sont égaux à vrai (les intervalles sont di�érents de [0, 0]), la dérive
temporelle est détectée.

Exemple 6.8. Reprenons à présent le GET de la �gure 6.3 (GET identique au précédent avec 1
seule sortie y) pour lequel l'entrée de l'exemple précédent est appliquée et rappelé ici :

u1 = u2 = γ0δ1 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ6δ7 ⊕ γ7δ+∞.

La dérive temporelle θ = 1 est à nouveau appliquée sur la place p4. L'état du modèle sans faute
est :

xs =


γ0δ2 ⊕ γ1δ5 ⊕ γ2δ8 ⊕ γ3δ11 ⊕ γ4δ14 ⊕ γ5δ17 ⊕ γ6δ20 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ5 ⊕ γ1δ8 ⊕ γ2δ11 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ17 ⊕ γ5δ20 ⊕ γ6δ23 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ2 ⊕ γ1δ6 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ18 ⊕ γ5δ22 ⊕ γ6δ26 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ6 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ18 ⊕ γ4δ22 ⊕ γ5δ26 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ7 ⊕ γ1δ11 ⊕ γ2δ15 ⊕ γ3δ19 ⊕ γ4δ23 ⊕ γ5δ27 ⊕ γ6δ31 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ11 ⊕ γ1δ15 ⊕ γ2δ19 ⊕ γ3δ23 ⊕ γ4δ27 ⊕ γ5δ31 ⊕ γ6δ35 ⊕ γ7δ+∞

 .

L'état estimé par l'observateur est :

xe =


γ0δ2 ⊕ γ1δ5 ⊕ γ2δ8 ⊕ γ3δ11 ⊕ γ4δ14 ⊕ γ5δ17 ⊕ γ6δ20 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ5 ⊕ γ1δ8 ⊕ γ2δ11 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ17 ⊕ γ5δ20 ⊕ γ6δ23 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ2 ⊕ γ1δ6 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ18 ⊕ γ5δ22 ⊕ γ6δ26 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ6 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ18 ⊕ γ4δ22 ⊕ γ5δ26 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ7 ⊕ γ1δ12 ⊕ γ2δ16 ⊕ γ3δ20 ⊕ γ4δ24 ⊕ γ5δ28 ⊕ γ6δ32 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ12 ⊕ γ1δ16 ⊕ γ2δ20 ⊕ γ3δ24 ⊕ γ4δ28 ⊕ γ5δ32 ⊕ γ6δ36 ⊕ γ7δ+∞

 .

Les indicateurs obtenus pour cet exemple sont alors :

Ix1
(u, yo) = faux car ∆(xe1, xs1) = [0, 0],

Ix2
(u, yo) = faux car ∆(xe2, xs2) = [0, 0],

Ix3
(u, yo) = faux car ∆(xe3, xs3) = [0, 0],

Ix4(u, yo) = faux car ∆(xe4, xs4) = [0, 0],
Ix5(u, yo) = vrai car ∆(xe5, xs5) = [0, 1],
Ix6

(u, yo) = vrai car ∆(xe6, xs6) = [1, 1].
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Puisque certains indicateurs sont égaux à vrai (les intervalles sont di�érents de [0, 0]), la dérive
temporelle est détectée. Pour ce GET, la matrice d'observation L, donnée dans l'exemple 6.3,
contient des lignes remplies de ε, donc les états estimés xei avec i ∈ {1, 2, 3, 4} ne dépendent pas
des perturbations. Nous obtenons donc des indicateurs qui retournent faux (car les intervalles sont
égaux à [0, 0]) alors que dans l'exemple précédent, pour la même dérive temporelle, les indicateurs
sur les états x1 et x2 retournaient vrai. D'autre part, dans l'exemple précédent, l'intervalle de
décalage temporel associé à l'état x5 était égal à [1, 1] tandis que dans cet exemple, l'intervalle
est de [0, 1]. Cette di�érence s'explique par le fait que le premier monôme de xe5 est identique
au premier monôme de xs5 ce qui permet d'obtenir la borne inférieure de l'intervalle égale à 0.
Ainsi, l'e�et de la dérive temporelle n'apparaît pas immédiatement dans l'estimation de l'état x5

(il n'apparaît qu'à partir du second monôme).

Cet exemple met en évidence des di�érences entre les estimations et la réalité. La conséquence
de ces phénomènes est que l'indicateur peut générer des faux négatifs (c'est-à-dire qu'une dérive
temporelle peut avoir lieu alors que l'indicateur n'est pas levé) et ne pas être su�samment réactif
par rapport aux dérives. La section suivante propose un ra�nement de l'estimation des états pour
pallier ces problèmes.

6.2.3 Ra�nement de l'état estimé

L'indicateur donné par la dé�nition 6.1 peut générer des faux négatifs lors la détection des
dérives temporelles. Comme l'e�et de la dérive temporelle peut ne pas être immédiat, les premiers
monômes de l'estimation xe peuvent ne pas être a�ectés par la perturbation. Cela a pour consé-
quence que l'indicateur montre un comportement sans dérive temporelle alors qu'elle a lieu ou que
la dérive n'est pas prise en compte dès son apparition. Pour �ltrer ces informations, un ra�nement
des états xe est proposé pour ne garder que les monômes de la série a�ectés par la perturbation
pour obtenir un état estimé sensible-aux-perturbations dit SAP.

Remarque. Pour rappel, dans ce qui suit, pour une matrice donnée M , Mij désigne l'élément de
M à la ligne i, et à la colonne j ; Mi• est la iieme ligne de M et M•i sa iieme colonne.

La proposition ci-dessous donne le numéro de l'événement de l'état estimé à partir duquel l'e�et
de la perturbation est pris en compte. Deux notions sont nécessaires à cette proposition :

� (n0)ij : Soit un élément de la matrice L sous la forme canonique Lij =
⊕K

k=0 γ
nkδtk , (n0)ij

désigne le plus petit exposant de γ dans la série Lij . Il est possible que (n0)ij soit di�érent
de 0 si des jetons se trouvent déjà présents dans la place représentée par γn0δt0 dans Lij .

� Ni : Soit Ni = min1⩽j⩽q{(n0)ij} avec q le nombre de sorties du système. Ni représente le
plus petit (n0)ij parmi les colonnes j de la ligne i de la matrice L.

Proposition 6.3. Soit xei =
⊕K

κ=0 γ
νκδτκ la trajectoire estimée de xi sous sa forme canonique,

la première occurrence de l'événement xei qui prend en compte les perturbations temporelles de wi

est l'occurrence d'exposant νd telle que :

νd = Ni + νb0 + νwi
0

où νb0 et νwi
0 sont les plus petits exposants de γ des séries b = C•iA

∗
i•
R•i et wi.

Démonstration. Soit l'état estimé :

xei = (Ai• ⊕ Li•C•i)
∗B•iu⊕ (Ai• ⊕ Li•C•i)

∗Li•C•iA
∗
i•
R•iwi

= (Ai• ⊕ Li•C•i)
∗(B•iu⊕ Li•C•iA

∗
i•
R•iwi)

= (Ai• ⊕ Li•C•i)
∗(au⊕ Li•bwi)

où a = B•i et b = C•iA
∗
i•
R•i sont des séries de Max

in Jγ, δK. Dans la dernière équation, la seule
partie dépendante de la perturbation wi est la série Li•b. On cherche donc dans un premier temps,
le plus petit exposant de γ dans la forme canonique de la série Li•bwi, exposant noté νd. On

note Li• =
(
Li1 . . . Liq

)
=
(⊕K1

k=0 γ
n1
kδt

1
k . . .

⊕Kq

k=0 γ
nq
kδt

q
k

)
(avec q le nombre de sorties

du système) et b =
⊕Kb

h=0 γ
νb
hδτ

b
h les représentations canoniques de ces séries. Commençons par le
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détail du calcul de Li• ⊗ b :

Li• ⊗ b =
(⊕K1

k=0 γ
n1
kδt

1
k . . .

⊕Kq

k=0 γ
nq
kδt

q
k

)
⊗
⊕Kb

h=0 γ
νb
hδτ

b
h

=
⊕K1

k=0 γ
n1
kδt

1
k ⊗

⊕Kb

h=0 γ
νb
hδτ

b
h ⊕ · · · ⊕

⊕Kq

k=0 γ
nq
kδt

q
k ⊗

⊕Kb

h=0 γ
νb
hδτ

b
h

=
⊕K1

k=0

⊕Kb

h=0 γ
n1
kδt

1
k ⊗ γνb

hδτ
b
h ⊕ · · · ⊕

⊕Kq

k=0

⊕Kb

h=0 γ
nq
kδt

q
k ⊗ γνb

hδτ
b
h

=
⊕K1

k=0

⊕Kb

h=0 γ
n1
k+νb

hδt
1
k+τb

h ⊕ · · · ⊕
⊕Kq

k=0

⊕Kb

h=0 γ
nq
k+νb

hδt
q
k+τb

h

=
⊕q

j=1

⊕Kj

k=0

⊕Kb

h=0 γ
nj
k+νb

hδt
j
k+τb

h ,

auquel nous ajoutons la perturbation wi (donnée elle aussi sous sa forme canonique) :

Li• ⊗ b⊗ wi =
⊕q

j=1

⊕Kq

k=0

⊕Kb

h=0 γ
nj
k+νb

hδt
j
k+τb

h ⊗
⊕Kwi

f=0 γ
ν
wi
f δτ

wi
f

=
⊕q

j=1

⊕Kq

k=0

⊕Kb

h=0

⊕Kwi

f=0 γ
nj
k+νb

h+ν
wi
f δt

j
k+τb

h+τ
wi
f .

Ainsi, tout exposant de γ dans la forme canonique de Li• ⊗ b⊗wi est de la forme n
j
k + νbh+ νwi

f où

nj
k est issu de Li• , ν

b
h est issu de b et νwi

f est issu de wi. L'exposant νd que l'on cherche à déterminer
est donc le plus petit d'entre eux. Selon les règles de calcul de Max

in Jγ, δK, ce plus petit exposant
νd est :

νd = min1⩽j⩽q{nj
0} + νb0 + νwi

0 = min1⩽j⩽q{(n0)ij}+ νb0 + νwi
0 = Ni + νb0 + νwi

0 .

Dans notre méthode de détection de dérives temporelles, nous supposons que les perturbations
wi ont une forme particulière car elles caractérisent les dérives temporelles que nous cherchons à
détecter. Comme expliqué dans la section 6.2.1, ces perturbations sont des entrées exprimées en
fonction des tirs des transitions auxquelles elles sont connectées (wi dépend de xi). Les numéros
de tir de wi, donc les exposants des γ de la série, sont connus car égaux aux numéros de tir de
xi. En revanche, si une dérive temporelle est e�ectivement présente sur une place précédant xi, les
dates de tirs de wi, et donc les exposants des δ de wi, ne sont pas connus. Ainsi, bien que wi ne
soit pas entièrement connue, son composant νwi

0 l'est, et donc l'occurrence νd est bien connue.
D'autre part, lorsque la matrice L n'est pas causale (voir exemple 6.5), le calcul de Ni n'est pas

possible. En e�et, il peut arriver que certains exposants de γ ou δ des séries de L soient négatifs.
De tels exposants n'ont pas de sens physique dans les GET et nous ne savons alors pas quand la
perturbation est prise en compte et donc, à partir de quel exposant de γ on peut se référer pour le
calcul de l'état estimé SAP. Il faut donc rendre L causale 1 avant de calculer νd.

Exemple 6.9. Reprenons l'exemple 6.8 (1 seule sortie) avec pour entrée :

u1 = u2 = γ0δ1 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ6δ7 ⊕ γ7δ+∞,

et pour matrice L : 
.
.
.
.

γ1δ0(γ1δ4)∗

γ0δ0(γ1δ4)∗


Le calcul de b = CA∗R est :

CA∗R =
(
γ0δ9(γ1δ4)∗ γ0δ6(γ1δ4)∗ γ0δ9(γ1δ4)∗ γ0δ5(γ1δ4)∗ γ0δ4(γ1δ4)∗ γ0δ0(γ1δ4)∗

)
.

Pour l'état x1, puisque L1• = ε = γ+∞δ−∞, N1 = +∞. D'après la série b = CA∗R, le plus petit
exposant de γ de la colonne 1 donne νb0 = 0. En�n, grâce à l'entrée u, on obtient les exposants de
γ de l'état x1 et donc les exposants de γ de w1, soit ν

w1
0 = 0. Donc, νd = +∞+ 0 + 0 = +∞. On

réitère le procédé pour les autres états a�n d'obtenir le tableau suivant.

1. En revanche, le calcul de xei utilise la matrice L d'origine et non la matrice causale L+.
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Transition Ni νb0 νwi
0 νd

x1 +∞ 0 0 +∞
x2 +∞ 0 0 +∞
x3 +∞ 0 0 +∞
x4 +∞ 0 0 +∞
x5 1 0 0 1
x6 0 0 0 0

Table 6.1 � Tableau récapitulatif des νd par états estimés

Exemple 6.10. Reprenons maintenant l'exemple 6.4 (3 sorties) avec pour entrée :

u1 = u2 = γ0δ1 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ6δ7 ⊕ γ7δ+∞,

et pour matrice L :

L =


. γ1δ0(γ1δ3)∗ .
. γ0δ0(γ1δ3)∗ .
. . γ1δ0(γ1δ4)∗

. . γ0δ0(γ1δ4)∗

γ1δ0(γ1δ4)∗ γ0δ2(γ1δ4)∗ γ0δ1(γ1δ4)∗

γ0δ0(γ1δ4)∗ γ0δ6(γ1δ4)∗ γ0δ5(γ1δ4)∗


Le calcul de b = CA∗R est :

CA∗R =

γ0δ9(γ1δ4)∗ γ0δ6(γ1δ4)∗ γ0δ9(γ1δ4)∗ γ0δ5(γ1δ4)∗ γ0δ4(γ1δ4)∗ γ0δ0(γ1δ4)∗

γ0δ3(γ1δ3)∗ γ0δ0(γ1δ3)∗ . . . .
. . γ0δ4(γ1δ4)∗ γ0δ0(γ1δ4)∗ . .


Pour l'état x1, d'après la ligne 1 de la matrice L, N1 = 1. D'après la série b = CA∗R, νb0 = 0. En�n,
grâce à l'entrée u, on obtient les exposants de γ de l'état x1 et donc les exposants de γ de w1, soit
νw1
0 = 0. Donc, νd = 1 + 0 + 0 = 1. On réitère le procédé pour les autres états a�n d'obtenir le
tableau suivant.

Transition Ni νb0 νwi
0 νd

x1 1 0 0 1
x2 0 0 0 0
x3 1 0 0 1
x4 0 0 0 0
x5 0 0 0 0
x6 0 0 0 0

Table 6.2 � Tableau récapitulatif des νd par états estimés

L'état estimé sensible-aux-perturbations SAP xed est obtenu en ne conservant que les monômes
dont les exposants de γ de l'état xe prennent en compte la perturbation. Ces exposants dépendent
du νd de la proposition précédente.

Dé�nition 6.2. L'état estimé sensible-aux-perturbations SAP xedi est dé�ni à partir de l'état
estimé xei =

⊕K
κ=0 γ

νκδτκ par

xedi =

K⊕
k=d

γνkδτk

où νd est dé�ni par la proposition 6.3.

Exemple 6.11. Dans le GET de la �gure 6.3 page 85 (exemples 6.8 et 6.9), les états estimés sont :

xe =


γ0δ2 ⊕ γ1δ5 ⊕ γ2δ8 ⊕ γ3δ11 ⊕ γ4δ14 ⊕ γ5δ17 ⊕ γ6δ20 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ5 ⊕ γ1δ8 ⊕ γ2δ11 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ17 ⊕ γ5δ20 ⊕ γ6δ23 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ2 ⊕ γ1δ6 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ18 ⊕ γ5δ22 ⊕ γ6δ26 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ6 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ18 ⊕ γ4δ22 ⊕ γ5δ26 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ7 ⊕ γ1δ12 ⊕ γ2δ16 ⊕ γ3δ20 ⊕ γ4δ24 ⊕ γ5δ28 ⊕ γ6δ32 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ12 ⊕ γ1δ16 ⊕ γ2δ20 ⊕ γ3δ24 ⊕ γ4δ28 ⊕ γ5δ32 ⊕ γ6δ36 ⊕ γ7δ+∞

 .
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Pour xi avec i ∈ {1, 2, 3, 4}, puisque νd = +∞, les états estimés SAP correspondants sont égaux
à ε. Pour l'état x5, puisque νd = 1, le premier monôme de la série de l'état estimé SAP est γ1δ12.
Pour l'état x6, la perturbation est prise en compte dès le premier monôme de xe6. Cela donne donc
les états estimés SAP suivants :

xed =


ε
ε
ε
ε

γ1δ12 ⊕ γ2δ16 ⊕ γ3δ20 ⊕ γ4δ24 ⊕ γ5δ28 ⊕ γ6δ32 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ12 ⊕ γ1δ16 ⊕ γ2δ20 ⊕ γ3δ24 ⊕ γ4δ28 ⊕ γ5δ32 ⊕ γ6δ36 ⊕ γ7δ+∞

 .

Exemple 6.12. Dans le GET de la �gure 6.5 page 89 (exemples 6.4 et 6.10), pour les états estimés
suivants :

xe =


γ0δ2 ⊕ γ1δ6 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ18 ⊕ γ5δ22 ⊕ γ6δ26 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ6 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ18 ⊕ γ4δ22 ⊕ γ5δ26 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ2 ⊕ γ1δ6 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ18 ⊕ γ5δ22 ⊕ γ6δ26 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ6 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ18 ⊕ γ4δ22 ⊕ γ5δ26 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ8 ⊕ γ1δ12 ⊕ γ2δ16 ⊕ γ3δ20 ⊕ γ4δ24 ⊕ γ5δ28 ⊕ γ6δ32 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ12 ⊕ γ1δ16 ⊕ γ2δ20 ⊕ γ3δ24 ⊕ γ4δ28 ⊕ γ5δ32 ⊕ γ6δ36 ⊕ γ7δ+∞

 ,

les états estimés SAP sont :

xed =


γ1δ6 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ18 ⊕ γ5δ22 ⊕ γ6δ26 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ6 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ18 ⊕ γ4δ22 ⊕ γ5δ26 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ+∞

γ1δ6 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ18 ⊕ γ5δ22 ⊕ γ6δ26 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ6 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ18 ⊕ γ4δ22 ⊕ γ5δ26 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ8 ⊕ γ1δ12 ⊕ γ2δ16 ⊕ γ3δ20 ⊕ γ4δ24 ⊕ γ5δ28 ⊕ γ6δ32 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ12 ⊕ γ1δ16 ⊕ γ2δ20 ⊕ γ3δ24 ⊕ γ4δ28 ⊕ γ5δ32 ⊕ γ6δ36 ⊕ γ7δ+∞

 .

Seuls les états x1 et x3 sont impactés par les νd di�érents de 0.

6.2.4 Indicateur avec les états estimés SAP

Avec le ra�nement de l'état estimé SAP xed de la section précédente, un nouvel indicateur
de dérive temporelle est proposé dans cette section. Les hypothèses du précédent indicateur ne
changent pas. En revanche, pour e�ectuer une comparaison cohérente entre xed et xs, les occur-
rences d'événements de xs qui ont lieu avant νd doivent également être enlevées.

Dé�nition 6.3. Soit xsi = A∗Bu =
⊕K

k=0 γ
νkδτk l'état du modèle sans faute, la série x,

si désigne
l'état du modèle sans faute comparable à xedi :

x,
si =

K⊕
k=d

γνkδτk .

Exemple 6.13. À partir de l'exemple 6.11, l'état du système sans faute est le suivant :

xs =


γ0δ2 ⊕ γ1δ5 ⊕ γ2δ8 ⊕ γ3δ11 ⊕ γ4δ14 ⊕ γ5δ17 ⊕ γ6δ20 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ5 ⊕ γ1δ8 ⊕ γ2δ11 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ17 ⊕ γ5δ20 ⊕ γ6δ23 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ2 ⊕ γ1δ6 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ18 ⊕ γ5δ22 ⊕ γ6δ26 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ6 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ18 ⊕ γ4δ22 ⊕ γ5δ26 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ7 ⊕ γ1δ11 ⊕ γ2δ15 ⊕ γ3δ19 ⊕ γ4δ23 ⊕ γ5δ27 ⊕ γ6δ31 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ11 ⊕ γ1δ15 ⊕ γ2δ19 ⊕ γ3δ23 ⊕ γ4δ27 ⊕ γ5δ31 ⊕ γ6δ35 ⊕ γ7δ+∞

 .

D'après les valeurs des νd calculées, les états du modèle sans faute comparable à xed sont :

x,
s =


ε
ε
ε
ε

γ1δ11 ⊕ γ2δ15 ⊕ γ3δ19 ⊕ γ4δ23 ⊕ γ5δ27 ⊕ γ6δ31 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ11 ⊕ γ1δ15 ⊕ γ2δ19 ⊕ γ3δ23 ⊕ γ4δ27 ⊕ γ5δ31 ⊕ γ6δ35 ⊕ γ7δ+∞

 .
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Exemple 6.14. À partir de l'exemple 6.12, l'état du système sans faute est le suivant :

xs =


γ0δ2 ⊕ γ1δ5 ⊕ γ2δ8 ⊕ γ3δ11 ⊕ γ4δ14 ⊕ γ5δ17 ⊕ γ6δ20 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ5 ⊕ γ1δ8 ⊕ γ2δ11 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ17 ⊕ γ5δ20 ⊕ γ6δ23 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ2 ⊕ γ1δ6 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ18 ⊕ γ5δ22 ⊕ γ6δ26 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ6 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ18 ⊕ γ4δ22 ⊕ γ5δ26 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ7 ⊕ γ1δ11 ⊕ γ2δ15 ⊕ γ3δ19 ⊕ γ4δ23 ⊕ γ5δ27 ⊕ γ6δ31 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ11 ⊕ γ1δ15 ⊕ γ2δ19 ⊕ γ3δ23 ⊕ γ4δ27 ⊕ γ5δ31 ⊕ γ6δ35 ⊕ γ7δ+∞

 .

D'après les valeurs des νd calculées, les états du modèle sans faute comparable à xed sont :

x,
s =


γ1δ5 ⊕ γ2δ8 ⊕ γ3δ11 ⊕ γ4δ14 ⊕ γ5δ17 ⊕ γ6δ20 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ5 ⊕ γ1δ8 ⊕ γ2δ11 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ17 ⊕ γ5δ20 ⊕ γ6δ23 ⊕ γ7δ+∞

γ1δ6 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ14 ⊕ γ4δ18 ⊕ γ5δ22 ⊕ γ6δ26 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ6 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ18 ⊕ γ4δ22 ⊕ γ5δ26 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ7 ⊕ γ1δ11 ⊕ γ2δ15 ⊕ γ3δ19 ⊕ γ4δ23 ⊕ γ5δ27 ⊕ γ6δ31 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ11 ⊕ γ1δ15 ⊕ γ2δ19 ⊕ γ3δ23 ⊕ γ4δ27 ⊕ γ5δ31 ⊕ γ6δ35 ⊕ γ7δ+∞

 .

Dé�nition 6.4. Soit xedi l'état estimé SAP de xi, di�érent de ε, et x,
si l'état comparable du

modèle sans faute (donc également di�érent de ε), l'indicateur I ′xi
(u, yo) de l'état xi est dé�ni par

la fonction booléenne :

I ′xi
(u, yo) =

{
faux si ∆(xedi, x

,
si) = [0; 0],

vrai sinon,

avec ∆(xedi, x
,
si) = [Dxedi◦/x

,
si
(0);−Dx,

si
◦/xedi

(0)].

Dans cette dé�nition, si l'état estimé SAP est égal à ε, l'indicateur n'existe tout simplement
pas.

Proposition 6.4. L'indicateur I ′xi
renvoie vrai si et seulement si une dérive temporelle impacte

la trajectoire de l'état xi par rapport à son comportement sans faute.

Démonstration. Tout d'abord, rappelons qu'un indicateur I ′ n'existe pour un état que si cet état
est estimé SAP, donc prend en compte les perturbations. En e�et, d'après la proposition 6.1, si
la ligne de la matrice L pour cet état n'est composée que de ε, l'état n'est pas estimé SAP donc
l'indicateur I ′xi

(u, yo) ne peut pas être calculé.
Ensuite, pour les indicateurs calculés, la preuve pour l'implication (⇒) est la même que celle

de la proposition 6.2 en remplaçant xe par xed et xs par x,
s. Cela établit que si l'indicateur renvoie

vrai, alors une dérive temporelle a lieu car elle impacte la trajectoire de l'état xi.
Pour l'implication (⇐), si une dérive temporelle a lieu sur une place p, alors d'après la dé�-

nition 4.4 du chapitre 4, au moins une sortie observée en aval de p (p ⇝ yoi) est impactée par
la dérive. Or, si les dates de tirs d'une transition de sortie yoi sont di�érentes des dates de tirs
lorsqu'aucune dérive n'est présente dans le système, cela signi�e qu'au moins un des états en amont
de cette sortie (xi ⇝ yoi) est nécessairement impacté également. Les états estimés SAP prenant
obligatoirement en compte les perturbations, et donc les dérives, l'état estimé SAP concerné xedi

voit alors ses dates de tir modi�ées par rapport à celles sans dérive. L'indicateur renvoie vrai.

Exemple 6.15. D'après les exemples 6.11-6.13, les di�érents indicateurs sont :

I ′x5
(u, yo) = vrai car ∆(xed5, x

,
s5) = [1, 1],

I ′x6
(u, yo) = vrai car ∆(xed6, x

,
s6) = [1, 1].

Les indicateurs pour les états xi avec i ∈ {1, 2, 3, 4} n'existent pas car les perturbations ne sont
pas prises en compte pour ces états (les états estimés SAP sont égaux à ε). Puisque les indicateurs
sur x5 et x6 sont égaux à vrai, la dérive temporelle est détectée.

Exemple 6.16. D'après les exemples 6.12-6.14, les di�érents indicateurs sont :

I ′x1
(u, yo) = vrai car ∆(xed1, x

,
s1) = [1, 6],

I ′x2
(u, yo) = vrai car ∆(xed2, x

,
s2) = [1, 7],

I ′x3
(u, yo) = faux car ∆(xed3, x

,
s3) = [0, 0],

I ′x4
(u, yo) = faux car ∆(xed4, x

,
s4) = [0, 0],

I ′x5
(u, yo) = vrai car ∆(xed5, x

,
s5) = [1, 1],

I ′x6
(u, yo) = vrai car ∆(xed6, x

,
s6) = [1, 1].
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Dans cet exemple, les perturbations sont prises en compte pour tous les états, nous avons donc
des valeurs pour tous les indicateurs. Puisque certains indicateurs sont égaux à vrai, la dérive
temporelle est détectée.

Complexité algorithmique

Pour déterminer la complexité de l'indicateur, on doit dans un premier temps distinguer les deux
parties avec les entrées u et w du calcul de l'état estimé xe = (A⊕LC)∗Bu⊕ (A⊕LC)∗LCA∗Rw
et l'état du modèle sans faute xs = A∗Bu.

Tout d'abord, on se place dans la partie du calcul qui ne considère pas les entrées u et w. Ces
parties sont A∗B pour l'état du modèle sans faute xs, (A⊕LC)∗B et (A⊕LC)∗LCA∗R pour l'état
estimé xe. Pour chaque partie, la complexité dans le pire des cas est basée sur le calcul de A∗ et
(A⊕LC)∗. Les matrices A et (A⊕LC) sont composées de monômes de dimension nT des transitions
internes du GET. Le calcul des ∗ est un algorithme implémenté dans la bibliothèque [CLHB00] et
est un nombre linéaire de produits, chaque produit ayant une complexité de O(n2

T log(nT )). Donc
la partie de ce calcul est de complexité O(n3

T log(nT )).
Ensuite, les entrées sont une suite de monômes nu et nw correspondant à un nombre �ni

d'événements. La complexité de xs = A∗Bu et de xe = (A ⊕ LC)∗Bu ⊕ (A ⊕ LC)∗LCA∗Rw
est donnée par le calcul de A∗ et (A ⊕ LC)∗ qui ont une complexité de O(nu × n3

T log(nT )) et
de O(nw × n3

T log(nT )). Les autres calculs sont les résiduations xs◦/xe et xe◦/xs qui impliquent un
calcul sur des polynômes. Comme les états xe et xs dépendent du nombre de monômes des entrées
nu cela donne la complexité suivante O(nw × nulog(nw × nu)).

6.3 Localisation de dérives temporelles

Cette section présente la localisation de dérives temporelles dans les GET à partir des résultats
des indicateurs présentés dans la section précédente. L'hypothèse principale spéci�que à la locali-
sation est qu'à tout instant, il n'y a qu'une seule dérive temporelle permanente θ présente dans le
système. Cette étape de localisation se fait par structure élémentaire présentée dans la �gure 4.3
du chapitre 4 : tandem, parallélisme, synchronisation et boucle. En�n, des exemples d'association
des résultats locaux par structure pour des GET complets sont proposés.

Pour l'étude par structure élémentaire, di�érentes con�gurations sont prises en compte. Une
con�guration est un ensemble d'intervalles de décalage temporel issus des indicateurs calculés (voir
exemples 6.15 et 6.16) peu importe leurs valeurs (que ces indicateurs renvoient vrai ou faux). Une
con�guration correspond donc à un ensemble d'états estimés SAP fourni par l'observateur. De
plus, pour les structures tandem, parallélisme et synchronisation, les résultats sont donnés pour
toute valeur de νd. En revanche, pour la structure boucle, les résultats sont donnés uniquement
pour νd = 0 (les résultats associés à d'autres valeurs de νd sont dans les perspectives de ce travail).

6.3.1 Tandem

Cette partie présente les résultats obtenus sur la localisation pour la structure élémentaire
tandem rappelé dans la �gure 6.8 et représentant une simple séquence de places et de transitions
mises en série.

Figure 6.8 � Structure élémentaire tandem

Le tableau 6.3 donne les résultats de localisation d'une dérive temporelle présente dans cette
structure tandem selon toutes les con�gurations possibles. Chaque ligne correspond à une con�gu-
ration des intervalles des indicateurs (si l'indicateur est calculé, l'intervalle est donné ; s'il ne l'est
pas, l'état n'est pas estimé SAP et n'apparaît pas dans la ligne). La dernière colonne donne la
conclusion sur la localisation de la dérive temporelle dans la structure analysée. Dans ce tableau
(et par la suite), la notation (pi) signi�e que la dérive temporelle concerne soit la place pi, soit
l'une des places situées dans le chemin qui mène de l'une des entrées à cette place (place en amont
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de pi). La notation pi signi�e quant à elle que la dérive temporelle impacte directement cette place.
En�n, ∅ indique qu'il n'y a pas de dérive temporelle.

∆(xed1, x
,
s1) ∆(xed2, x

,
s2) Localisation

c1 [0,0] [0,0] ∅
c2 [θ,θ] [θ,θ] (p1)
c3 [0,0] [θ,θ] p2

∆(xed2, x
,
s2) Localisation

c4 [0,0] ∅
c5 [θ,θ] (p2)

Table 6.3 � Résultat de localisation de la dérive temporelle pour une structure tandem

Le premier ensemble de con�gurations (lignes c1-c3) correspond aux cas où x1 et x2 sont
associés à un indicateur chacun, ils sont donc estimés SAP. Prenons l'exemple de la ligne c1 pour
laquelle les indicateurs renvoient faux car ∆(xed1, x

,
s1) = [0, 0] et ∆(xed2, x

,
s2) = [0, 0]. Ces valeurs

d'intervalles signi�ent qu'il n'y a pas de dérive temporelle avant la transition x2. En revanche,
dans la ligne c2, les indicateurs renvoient vrai avec ∆(xed1, x

,
s1) = [θ, θ] et ∆(xed2, x

,
s2) = [θ, θ].

La dérive temporelle de valeur θ est donc localisée soit sur la place p1, soit sur une place en amont
comme le montre la démonstration suivante.

Démonstration. Soient x,
s1 =

⊕K
k=0 γ

nkδtk+a et x,
s2 =

⊕K
k=0 γ

nkδtk+a+b les trajectoires des tran-
sitions du modèle sans faute exprimées sous leurs formes canoniques. Si une dérive temporelle θ a
lieu sur p1 ou une place en amont, la trajectoire de la transition x1 est a�ectée par la dérive, alors
xed1 =

⊕K
k=d1

γnkδtk+a+θ. Compte tenu de la structure tandem, la trajectoire de la transition

x2 l'est également xed2 =
⊕K

k=d2
γnkδtk+a+θ+b. Seule la valeur de la dérive temporelle θ fait la

di�érence entre x,
s1 et xed1, de même pour la transition x2.

En�n, dans la ligne c3, les valeurs des intervalles sont ∆(xed1, x
,
s1) = [0, 0] et ∆(xed2, x

,
s2) =

[θ, θ]. Cela signi�e que la dérive temporelle θ est sur la place p2 car l'indicateur de l'état x1 renvoie
faux (∆(xed1, x

,
s1) = [0, 0], il n'y a pas de dérive temporelle sur p1 ou en amont).

À présent, le deuxième ensemble de con�gurations (lignes c4-c5) correspond au cas où seul l'état
x2 du tandem est associé à un indicateur donc les conclusions sont di�érentes des lignes précédentes.
Par exemple, comme le montre la ligne c5, l'indicateur renvoie vrai avec ∆(xed2, x

,
s2) = [θ, θ] mais

nous n'avons pas d'informations sur la transition x1. La distinction faite entre les lignes c2 et c3
n'est donc plus possible. Ainsi, le résultat de localisation est une association entre les résultats (p1)
et p2 : la localisation de la dérive est soit sur la place p2, soit sur une place en amont, donc (p2).

Exemple 6.17. D'après le GET de la �gure 6.8 avec les durées suivantes pour les places p1 et p2 :
a = 1 et b = 2. Soit une dérive temporelle θ = 2 sur la place p2. Avec l'entrée suivante :

u = γ0δ1 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ6δ7 ⊕ γ7δ+∞,

les di�érents indicateurs sont :

I ′x1
(u, yo) = faux car ∆(xed1, x

,
s1) = [0, 0],

I ′x2
(u, yo) = vrai car ∆(xed2, x

,
s2) = [2, 2].

D'après la ligne c3 du tableau 6.3, la dérive temporelle de valeur θ = 2 est bien localisée sur la
place p2.

6.3.2 Parallélisme

Cette partie présente les résultats de localisation pour la structure élémentaire de parallélisme
rappelée sur la �gure 6.9. Cette structure correspond simplement à plusieurs structures tandem
partant d'une transition commune.

La tableau 6.4 donne les résultats obtenus pour la structure parallèle pour toutes les con�gu-
rations d'estimation d'états SAP.

Dans la con�guration des lignes c1-c4, les trois transitions sont estimées SAP. La ligne c1 qui
indique ∆(xed1, x

,
s1) = [0, 0], ∆(xed2, x

,
s2) = [0, 0] et ∆(xed3, x

,
s3) = [0, 0] signi�e qu'il n'y a pas de
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Figure 6.9 � Structure élémentaire de parallélisme

∆(xed1, x
,
s1) ∆(xed2, x

,
s2) ∆(xed3, x

,
s3) Localisation

c1 [0,0] [0,0] [0,0] ∅
c2 [0,0] [θ,θ] [0,0] p2
c3 [0,0] [0,0] [θ,θ] p3
c4 [θ,θ] [θ,θ] [θ,θ] (p1)

∆(xed2, x
,
s2) ∆(xed3, x

,
s3) Localisation

c5 [0,0] [0,0] ∅
c6 [θ,θ] [0,0] p2
c7 [0,0] [θ,θ] p3
c8 [θ,θ] [θ,θ] (p1)

Table 6.4 � Résultat de localisation de la dérive temporelle pour une structure parallèle

dérive temporelle. Pour la ligne c2, les intervalles associés à x1 et x3 sont égaux à [0, 0] tandis
que l'intervalle associé à x2 est égal à [θ, θ]. Cela signi�e que la dérive temporelle est localisée sur
la place p2 car l'enchaînement des transitions x1 et x2 correspond à la structure élémentaire du
tandem. L'analyse de la ligne c3 est la même pour la place p3. En�n, dans la ligne c4, puisque
tous les indicateurs retournent vrai, la dérive temporelle est située sur ou en amont de p1 et son
e�et est propagé par la structure sur les transitions en aval.

Pour la con�guration des lignes c5-c8, seuls les indicateurs des états x2 et x3 sont calculés.
Les conclusions sur la localisation de la dérive découlent naturellement des conclusions précédentes
(tandem et parallélisme).

Exemple 6.18. Soit le GET de la �gure 6.9 avec les durées suivantes pour les places : a = 1, b = 2
et c = 2 et soit une dérive temporelle θ = 3 sur la place p2. Avec l'entrée suivante :

u = γ0δ1 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ6δ7 ⊕ γ7δ+∞,

les di�érents indicateurs sont :

I ′x1
(u, yo) = faux car ∆(xed1, x

,
s1) = [0, 0],

I ′x2
(u, yo) = vrai car ∆(xed2, x

,
s2) = [3, 3],

I ′x3
(u, yo) = faux car ∆(xed3, x

,
s3) = [0, 0].

La ligne c2 du tableau 6.4 est la ligne qui correspond à ces résultats. Elle indique que la dérive
temporelle de valeur θ = 3 est correctement localisée sur la place p2.

6.3.3 Synchronisation

La structure élémentaire de la synchronisation est rappelée dans la �gure 6.10 et correspond
à plusieurs tandems réunis sur une transition commune. Dans cette �gure, les transitions d'entrée
u1 et u2, reliées aux places p1, p2, ne font pas partie de la structure de synchronisation analysée
dans cette section mais sont nécessaires aux résultats. En e�et, la localisation dépend de la façon
dont les jetons arrivent dans p1 et p2. Pour e�ectuer l'analyse exhaustive, ces deux entrées sont
données par u1 =

⊕
n∈Z γ

nδDu1
(n) et u2 =

⊕
n∈Z γ

nδDu2
(n) avec Du1

(n) et Du2
(n) leur fonction

dateur respective (voir la dé�nition 5.28).
Trois con�gurations d'estimation SAP sont détaillées dans trois tableaux di�érents :

� le tableau 6.5 regroupe les lignes c1-c5 pour lesquelles tous les xi sont estimés SAP,

� le tableau 6.6 présente les lignes c6-c9 pour lesquelles x3 et {x1 ou x2} sont estimés SAP,

� seul l'état x3 est estimé SAP dans les lignes c10-c12 du tableau 6.7.
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Figure 6.10 � Structure élémentaire de synchronisation

Tableau 6.5 (lignes c1-c5) : tous les xi sont estimés SAP

∆(xed1, x
,
s1) ∆(xed2, x

,
s2) ∆(xed3, x

,
s3) Localisation

c1 [0,0] [0,0] [0,0] ∅
c2 [θ,θ] [0,0] [0,0] ou [0,θ] ou [θ,θ] (p1)
c3 [0,0] [θ,θ] [0,0] ou [0,θ] ou [θ,θ] (p2)
c4 [0,0] [0,0] [θ,θ] ∀n ∈ Z, t1 = Du1

(n), t2 = Du2
(n)

p3 si a+ b+ θ + t1 > c+ d+ t2
p4 si a+ b+ t1 < c+ d+ θ + t2

c5 [0,0] [0,0] [0,θ] ∃n ∈ Z, t1 = Du1
(n), t2 = Du2

(n)
p3 si a+ b+ θ + t1 > c+ d+ t2
p4 si a+ b+ t1 < c+ d+ θ + t2

Table 6.5 � Lignes c1-c5 : tous les xi estimés SAP

Dans la ligne c1 pour laquelle les indicateurs renvoient faux car les intervalles sont tous égaux
à [0, 0], il n'y a pas de dérive temporelle. Pour la ligne c2, l'indicateur renvoie faux pour l'état
x2. Cette partie de la structure n'est donc pas concernée par la dérive temporelle. En revanche,
l'indicateur associé à l'état x1 renvoie vrai, tandis que l'indicateur associé à l'état x3 renvoie
plusieurs combinaisons possibles (faux, vrai, avec plusieurs valeurs d'intervalles possibles quand
l'indicateur renvoie vrai). Cela signi�e que la dérive temporelle θ est localisée sur la place p1 ou en
amont et que son e�et se propage dans la structure sur les places en aval de p1 et donc sur l'état
x3 (comme pour la ligne c2 du tableau 6.3 de la structure tandem pour laquelle l'intervalle associé
à x3 est alors égal à [θ, θ]) ou non (absorption de l'e�et par la synchronisation, l'intervalle associé
à x3 est alors égal à [0, 0]) ou les deux (absorption puis propagation de l'e�et, l'intervalle associé à
x3 est alors égal à [0, θ], ce phénomène est expliqué dans la ligne c5 du tableau 6.5). La ré�exion
est identique pour la ligne c3 avec la partie supérieure de la structure.

Dans la ligne c4, les intervalles associés à x1 et x2 sont égaux à [0, 0], la dérive n'est donc pas
située sur la place p1 ou p2 (voir résultats de la structure tandem). Ensuite, l'intervalle associé
à x3 est égal à [θ, θ], deux situations sont alors possibles pour tout n ∈ Z, soit t1 = Du1

(n),
t2 = Du2(n) :

� Lorsque a+ θ + b+ t1 > c+ d+ t2, cela traduit le fait que la dérive temporelle se situe sur
le chemin u1 ⇝ x3 (chemin qui contient les places p1 et p3), chemin le plus long par rapport
au chemin u2 ⇝ x3 (qui contient les places p2 et p4). Comme la dérive temporelle θ n'est pas
située sur p1 (∆(xed1, x

,
s1) = [0, 0]), elle est nécessairement sur la place p3.

� Lorsque a + b + t1 < c + d + θ + t2, la ré�exion est symétrique, la dérive temporelle θ est
nécessairement sur la place p4.

La ligne c5 décrit le cas où l'e�et de la dérive temporelle θ est intermittent, ce qui conduit à
∆(xed3, x

,
s3) = [0, θ]. Dans cet intervalle, la présence d'une borne égale à 0 signi�e en e�et que la

dérive n'est pas continuellement détectée. Les dates de tir des transitions d'entrée u1 et u2 font
que le chemin le plus long entre u1 ⇝ x3 et u2 ⇝ x3 varie et que la dérive est masquée ou non par
la synchronisation. Ainsi, les résultats de localisation sont identiques à ceux de la ligne c4 sous la
condition "il existe une entrée" (∃n ∈ Z) au lieu de la condition "pour toute entrée" (∀n ∈ Z).
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Exemple 6.19. Soit le GET de la �gure 6.10 avec les durées : a = 1, b = 2, c = 3 et d = 4 et une
dérive temporelle θ = 1 sur la place p4. Avec l'entrée suivante :

u1 = u2 = γ0δ1 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ6δ7 ⊕ γ7δ+∞,

les di�érents indicateurs sont :

I ′x1
(u, yo) = faux car ∆(xed1, x

,
s1) = [0, 0],

I ′x2
(u, yo) = faux car ∆(xed2, x

,
s2) = [0, 0],

I ′x3
(u, yo) = vrai car ∆(xed1, x

,
s1) = [1, 1].

La ligne c4 du tableau 6.5 indique que la dérive temporelle peut être sur la place p4. En e�et, pour
chaque événement des entrées u1 et u2, le chemin u2 ⇝ x3 est le plus long parmi les deux chemins
menant à x3 depuis ces entrées, même sans la dérive temporelle. Ainsi, pour t1 = t2 = 1 (premières
occurrences de u1 et u2), on a a+ b+ t1 < c+ d+ t2 ⇒ 1 + 2 + 1 < 3 + 4 + 1⇒ 4 < 8. La dérive
temporelle sur p4 accentue cette di�érence : a+b+t1 < c+d+θ+t2 ⇒ 1+2+1 < 3+4+1+1⇒ 4 < 9.

Tableau 6.6 (lignes c6-c9) : x3 et {x1 ou x2} sont estimés SAP

Dans ce tableau, les états estimés SAP sont soit le couple x1, x3, soit le couple x2, x3. La
notation / indique quelle con�guration est prise en compte dans la localisation. Par exemple dans
la ligne c7, (p1) est la localisation obtenue lorsque x1 et x3 sont estimés SAP, tandis que (p2) est
celle obtenue pour x2, x3.

∆(xed1, x
,
s1)/∆(xed2, x

,
s2) ∆(xed3, x

,
s3) Localisation

c6 [0,0] [0,0] ∅
[0,0] ou

c7 [θ,θ] [0,θ] ou (p1)/(p2)
[θ,θ]

c8 [0,0] [θ,θ] ∀n ∈ Z, t1 = Du1
(n), t2 = Du2

(n)
p3 / (p3) si a+ b+ θ + t1 > c+ d+ t2
(p4)/ p4 si a+ b+ t1 < c+ d+ θ + t2

c9 [0,0] [0,θ] ∃n ∈ Z, t1 = Du1
(n), t2 = Du2

(n)
p3 / (p3) si a+ b+ θ + t1 > c+ d+ t2
(p4) / p4 si a+ b+ t1 < c+ d+ θ + t2

Table 6.6 � Lignes c6-c9 : x3 et {x1 ou x2} estimés SAP

Dans la ligne c6, les indicateurs renvoient faux donc il n'y a pas de dérive temporelle. Dans
la ligne c7, l'indicateur renvoie vrai pour x1/x2 avec l'intervalle [θ, θ]. Cela signi�e que la dérive
temporelle θ est située soit sur la place p1 ou sur une place en amont (si c'est l'état x1 qui est
estimé SAP), soit sur p2 ou en amont (si x2 est estimé SAP, voir résultats de la structure tandem).
Les valeurs de l'intervalle ∆(xed3, x

,
s3) de la transition x3 peuvent varier, cela ne modi�e pas la

localisation de la dérive.
Les lignes c8 et c9 reprennent les résultats des lignes c4 et c5 du tableau 6.5 mais sont moins

précis car le nombre d'états estimés SAP est plus petit. Par exemple, pour la ligne c8, si x1 est
estimé SAP, la dérive est localisée sur p3. Elle ne peut pas être sur p1 car ∆(xed1, x

,
s1) = [0, 0]. De

plus, elle ne peut pas être sur le chemin u2 ⇝ x3 car a + b + θ + t1 > c + d + t2 comme expliqué
pour le tableau précédent. Si x2 est estimé SAP, la localisation est moins précise et donne comme
résultat p3 ou une place en amont de p3. En e�et, seule l'information du chemin le plus long est
disponible (chemin u1 ⇝ x3 qui contient p3).

Tableau 6.7 (lignes c10-c12) : seul x3 est estimé SAP

Dans ce tableau où seul l'état x3 est estimé SAP, les résultats des tableaux précédents sont
repris et généralisés.

Puisque l'indicateur associé à x3 renvoie faux pour la ligne c10, il n'y a pas de dérive temporelle.
Les résultats de localisation des lignes c11 et c12 reprennent les informations des lignes c8 et c9 du
tableau précédent en ne conservant que les éléments entre parenthèses. A nouveau, la localisation
est moins précise car un seul état est estimé SAP.
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∆(xed3, x
,
s3) Localisation

c10 [0,0] ∅
c11 [θ,θ] ∀n ∈ Z, t1 = Du1(n), t2 = Du2(n)

(p3) si a+ b+ θ + t1 > c+ d+ t2
(p4) si a+ b+ t1 < c+ d+ θ + t2

c12 [0,θ] ∃n ∈ Z, t1 = Du1(n), t2 = Du2(n)
(p3) si a+ b+ θ + t1 > c+ d+ t2
(p4) si a+ b+ t1 < c+ d+ θ + t2

Table 6.7 � Lignes c10-c12 : x3 estimé SAP

6.3.4 Boucle sur une même transition

La structure boucle est divisée en deux catégories : boucle sur une même transition et boucle
entre deux transitions di�érentes. Commençons par étudier la boucle sur une même transition
représentée par la �gure 6.11 et dans laquelle il y a une transition d'entrée qui ne fait pas partie
de la structure mais qui est nécessaire pour faire la localisation.

u

p1

a x1

p2

b

. . .

Figure 6.11 � Structure élémentaire de boucle sur une même transition

Le tableau 6.8 détaille l'ensemble des résultats possibles selon les valeurs d'intervalles de l'in-
dicateur associé à la transition x1.

∆(xed1, x
,
s1) Localisation

c1 [0,0] ∅
c2 [θ,θ] (p1)
c3 [0,(nK − 1)× θ] p2

Table 6.8 � Résultat de localisation de la dérive temporelle pour une structure de boucle sur une
même transition

Sur la ligne c1, l'indicateur renvoie faux car ∆(xed1, x
,
s1) = [0, 0]. Cela signi�e qu'il n'y a pas

de dérive temporelle.
Pour les lignes suivantes, soient u =

⊕K
k=0 γ

nkδtk la forme canonique de l'entrée u et celle de la
transition x1 =

⊕K
k=0 γ

n1
kδt

1
k à laquelle on ajoute le monôme ε a�n de prendre en compte le jeton

déjà présent dans la place p2 à t = 0 (ce jeton est considéré présent depuis la date −∞ soit depuis
l'origine des temps). Ainsi :

x1 =
⊕K

k=0 γ
n1
kδt

1
k ⊕ ε,

=
⊕K

k=0 γ
n1
kδt

1
k ⊕ γ+∞δ−∞,

=
⊕K

k=0 γ
n1
kδt

1
k ⊕ γn1

−1δt
1
−1 .

Cet ajout, numéroté par l'indice −1 des exposants de γ et δ (n1
−1 et t1−1) ne change pas la valeur

de la série de x1 (ε est neutre pour l'addition) et doit se faire sur la transition située juste après
la place contenant le jeton présent à l'origine pour que le temps d'arrivée du jeton dans la place
(temps considéré égal à −∞) soit pris en compte dans les calculs des dates de tir de cette transition.

La ligne c2 indique ∆(xed1, x
,
s1) = [θ, θ] ce qui signi�e que la dérive temporelle est sur la place

p1 ou en amont.

Démonstration. L'obtention d'un intervalle avec des bornes identiques montre que l'e�et de la
dérive temporelle est toujours le même. Si cette dérive est située sur p1 ou en amont, toutes les
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dates de tir de x1 sont :

t1k = max(tk + a+ θ, t1k−1 + b) = tk + a+ θ.

Chaque date numérotée k de tir de x1 est retardée par la dérive θ pour chaque date numérotée k
de tir de u, à laquelle on ajoute le temps de séjour a de la place p1. La dérive est tout de suite prise
en compte et son e�et n'évolue pas au cours du temps. Les seules places candidates qui permettent
d'obtenir un tel résultat sont les places situées en amont et en dehors de la boucle, soit la place p1
ou une place en amont.

Dans la ligne c3, l'indicateur renvoie vrai car ∆(xed1, x
,
s1) = [0, (nK − 1) × θ]. Cela indique

que la dérive temporelle est sur la place p2.

Démonstration. L'une des bornes de l'intervalle étant égale à 0, l'e�et de la dérive temporelle
n'apparaît pas immédiatement à cause des jetons déjà présents dans la structure. En e�et, si la
dérive temporelle est située sur p2, le jeton déjà présent dans cette place à t = 0 signi�e que son
temps de séjour n'est pas impacté par cette dérive. Il est donc directement disponible pour le
premier tir de x1. La date du premier tir de x1 dépend alors uniquement de la date du premier tir
de u et la dérive n'est pas détectée :

t10 = max(t0 + a, t1−1 + b) = max(t0 + a,−∞+ b) = t0 + a.

L'analyse de l'autre borne (celle di�érente de 0) montre que la dérive est prise en compte et se
retrouve dans les dates des tirs suivants de x1 :

t11 = max(t1 + a, t10 + b+ θ) = t10 + b+ θ,
t12 = max(t2 + a, t11 + b+ θ) = t11 + b+ θ = (t10 + b+ θ) + b+ θ,
t13 = max(t3 + a, t12 + b+ θ) = t12 + b+ θ = (t10 + b+ θ + b+ θ) + b+ θ,

. . .
t1k = max(tk + a, t1k−1 + b+ ((nK − 1)× θ))) = t1k−1 + b+ ((nK − 1)× θ).

L'accumulation de la valeur de la dérive sur les dates de tir de x1 dépend du nombre nK de tirs de
u (qui est identique au nombre de tirs de x1) moins un. Ainsi, la seule place candidate permettant
d'obtenir l'intervalle [0, (nK − 1) × θ] est la place p2, seule place de la boucle avec un jeton déjà
présent à t = 0.

Exemple 6.20. Soit le GET de la �gure 6.11 avec les durées a = 1 et b = 4 et soit une dérive
temporelle θ = 2 sur la place p2. Avec l'entrée suivante :

u1 = γ0δ1 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ6δ7 ⊕ γ7δ+∞,

l'unique indicateur est :

I ′x1
(u, yo) = vrai car ∆(xed1, x

,
s1) = [0, 12].

Donc d'après le tableau 6.8, la ligne c3 indique que la dérive temporelle est sur la place p2. Sa
valeur est bien θ = 2 car il y a eu 7 tirs de la transition u (= nombre de tirs de x1) ce qui donne :
(nK − 1)× θ = 12⇒ θ = 12÷ (nK − 1) = 12÷ (7− 1) = 12÷ 6 = 2.

6.3.5 Boucle entre deux transitions

La �gure 6.12 représente la structure élémentaire d'une boucle entre deux transitions dans
laquelle à nouveau une transition d'entrée permet d'obtenir les informations nécessaires pour la
localisation.

Le tableau 6.9 regroupe les résultats de localisation selon la con�guration pour laquelle x1 et
x2 sont estimés SAP. La dernière ligne est séparée des autres car il s'agit d'un cas particulier de
cette structure.

La ligne c1 de ce tableau montre qu'il n'y a pas de dérive temporelle.
Pour les autres lignes, soient u =

⊕K
k=0 γ

nkδtk la forme canonique de l'entrée u, celle de la
transition x1 =

⊕K
k=0 γ

n1
kδt

1
k et celle de la transition x2 à laquelle on ajoute le monôme ε a�n de

prendre en compte le jeton déjà présent dans la place p3 à t = 0 :

x2 =
⊕K

k=0 γ
n2
kδt

2
k ⊕ ε,

=
⊕K

k=0 γ
n2
kδt

2
k ⊕ γ+∞δ−∞,

=
⊕K

k=0 γ
n2
kδt

2
k ⊕ γn2

−1δt
2
−1 .
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u

p1

a x1

p2

b x2

p3

c

. . .

Figure 6.12 � Structure élémentaire de boucle entre deux transitions

∆(xed1, x
,
s1) ∆(xed2, x

,
s2) Localisation

c1 [0,0] [0,0] ∅
c2 [θ,θ] [θ,θ] (p1)
c3 [0,(nK − 1)× θ] [0, (nK − 1)× θ] p3
c4 [0,(nK − 1)× θ] [θ,nK × θ] p2

c5 [r1, s1] [r2, s2] p2 ou p3

Table 6.9 � Résultat de localisation de la dérive temporelle pour une structure de boucle entre
deux transitions

La ligne c2 indique que les intervalles associés aux transitions x1 et x2 sont égaux à [θ, θ]. Cela
signi�e que la dérive temporelle θ a lieu soit sur la place p1, soit en amont.

Démonstration. Comme pour la ligne c2 du tableau 6.8, toutes les dates de tir de x1 sont données
par :

t1k = max(tk + a+ θ, t2k−1 + c) = tk + a+ θ.

L'e�et de la dérive est toujours le même et montre qu'elle n'est pas localisée dans la boucle mais
sur la place p1 ou en amont.

Pour la ligne c3, les indicateurs renvoient vrai et les deux intervalles obtenus sont identiques :
[0, (nK − 1)× θ]. La dérive temporelle θ est localisée sur p3, seule place de la boucle contenant un
jeton à t = 0.

Démonstration. La preuve est identique à celle de la ligne c3 du tableau 6.8.

En�n pour la ligne c4, les intervalles associés à x1 et x2 ne sont pas identiques et ont des
bornes di�érentes. La dérive temporelle θ est localisée sur p2.

Démonstration. Comme pour la ligne précédente (ligne c3), la présence de l'unique jeton de la
boucle dans la place située juste avant la transition x1 permet d'obtenir l'intervalle [0, (nK−1)×θ]
pour cette transition, peu importe où est située la dérive entre p2 et p3. En revanche, si la dérive
est située sur p2, la date du premier tir de x2 est :

t20 = t10 + b+ θ,
= max(t0 + a, t2−1 + c) + b+ θ = (t0 + a) + b+ θ,

tandis que les dates suivantes sont :

t21 = t11 + b+ θ
= max(t1 + a, t20 + c) + b+ θ = (t20 + c) + b+ θ
= (t0 + a+ b+ θ + c) + b+ θ,

t22 = t12 + b+ θ
= max(t2 + a, t21 + c) + b+ θ = (t21 + c) + b+ θ
= ((t0 + a+ b+ θ + c) + b+ θ + c) + b+ θ,
. . .

t2k = t1k + b+ θ
= max(tk + a, t2k−1 + c) + b+ θ = (t2k−1 + c) + b+ θ
= (t0 + a) + (nK × b) + ((nK − 1)× c) + (nK × θ).

La valeur de la dérive apparaît dès le premier tir de x2 et est conservée dans la borne minimum
de l'intervalle associé. Sa valeur est ajoutée à chaque nouveau tir donc la borne supérieure de
l'intervalle est égale à (nK × θ).
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En�n, la ligne c5 est un cas particulier de cette localisation car elle correspond à l'hypothèse 2

où νd ̸= 0 avec, pour i ∈ {1, 2}, ri ̸= si et ri ̸= 0. Dans ce cas, la dérive est dans la structure boucle
mais la localisation ne permet pas de di�érencier sur quelle place. Il s'agit d'une généralisation des
lignes c3 et c4.

Démonstration. Les intervalles obtenus pour x1 et x2 étant avec des bornes di�érentes, la dérive
n'est pas située sur p1 ou en amont (ligne c2 du tableau). Elle est donc nécessairement située entre
les places p2 et p3.

Exemple 6.21. Soit le GET de la �gure 6.12 avec les durées a = 1, b = 2 et c = 3 et soit une
dérive temporelle θ = 1 sur la place p2. Avec l'entrée suivante :

u1 = γ0δ1 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ6δ7 ⊕ γ7δ+∞,

les di�érents indicateurs sont :

I ′x1
(u, yo) = vrai car ∆(xed1, x

,
s1) = [0, 6],

I ′x2
(u, yo) = vrai car ∆(xed2, x

,
s2) = [1, 7].

D'après le tableau 6.9, la ligne c4 indique que la dérive temporelle θ = 1 peut être sur la place p2.

6.3.6 Exemples d'associations de structures élémentaires

Cette section présente des exemples d'associations de structures élémentaires pour faire de la lo-
calisation dans des GET plus complexes. Chaque exemple est découpé en trois étapes : décomposer
le GET global par les di�érentes structures élémentaires qui le composent grâce à la connaissance
structurelle du système étudié, appliquer les résultats de localisation pour chaque structure et en�n
regrouper ces informations pour fournir un ensemble de places candidates sous l'hypothèse d'au
plus une seule dérive temporelle présente à tout instant dans le système.

Pour chaque GET complet, un tableau présente les résultats de localisation par structure élé-
mentaire.

� Celui-ci liste les di�érentes structures élémentaires qui composent le GET principal ainsi que
les transitions qui appartiennent à chaque structure et les places potentiellement concernées
par la dérive (colonnes "Structure" et "Trans. et Pl." pour Transitions et Places). Certaines
transitions peuvent appartenir à plusieurs structures (par exemple une transition impliquée
dans une structure tandem et une structure boucle).

� Les intervalles issus de l'étape de détection et obtenus pour chaque état sont récapitulés dans
la colonne "Intervalles".

� Chaque ligne du tableau fournit un ensemble de places candidates {pi} pour la localisation
de la dérive par structure (dernière colonne "Localisation"). Si cet ensemble est vide, la ligne
contient à nouveau le symbole ∅.

Une analyse de ces ensembles est ensuite réalisée pour fournir un unique ensemble de places can-
didates noté PC pour la localisation générale. Pour les exemples traités dans cette section, sous
l'hypothèse d'une seule dérive temporelle présente dans le système à tout instant, cet ensemble est
égal à l'intersection des ensembles obtenus par structure.

Remarque. Il est important de noter que chaque structure étant associée à une ou plusieurs autres
structures (un tandem suivi d'une synchronisation, une boucle sur un tandem...), l'intervalle obtenu
pour un état dans les sections précédentes n'apparaît potentiellement plus sous la même forme que
celui présenté dans les tableaux des résultats par structure. Par exemple, une transition impliquée
dans un tandem et une boucle n'aura pas un intervalle associé avec des bornes identiques comme
c'est le cas pour la structure tandem seule.

Remarque. Rappelons que les indicateurs de l'étape de détection ne fournissent des informations
que sur les états du système. Toutes les analyses de localisation ne sont donc faites que sur les
transitions internes (une synchronisation entre une entrée et une transition interne ne sera pas
analysée, de même pour un parallélisme entre une sortie et une transition interne...).
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Figure 6.13 � GET avec 2 entrées et 3 sorties

Exemple 6.22. Reprenons l'exemple 6.4 dont le GET est repris dans la �gure 6.13 ci-dessous sans
représentation des entrées de perturbations.

Le tableau 6.10 récapitule les informations de localisation par structure de ce GET lorsqu'une
dérive temporelle θ = 1 est présente sur p4.

Trans. et Pl. Structure Intervalles Localisation
1 x1, x2 Boucle ∆(xed1, x

,
s1) = [1, 6] {p3, p4}

p1, p3, p4 ∆(xed2, x
,
s2) = [1, 7]

2 x3, x4 Boucle ∆(xed3, x
,
s3) = [0, 0] ∅

p2, p5, p6 ∆(xed4, x
,
s4) = [0, 0]

3 x2, x4, x5, x6 Synchronisation ∆(xed2, x
,
s2) = [1, 7] {p1, p3, p4}

p1, p3, p4, p7, ∆(xed4, x
,
s4) = [0, 0]

p2, p5, p6, p8, ∆(xed5, x
,
s5) = [1, 1]

p9, p10 ∆(xed6, x
,
s6) = [1, 1]

4 x5, x6 Boucle ∆(xed5, x
,
s5) = [1, 1] {p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8}

∀pi avec i ∈ {1, 10} ∆(xed6, x
,
s6) = [1, 1]

Table 6.10 � Localisation par structure du GET de la �gure 6.13

La ligne 1 du tableau correspond aux transitions x1 et x2 impliquées dans une structure élé-
mentaire de boucle entre deux transitions. Les places considérées dans l'analyse de cette structure
sont celles de la boucle plus celle située juste avant la boucle soit {p1, p3, p4}. Les valeurs des inter-
valles obtenus par l'étape de détection (∆(xed1, x

,
s1) = [1, 6] et ∆(xed2, x

,
s2) = [1, 7]) correspondent

à la ligne c5 du tableau 6.9 ce qui donne une localisation de la dérive sur l'une des places de la
boucle : p3 ou p4.

Remarque. En fait, de manière plus précise, les transitions x1 et x2 sont impliquées dans deux
structures tandem (x1 ⇝ x2 et x2 ⇝ x1) qui composent une structure boucle. D'ailleurs, les valeurs
des intervalles obtenus par l'étape de détection pour ces transitions ont des bornes di�érentes ce
qui est typique d'une structure boucle.

Le découpage et l'analyse de la ligne 2 est similaire à la ligne c1 avec les transitions x3 et
x4. En revanche, d'après les valeurs des intervalles, il n'y a pas de dérive temporelle dans cette
partie du GET, donc pas de dérive sur les places p2, p5 ni p6. La ligne 3 implique les transi-
tions x2, x4, x5 et x6 qui forment une structure de synchronisation. Les places concernées par
cette structure sont toutes celles situées en amont de la transition de synchronisation x5 soit
{p1, p3, p4, p7, p2, p5, p6, p8, p9, p10}. D'après les résultats de localisation pour une telle structure et

2. Pour les autres lignes de ce tableau, νd = 0.
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de telles valeurs d'intervalles (ligne c2 du tableau 6.5), les places candidates pour la dérive tem-
porelle sont {p1, p3, p4}. En�n, la ligne 4 présente une autre structure boucle entre les transitons
x5 et x6 qui impliquent les places de la boucle {p9, p10} ainsi que toutes les places en amont
{p1, p2, ..., p7, p8}. Les intervalles associés aux transitions sont identiques ce qui correspond à la
ligne c2 du tableau 6.9. Ainsi, la dérive n'est pas localisée dans la boucle mais en amont de la
boucle, c'est-à-dire sur l'une des places de l'ensemble : {p1, p2, . . . , p7, p8}.

Les di�érents éléments de la localisation doivent maintenant être analysés et regroupés a�n de
ne proposer qu'un ensemble cohérent de places candidates pour ce GET complet et ce premier jeu
de valeurs d'intervalles obtenus par la détection. L'intersection de tous les ensembles de la colonne
Localisation donne cet ensemble PC de place candidate :

PC = {p3, p4} ∩ {p1, p3, p4} ∩ {p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8},
= {p3, p4}.

La dérive temporelle est donc localisée soit sur la place p3, soit sur la place p4.

Exemple 6.23. Le tableau 6.11 contient un deuxième ensemble de valeurs d'intervalles obtenus
par l'étape de détection de dérive pour le GET de la �gure 6.13. Cette fois-ci, la dérive θ = 1 est
présente sur p2.

Trans. et Pl. Structure Intervalles Localisation
1 x1, x2 Boucle ∆(xed1, x

,
s1) = [0, 0] ∅

p1, p3, p4 ∆(xed2, x
,
s2) = [0, 0]

2 x3, x4 Boucle ∆(xed3, x
,
s3) = [1, 1] {p2}

p2, p5, p6 ∆(xed4, x
,
s4) = [1, 1]

3 x2, x4, x5 Synchronisation ∆(xed2, x
,
s2) = [0, 0] {p2, p5, p6}

p1, p3, p4, p7 ∆(xed4, x
,
s4) = [1, 1]

p2, p5, p6, p8 ∆(xed5, x
,
s5) = [1, 1]

p9, p10 ∆(xed6, x
,
s6) = [1, 1]

4 x5, x6 Boucle ∆(xed5, x
,
s5) = [1, 1] {p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8}

∀pi avec i ∈ {1, 10} ∆(xed6, x
,
s6) = [1, 1]

Table 6.11 � Deuxième jeu d'intervalles pour la localisation par structure du GET de la �gure 6.13

L'analyse est identique à celle de l'exemple précédent. Ainsi, d'après ce tableau, la dérive
temporelle est localisée sur la place p2 :

PC = {p2} ∩ {p2, p5, p6} ∩ {p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8},
= {p2}.

Exemple 6.24. Le tableau 6.12 récapitule les informations liées à un troisième ensemble de valeurs
d'intervalles pour le GET de la �gure 6.13 avec une dérive θ = 1 sur p10.

Trans. et Pl. Structure Intervalles Localisation
1 x1, x2 Boucle ∆(xed1, x

,
s1) = [0, 0] ∅

p1, p3, p4 ∆(xed2, x
,
s2) = [0, 0]

2 x3, x4 Boucle ∆(xed3, x
,
s3) = [0, 0] ∅

p2, p5, p6 ∆(xed4, x
,
s4) = [0, 0]

3 x2, x4, x5 Synchronisation ∆(xed2, x
,
s2) = [0, 0] {p9, p10}

p1, p3, p4, p7, ∆(xed4, x
,
s4) = [0, 0]

p2, p5, p6, p8, ∆(xed5, x
,
s5) = [0, 6]

p9, p10 ∆(xed6, x
,
s6) = [1, 7]

4 x5, x6 Boucle ∆(xed5, x
,
s5) = [0, 6] {p10}

∀pi avec i ∈ {1, 10} ∆(xed6, x
,
s6) = [1, 7]

Table 6.12 � Troisième jeu d'intervalles pour la localisation par structure du GET de la �gure 6.13

Puisque les lignes 1-2 du tableau ne contiennent que des intervalles égaux à [0, 0], il n'y a
pas de dérive temporelle dans les places {p1, p2, p3, p4, p5, p6}. Pour la ligne 3, le raisonnement est
identique à celui de la ligne c3 du tableau 6.10 (avec le premier ensemble de valeurs d'intervalles).
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Cette fois-ci, les places concernées par la dérive et situées en amont de x5 sont les places de la
boucle entre x5 et x6 soit {p9, p10}. En�n, les valeurs de la ligne 4 font référence à la ligne c4 du
tableau 6.9 et permettent de dé�nir une unique place candidate {p10}.

L'analyse globale peut maintenant être faite en e�ectuant l'intersection des ensembles trouvés
de places candidates :

PC = {p9, p10} ∩ {p10},
= {p10}.

La dérive temporelle est localisée sur la place p10.

Exemple 6.25. Soit le GET de la �gure 6.14 avec 2 entrées u1, u2 et 4 sorties y1, y2, y3, y4.

u1

p1

1 x1

p10

0 y3
p3

2

p8

0
p4

1

p11

0 y4

x2 y1

u2

p2

3 x3

p7

1

p9

0

p5

2

p6

1

x4 y2

Figure 6.14 � GET avec 2 entrées et 4 sorties

Les di�érentes matrices du système sont :

A =


. . . .

γ0δ2 . . γ0δ1

γ0δ2 . γ1δ1 .
. . γ0δ1 .

 , B =


γ0δ1 .
. .
. γ0δ3

. .

 , C =


. γ0δ0 . .
. . . γ0δ0

γ0δ0 . . .
. . γ0δ0 .

 ,

tandis que la matrice L est :

L =


. . γ0δ0 .

γ0δ0 γ0δ1 γ0δ4(γ1δ1)∗ γ0δ2(γ1δ1)∗

. . γ0δ2(γ1δ1)∗ γ0δ0(γ1δ1)∗

. γ0δ0 γ0δ3(γ1δ1)∗ γ0δ1(γ1δ1)∗


Si les entrées suivantes sont appliquées au GET :

u1 = u2 = γ0δ1 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ6δ7 ⊕ γ7δ+∞.

on obtient les états estimés SAP xed :

xed =


γ0δ2 ⊕ γ1δ3 ⊕ γ2δ4 ⊕ γ3δ5 ⊕ γ4δ6 ⊕ γ5δ7 ⊕ γ6δ8 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ6 ⊕ γ1δ8 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ12 ⊕ γ4δ14 ⊕ γ5δ16 ⊕ γ6δ18 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ4 ⊕ γ1δ6 ⊕ γ2δ8 ⊕ γ3δ10 ⊕ γ4δ12 ⊕ γ5δ14 ⊕ γ6δ16 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ5 ⊕ γ1δ7 ⊕ γ2δ9 ⊕ γ3δ11 ⊕ γ4δ13 ⊕ γ5δ15 ⊕ γ6δ17 ⊕ γ7δ+∞,


et les états x,

s du modèle sans faute comparable aux états xed :

x,
s =


γ0δ2 ⊕ γ1δ3 ⊕ γ2δ4 ⊕ γ3δ5 ⊕ γ4δ6 ⊕ γ5δ7 ⊕ γ6δ8 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ6 ⊕ γ1δ7 ⊕ γ2δ8 ⊕ γ3δ9 ⊕ γ4δ10 ⊕ γ5δ11 ⊕ γ6δ12 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ4 ⊕ γ1δ5 ⊕ γ2δ6 ⊕ γ3δ7 ⊕ γ4δ8 ⊕ γ5δ9 ⊕ γ6δ10 ⊕ γ7δ+∞

γ0δ5 ⊕ γ1δ6 ⊕ γ2δ7 ⊕ γ3δ8 ⊕ γ4δ9 ⊕ γ5δ10 ⊕ γ6δ11 ⊕ γ7δ+∞.
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Le tableau 6.13 récapitule les informations de localisation par structure de ce GET avec une
dérive θ = 1 sur p6.

Trans. et Pl. Structure Intervalles Localisation
1 x1, x2, x4 Synchronisation ∆(xed1, x

,
s1) = [0, 0] {p1, p2, p5, p6, p7}

p1, p3, p2, p5, p6, p7, p4 ∆(xed2, x
,
s2) = [0, 6]

∆(xed4, x
,
s4) = [0, 6]

2 x3 Boucle ∆(xed3, x
,
s3) = [0, 6] {p6}

p1, p5, p2, p6
3 x3, x1 Synchronisation ∆(xed3, x

,
s3) = [0, 6] {p6}

p1, p5, p6 ∆(xed1, x
,
s1) = [0, 0]

4 x3 et x4 Tandem ∆(xed3, x
,
s3) = [0, 6] {p1, p2, p5, p6}

p1, p5, p2, p6, p7 ∆(xed4, x
,
s4) = [0, 6]

Table 6.13 � Résumé des di�érentes structures dans le GET général

La ligne 1 du tableau correspond aux transitions x1, x2 et x4 qui sont en structure élémentaire
de synchronisation. Les places concernées sont toutes celles situées en amont de la transition de
synchronisation x2 soit {p1, p3, p2, p5, p6, p7, p4}. D'après les résultats de localisation pour une telle
structure et de telles valeurs d'intervalles (ligne c3 du tableau 6.5), les places candidates pour la
dérive temporelle sont {p2, p3, p4, p5, p6, p7}. La ligne 2 correspond à une boucle sur une même
transition x3. D'après la ligne c3 du tableau 6.8 de la localisation d'une telle structure, il n'y a
qu'une seule place candidate, il s'agit de la place de la boucle p6. La ligne 3 est une synchronisation
sur la transition x3 entre elle-même et la transition x1. Comme indiqué en remarque au début de
cette section, la place p2 n'est pas prise en compte dans cette structure car elle relie la transition
x3 à la transition d'entrée u2. D'après la ligne c3 du tableau 6.5, la faute est localisée sur p6
ou en amont ce qui donne une seule place candidate, la place p6. En�n, la ligne 4 récapitule les
informations du tandem entre les transitions x3 et x4. D'après la ligne c2 du tableau 6.3, l'ensemble
des places candidates sont toutes les places en amont de la transition x3.

Les di�érents éléments de la localisation sont regroupés a�n de proposer un ensemble PC de
places candidates à la dérive temporelle pour ce GET. L'intersection de tous les ensembles de la
colonne Localisation est la suivante :

PC = {p1, p2, p5, p6, p7} ∩ {p6} ∩ {p2, p4, p5, p6, p7},
= {p6}.

La dérive temporelle est située sur la place p6.

Les di�érents exemples présentés dans cette section montrent qu'une décomposition d'un GET
en plusieurs structures élémentaires, suivi d'une analyse des résultats de localisation par structure
permet une localisation globale de la dérive temporelle dans le GET. Cependant, cette localisation
globale demande pour l'instant beaucoup d'analyse et de véri�cation manuelle d'un expert. Le
processus peut être amélioré et de nombreux éléments doivent encore être étudiés. Une première
amélioration est l'automatisation de la décomposition du GET. Pour le moment la décomposition
d'un GET complet se fait en observant la structure du système. Une analyse algorithmique de la
matrice A, qui contient les liens entre les transitions internes, permettrait d'obtenir directement
cette décomposition en parcourant ses di�érents monômes a�n de dé�nir quelles sont les struc-
tures élémentaires qui les unissent. De plus, comme nous avons pu le constater dans les exemples,
certaines structures, telles que la boucle, sont plus englobantes que d'autres dans les valeurs des
intervalles. Un classement des structures doit donc être réalisé pour a�ner la décomposition via
la matrice A. Il faut également s'assurer que l'analyse globale réalisée dans les exemples traités
par une simple intersection des localisations par structure est toujours possible et correcte pour
obtenir l'ensemble PC de places candidates à la dérive temporelle dans le GET complet.

Remarque. Il est possible que les valeurs des intervalles ne correspondent pas à une localisation
cohérente dans les résultats par structure élémentaire. Une explication possible pour ce type de
résultats et que l'hypothèse d'une seule dérive temporelle présente dans le système à tout instant
ne tient plus. Le système peut contenir plusieurs dérives temporelles et l'étape de localisation ne
peut se faire telle que présentée dans ce chapitre.
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6.4 Synthèse du chapitre

Ce chapitre présente la méthode de détection et de localisation de dérives temporelles sur des
systèmes (max,+)-linéaires avec observateurs. Dans un premièr temps, on introduit les systèmes
(max,+)-linéaires avec perturbations et la mise en place d' un observateur sur ce type de système.

Dans un second temps, une méthode pour caractériser les dérives temporelles comme des per-
turbations est proposée a�n de pouvoir exploiter l'observateur. Puis, à partir de cet observateur,
on met en place un premier indicateur de dérives temporelles sur les états du GET.

Pour améliorer la détection des dérives temporelles sur les états, on met ensuite en place un
�ltrage des états pour ne prendre en compte que les perturbations. Grâce aux �ltrages des états,
l'indicateur est plus précis ce qui permet de dé�nir des règles systématiques fondées sur les struc-
tures élémentaires du GET pour établir la localisation de la dérive temporelle sous l'hypothèse
qu'elle est unique.





Chapitre 7

Détection de dérives temporelles
dans des systèmes intervalles

Ce chapitre présente une méthode de détection de dérives temporelles dans les systèmes (max,+)-
linéaires à temps intervalles. Il s'agit de systèmes dont les temps manipulés ne sont plus des temps
�xes mais appartiennent à des intervalles. Ces systèmes permettent de représenter des durées
d'opérations soumises à des variations (par exemple des temps de transport de pièces entre deux
équipements, des temps de processus qui di�èrent selon l'équipement utilisé...) et dont ne connaît
exactement qu'une borne inférieure et une borne supérieure. Ces systèmes peuvent être représentés
mathématiquement par des dioïdes intervalles. Les GET des chapitres 5 et 6 peuvent alors être
vus comme un cas particulier des GET intervalles avec des intervalles dits "dégénérés", c'est-à-dire
avec des bornes inférieures et supérieures identiques.

Ce chapitre propose une approche pour la détection de dérives temporelles dans ces GET inter-
valles. La dé�nition d'une dérive temporelle détectable est ici renforcée par rapport à la dé�nition
du chapitre 4 utilisée dans le chapitre 6, mais le terme dérive temporelle est toujours utilisé pour
désigner une dérive temporelle détectable. Les hypothèses de la détection sont les suivantes : il y
a plusieurs dérives temporelles possibles au même instant dans le GET (hypothèse identique à
celle de la partie détection du chapitre 6), les dérives temporelles peuvent être des avances ou des
retards (contrairement au chapitre précédent qui ne traite que des retards), les entrées et sorties
sont mesurées et connues (hypothèse identique à la partie détection du chapitre précédent), un
indicateur booléen est proposé pour chaque sortie observée yo en fonction de la connaissance du
système (matrice de transfert H) et de l'entrée u (pas d'utilisation d'observateur (max,+) pour
estimer les états). Cet indicateur utilise les résultats de la comparaison entre la sortie observée
et la sortie du modèle sans faute ys, comparaison réalisée à partir de la résiduation. Il utilise des
ensembles des sorties acceptables pour un système donné et est levé si une dérive temporelle est
détectée.

7.1 Théorie des dioïdes intervalles

Les dioïdes intervalles sont une extension des dioïdes présentés dans le chapitre 5. Ils repré-
sentent le fait qu'un élément du dioïde n'est plus un scalaire mais un intervalle muni de deux
bornes : une borne minimale et une borne maximale. Ces deux bornes peuvent être identiques, on
parle alors d'intervalle dit dégénéré (cela revient alors à manipuler les dioïdes du chapitre 5).

Cette section présente les di�érentes dé�nitions nécessaires aux dioïdes intervalles d'après les
documents [Lho03], [LS01] et [BHRM13]. Ces éléments sont utilisés dans la section suivante pour
dé�nir les systèmes (max,+)-linéaires à temps intervalles et les GET intervalles. Tout comme dans
les chapitres précédents, le dioïde principalement utilisé est le dioïde intervalle issu deMax

in Jγ, δK
noté : I(Max

in Jγ, δK).

Dé�nition 7.1 (Intervalle dans un dioïde). Un intervalle fermé 1 dans un dioïde D s'écrit :

x = [x, x] avec x, x ∈ D

1. L'utilisation des intervalles fermés est utilisée pour avoir une analyse usuelle des intervalles. De plus, du point
de vue industriel, cela garantit qu'une opération se fait bien dans l'intervalle de temps donné.
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et satisfait :
x = {x ∈ D|x ⪯ x ⪯ x}.

Remarque. Dans cette dé�nition et par la suite, la notation en gras est utilisée pour désigner un
intervalle.

Remarque. Un intervalle dégénéré représente un intervalle pour lequel la borne inférieure est la
même que la borne supérieure, soit x = [x, x] avec x = x. Un tel intervalle est noté plus simplement
x (sans la mise en forme en gras).

Dé�nition 7.2 (Ensemble des intervalles d'un dioïde). L'ensemble des intervalles fermés d'un
dioïde D est noté I(D). Soient x = [x, x] et y = [y, y] deux intervalles appartenant à I(D), les
opérateurs internes de cet ensemble sont :

x⊕y = [x⊕ y, x⊕ y],
x⊗y = [x⊗ y, x⊗ y].

(7.1)

Les éléments neutres sont ε = [ε, ε] pour la somme ⊕ et e = [e, e] pour le produit ⊗.

Théorème 7.1 ([Lho03]). L'ensemble des intervalles fermés I(D) muni des opérateurs ⊕ et ⊗ est
un dioïde.

Dé�nition 7.3 (Relation d'ordre). L'opérateur ⊕ engendre une relation d'ordre canonique ⪯ dans
I(D) telle que :

∀a,b ∈ I(D), a ⪯ b ⇔ a ⪯ b et a ⪯ b.

Théorème 7.2 ([LS01],[Lho03]). Pour tout x,y ∈ I(D) l'intervalle x⊕y est le plus petit intervalle
de I(D) contenant l'ensemble {x ⊕ y|x ∈ x, y ∈ y}. De même, l'intervalle x⊗y est le plus petit
intervalle de I(D) contenant l'ensemble {x⊗ y|x ∈ x, y ∈ y}.

Dé�nition 7.4. Soit Π une application isotone dé�nie sur un dioïde D, l'application Π s'applique
sur le dioïde I(D) telle que Π(x) = {Π(x)|x ∈ x} = [Π(x),Π(x)].

Dé�nition 7.5. Soient D un dioïde complet et un sous-ensemble C ⊆ I(D). La dé�nition de la
somme in�nie est la suivante : ⊕

x∈C
x = [

⊕
x∈C

x,
⊕
x∈C

x].

Dé�nition 7.6. Si D est un dioïde complet alors I(D) est un dioïde complet.

Dé�nition 7.7. L'opérateur étoile de Kleene (dé�nition 5.17) dé�ni sur I(D) est tel que :

∀a ∈ I(D), a∗ = [a∗, a∗].

En s'appuyant sur les dé�nitions et résultats précédents, le dioïde intervalle I(Max
in Jγ, δK) est

présenté. Il permet de représenter les systèmes (max,+)-linéaires intervalles et les GET intervalles
correspondants.

Dé�nition 7.8 (Dioïde intervalle I(Max
in Jγ, δK)). Le dioïde intervalle I(Max

in Jγ, δK) est formé de
l'ensemble des intervalles fermés x surMax

in Jγ, δK muni des opérateurs ⊗ et ⊕. D'après la dé�nition
7.6, le dioïdeMax

in Jγ, δK étant complet, le dioïde I(Max
in Jγ, δK) est complet.

Un élément de I(Max
in Jγ, δK) correspond à l'ensemble des séries comprises entre la série de la

borne minimale et la série de la borne maximale de l'intervalle. Rappelons qu'une série deMax
in Jγ, δK

peut être représentée graphiquement par l'association de ses fonctions dateur et compteur (voir
�gure 5.9 du chapitre 5). C'est cette représentation qui est choisie dans ce chapitre pour le tracé
des bornes minimale et maximale d'un intervalle de I(Max

in Jγ, δK).

Exemple 7.1. Soit la série intervalle p = [p, p] = [γ3δ0 ⊕ γ4δ1 ⊕ γ5δ2 , γ0δ1 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ4δ5] ∈
I(Max

in Jγ, δK) représentée graphiquement sur la �gure 7.1. Les points de coordonnées (0,1), (2,3) et
(4,5) correspondent à la borne maximale p de l'intervalle p. Les points de coordonnées (3,0), (4,1)
et (5,2) correspondent à sa borne maximale p.
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Figure 7.1 � Représentation de l'intervalle p = [p, p] ∈ I(Max
in Jγ, δK)

7.2 Modélisation des systèmes (max,+)-linaires à temps in-
tervalles

Les systèmes (max,+)-linéaires à temps intervalles sont des systèmes dont les temps ne sont
plus des temps �xes mais appartiennent à des intervalles. La représentation d'état d'un tel sys-
tème est identique à celle de l'équation (5.23) du chapitre 5 mais dé�nie dans le dioïde intervalle
I(Max

in Jγ, δK) telle que : {
x = Ax ⊕ Bu,

y = Cx,

avec u ∈ I(Max
in Jγ, δK)p×1 le vecteur d'entrée (p entrées), x ∈ I(Max

in Jγ, δK)n×1 le vecteur d'état,
y ∈ I(Max

in Jγ, δK)q×1 le vecteur de sortie (q sorties), A ∈ I(Max
in Jγ, δK)n×n la matrice de connexion

entre les états, B ∈ I(Max
in Jγ, δK)n×p la matrice de connexion entre les états et les entrées, et

C ∈ I(Max
in Jγ, δK)q×n la matrice de connexion entre les états et les sorties.

La fonction de transfert permettant de représenter l'in�uence des entrées sur les sorties du
système peut s'exprimer par la matrice H ∈ I(Max

in Jγ, δK)q×p telle que :

H = CA∗B.

Cette matrice est calculée par la transformation de la représentation d'état grâce au théorème
de l'étoile de Kleene (théorème 5.2 et dé�nition 7.7) appliqué au dioïde intervalle et permettant
d'obtenir cette relation entrée/sortie :

y = CA∗Bu.

Exemple 7.2. Soit le GET représenté par la �gure 7.2. Les matrices de sa représentation d'état
sont les suivantes :

A =


. [γ1δ0, γ1δ0] . . . .

[γ0δ2, γ0δ5] . . . . .
. . . [γ1δ0, γ1δ0] . .
. . [γ0δ1, γ0δ3] . . .
. [γ0δ1, γ0δ3] . [γ0δ2, γ0δ5] . [γ1δ0, γ1δ0]
. . . . [γ0δ1, γ0δ2] .

,

B =



[γ0δ0, γ0δ0] .
. .
. [γ0δ0, γ0δ0]
. .
. .
. .


, C =

(
. . . . . [γ0δ0, γ0δ0]

)
.

Tout comme pour les matrices de la représentation d'état d'un système classique dans le dioïde
Max

in Jγ, δK, les exposants de γ représentent les décalages événementiels du système tandis que les
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u1 [0, 0]

p1

x1 [2, 5]

p4

x2

[1, 3]

p7

u2 [0, 0]

p2

x3 [1, 3]

p5

x4

[2, 5]

p8
x5 [1, 2]

p10

x6 [0, 0]

p11

y

[0, 0]

p3

[0, 0]

p6

[0, 0]

p9

Eq2

Eq1

Eq3

Figure 7.2 � Représentation d'un GET intervalle à 2 entrées et 1 sortie

exposants de δ représentent les décalages temporels. Plus précisément pour le temps, chaque borne
inférieure des monômes, représentant chaque place du GET, contient la borne inférieure de l'in-
tervalle temporel associé à la place. Cela correspond au temps de séjour minimal obligatoire que
les jetons doivent subir en arrivant dans la place. Les bornes supérieures contiennent les bornes
supérieures des intervalles temporels. Cela correspond au temps de séjour maximal possible pour
cette place (sans prendre en compte les temps supplémentaires dus à d'éventuelles synchronisa-
tions). Ainsi, par exemple dans la matrice A, l'élément A(1, 0) = [γ0δ2, γ0δ5] correspond à la place
située entre la transition x1 et la transition x2. L'intervalle temporel de cette place est [2, 5]. La
valeur minimale 2 se retrouve dans l'exposant de δ de la borne minimale du monôme γ0δ2, la valeur
maximale 5 se retrouve dans l'exposant de δ de la borne maximale du monôme γ0δ5.

La matrice de transfert du système est :

H = CA∗B =
(
[γ0δ4(γ1δ2)∗, γ0δ10(γ1δ5)∗] [γ0δ4(γ1δ1)∗, γ0δ10(γ1δ3)∗]

)
.

Si ce GET est soumis à l'intervalle dégénéré suivant comme les entrées :

u = [u, u] = u1 = u2 avec :
u = u = γ0δ1 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ6δ7 ⊕ γ7δ+∞.

la sortie est alors (voir �gure 7.3) :

y = [y, y]
[γ0δ5 ⊕ γ1δ7 ⊕ γ2δ9 ⊕ γ3δ11 ⊕ γ4δ13 ⊕ γ5δ15 ⊕ γ6δ17 ⊕ γ7δ+∞,
γ0δ11 ⊕ γ1δ16 ⊕ γ2δ21 ⊕ γ3δ26 ⊕ γ4δ31 ⊕ γ5δ36 ⊕ γ6δ41 ⊕ γ7δ+∞].

La �gure 7.3 représente les bornes y ⪯ y de la sortie y. La borne inférieure y est plus rapide que la
borne supérieure y car elle est celle qui prend en compte toutes les bornes inférieures des intervalles
temporels situés sur les places du GET. La borne supérieure y est quant à elle plus lente que la
borne inférieure car elle prend en compte tous les temps maximaux des intervalles situés sur les
places du GET.

7.3 Etude des sorties d'un système (max,+)-linéaire à temps
intervalle

Cette section présente les dé�nitions mises en place pour calculer la distance temporelle entre
les bornes de la sortie y = [y, y] d'un système (max,+)-linéaire à temps intervalles. À partir de
ces dé�nitions, nous proposons un ensemble de sorties acceptables pour le système connaissant
son entrée u et sa fonction de transfert H. Les conditions de ces ensembles sont utilisées dans les
indicateurs de dérives temporelles sur les systèmes à temps intervalles dans la section suivante.
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Figure 7.3 � Représentation de la sortie y = [y, y] du GET

7.3.1 Mesure de la distance temporelle du système

Dans un premier temps, la distance temporelle entre les bornes d'une sortie y = [y, y] d'un
système (max,+)-linéaire à temps intervalles est calculée pour une entrée u et une fonction de
transfert H données. Graphiquement, il s'agit de tous les écarts verticaux entre la borne minimale
y et la borne maximale y, eux-mêmes bornés par l'intervalle de décalages temporels donné dans la
dé�nition 5.37 du chapitre 5.

Dé�nition 7.9 (Distance temporelle d'un système). Soit la sortie intervalle y = Hu = [y, y] avec
u ∈ I(Max

in Jγ, δKp×1) et H ∈ I(Max
in Jγ, δKq×p). La distance temporelle du système avec y comme

référence 2 est bornée par l'intervalle :

∆y = [Dy◦/y(0);−Dy◦/y(0)] = [∆y,∆y].

La distance temporelle du système avec y comme référence est bornée par l'intervalle :

∆y = [Dy◦/y(0);−Dy◦/y(0)] = [∆y,∆y].

Remarque. La dé�nition 7.9 est une distance donnée selon deux références di�érentes : y et y. La
borne inférieure selon y est l'opposé de la borne supérieure selon y : ∆y = −∆y ; la borne supérieure

selon y est l'opposé de la borne inférieure selon y : ∆y = −∆y. Donc le calcul de l'une des deux
distances su�t à obtenir l'autre distance.

Exemple 7.3. Soit le GET intervalle représenté par la �gure 7.4.

u

p1

[1, 2] x1

p2

[1, 4] x2

p3

[0, 1]
p4

[2, 4] y

Figure 7.4 � Un GET intervalle avec 1 entrée et 1 sortie

Sa représentation d'état est :
x =

(
[ε, ε] [γ1δ0, γ1δ1]

[γ0δ1, γ0δ4] [ε, ε]

)
x⊕

(
[γ0δ1, γ0δ2]

[ε, ε]

)
u,

y =
(
[ε, ε] [γ0δ2, γ0δ4]

)
x.

Ce qui donne comme fonction de transfert :

H =
(
[γ0δ4(γ1δ1)∗, γ0δ10(γ1δ5)∗]

)
.

2. Elément à partir duquel le décalage est mesuré.
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Si ce GET est soumis à l'intervalle dégénéré suivant comme entrée :

u = [u, u] avec :
u = u = γ0δ1 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ6δ7 ⊕ γ7δ+∞,

la sortie, illustrée sur la �gure 7.5a est alors :

y = [y, y]
= [γ0δ5 ⊕ γ1δ6 ⊕ γ2δ7 ⊕ γ3δ8 ⊕ γ4δ9 ⊕ γ5δ10 ⊕ γ6δ11 ⊕ γ7δ+∞,

γ0δ11 ⊕ γ1δ16 ⊕ γ2δ21 ⊕ γ3δ26 ⊕ γ4δ31 ⊕ γ5δ36 ⊕ γ6δ41 ⊕ γ7δ+∞].

Les calculs de y◦/y et de y◦/y sont représentés �gure 7.5b et donnent :

y◦/y = γ0δ−30 ⊕ γ1δ−25 ⊕ γ2δ−20 ⊕ γ3δ−15 ⊕ γ4δ−10 ⊕ γ5δ−5 ⊕ γ6δ0 ⊕ γ7δ+∞,
y◦/y = γ0δ6 ⊕ γ1δ11 ⊕ γ2δ16 ⊕ γ3δ21 ⊕ γ4δ26 ⊕ γ5δ31 ⊕ γ6δ36 ⊕ γ7δ+∞.

Ainsi, les distances temporelles du système sont :

∆y = [−30,−6], ∆y = [6, 30].

Les valeurs absolues des bornes sont identiques à un échange borne inférieure-borne supérieure
près, ce qui est cohérent car elles représentent des écarts similaires. Il n'y a que la référence du
calcul qui change. Avec y comme référence, les bornes de ∆y sont négatives (y ⪰ y), il s'agit bien
de l'écart depuis la série y vers la série y donc une mesure faite de haut en bas. À l'inverse, avec
y comme référence, les bornes de ∆y sont positives (y ⪯ y) car il s'agit de l'écart depuis y vers y
(mesure de bas en haut).
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(a) Représentation de y et y
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(b) Représentation de y◦/y et y◦/y

Figure 7.5 � Distance temporelle d'un système

7.3.2 Sorties acceptables d'un système

Après avoir dé�ni la distance temporelle d'un système, c'est-à-dire l'intervalle contenant tous
les décalages temporels possibles entre les bornes minimale et maximale de la sortie, l'ensemble
des sorties acceptables permettant de caractériser le système est dé�ni.

Dé�nition 7.10 (Ensemble des sorties acceptables d'un système). L'ensemble des sorties accep-
tables d'un système est noté Yacc et regroupe toutes les sorties y ∈ Max

in Jγ, δK qui respectent la
condition suivante :

y
s
⪯ y ⪯ ys.

où y
s
= [y

s
, ys] = Hu avec H ∈ I(Max

in Jγ, δKq×p) la fonction de transfert du système et u ∈
I(Max

in Jγ, δKp×1) une entrée connue.

Proposition 7.3. Une sortie y ∈ Max
in Jγ, δK est une sortie acceptable, et donc appartient à l'en-

semble Yacc, si et seulement si les deux conditions suivantes sont vraies :

−Dys◦/y(0) ∈ [∆ys
, 0], (7.2)

Dy◦/y
s
(0) ∈ [0 , ∆y

s
]. (7.3)
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Démonstration. Rappelons la dé�nition 5.37 de l'intervalle de décalages temporels entre deux séries
a et b de Max

in Jγ, δK ∆(a, b) = [Db◦/a(0);−Da◦/b(0)] avec a comme série de référence ; ainsi que la
dé�nition 7.9 de la distance temporelle du système entre les bornes y et y de sa sortie. L'équation
(7.2) utilise cette distance temporelle avec y comme référence tandis que l'équation (7.3) l'utilise
avec y comme référence.

(⇒) Considérons une sortie acceptable y ∈Max
in Jγ, δK. Lorsque y = ys :

� −Dys◦/y(0) = −Dys◦/ys
(0) = 0 ∈ [∆ys

, 0] donc l'équation (7.2) est véri�ée.

� Dy◦/y
s
(0) = Dys◦/y

s
(0) = ∆y

s
∈ [0 , ∆y

s
] donc l'équation (7.3) est véri�ée.

Lorsque y = y
s
:

� −Dys◦/y(0) = −Dys◦/y
s
(0) = ∆ys

∈ [∆ys
, 0] donc l'équation (7.2) est véri�ée.

� Dy◦/y
s
(0) = Dy

s
◦/y

s
(0) = 0 ∈ [0 , ∆y

s
] donc l'équation (7.3) est véri�ée.

En�n, lorsque y
s
⪯ y ⪯ ys (avec y ̸= y

s
, y ̸= ys) :

� Lorsque y ̸= ys, −Dys◦/y(0) ̸= 0. De plus, puisque y ⪯ ys, y est situé graphiquement en-
dessous de ys donc la distance temporelle avec ys comme référence sera à valeur négative soit
−Dys◦/y(0) < 0.

D'autre part, lorsque y ̸= y
s
, −Dys◦/y(0) ̸= ∆ys

. De plus, puisque y
s
⪯ y, y est situé graphi-

quement au-dessus de y
s
donc la distance temporelle avec y

s
comme référence sera supérieure

à ∆ys
soit −Dys◦/y

s
(0) > ∆ys

.

Par conséquent, si y évolue entre y
s
et ys, ∆ys

< −Dys◦/y(0) < 0. L'équation (7.2) est véri�ée.

� De la même manière, puisque y évolue entre y
s
et ys, 0 < Dy◦/y

s
(0) < ∆y

s
. L'équation (7.3)

est véri�ée.

(⇐)

� Si ∆(ys, y) = [Dy◦/ys
(0);−Dys◦/y(0)] = [0; 0], alors il n'y a pas de décalage temporel entre y

et ys donc y = ys. Il s'agit d'une sortie acceptable véri�ant l'équation (7.2). Cela implique
que Dy◦/y

s
(0) = Dys◦/y

s
(0) = ∆y

s
donc y est une sortie acceptable véri�ant l'équation (7.3).

� Si ∆(y
s
, y) = [Dy◦/y

s
(0);−Dy

s
◦/y(0)] = [0; 0], alors il n'y a pas de décalage temporel entre y et

y
s
donc y = y

s
. Il s'agit d'une sortie acceptable véri�ant l'équation (7.3). Cela implique que

−Dys◦/y(0) = −Dys◦/y
s
(0) = ∆ys

donc y est une sortie acceptable véri�ant l'équation (7.2).

� Si −Dys◦/y(0) ∈ [∆ys
, 0] (la condition (7.2) est véri�ée), alors y ⪯ ys, et si Dy◦/y

s
(0) /∈

[0 , ∆y
s
] (la condition (7.3) n'est pas véri�ée), alors (y ⪯ y

s
et y ̸= y

s
). Par conséquent y est

acceptable vis-à-vis de ys mais pas vis-à-vis de y
s
donc y /∈ [y

s
, ys].

De même, si −Dys◦/y(0) /∈ [∆ys
, 0] (la condition (7.2) n'est pas véri�ée), alors (y ⪰ ys

et y ̸= ys), et si Dy◦/y
s
(0) ∈ [0 , ∆y

s
] (la condition (7.3) est véri�ée), alors y ⪰ y

s
. Par

conséquent y est acceptable vis-à-vis de y
s
mais pas vis-à-vis de ys donc y /∈ [y

s
, ys].

Ainsi, pour que y ∈ [y
s
, ys], il faut que les conditions (7.2) et (7.3) soient véri�ées. Si l'une

des deux est fausse, peu importe laquelle, y n'est pas dans l'intervalle [y
s
, ys].

Exemple 7.4. Reprenons l'exemple 7.3 avec le GET de la �gure 7.4 pour lequel les sorties sont
représentées par les séries en bleu sur la �gure 7.6. Les distances temporelles du système sont
∆ys

= [∆ys
,∆ys

] = [−30,−6] et ∆y
s
= [∆y

s
,∆y

s
] = [6, 30]. La sortie y1 = γ0δ7 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ12 ⊕

γ3δ15 ⊕ γ4δ20 ⊕ γ5δ25 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ+∞ représentée en vert sur la �gure est une sortie acceptable
car :

−Dys◦/y(0) = −4 ∈ [∆ys
, 0] = [−6, 0] voir équation (7.2),

Dy◦/y
s
(0) = 2 ∈ [0 , ∆y

s
] = [0, 6] voir équation (7.3).
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La sortie y2 = γ0δ4 ⊕ γ1δ5 ⊕ γ2δ6 ⊕ γ3δ7 ⊕ γ4δ8 ⊕ γ5δ9 ⊕ γ6δ10 ⊕ γ7δ+∞ représentée en rouge sur
la �gure n'est pas une sortie acceptable car :

−Dys◦/y(0) = −7 /∈ [∆ys
, 0] = [−6, 0] voir équation (7.2),

Dy◦/y
s
(0) = −1 /∈ [0 , ∆y

s
] = [0, 6] voir équation (7.3).
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Figure 7.6 � Représentation de la sortie acceptable y1 et de la sortie non acceptable y2 par rapport
à l'intervalle y

s
= [y

s
, ys]

La proposition suivante est une extension de la proposition 7.3 sur une sortie intervalle y au
lieu d'une sortie unique y.

Proposition 7.4. Toutes les sorties contenues dans l'intervalle y = [y, y] ∈ I(Max
in Jγ, δK) sont des

sorties acceptables, et donc appartiennent à l'ensemble Yacc, si et seulement si les deux conditions
suivantes sont vraies :

−Dys◦/y(0) ∈ [∆ys
, 0], (7.4)

Dy◦/y
s
(0) ∈ [0 , ∆y

s
]. (7.5)

Démonstration. Puisque y ⪯ y, la démonstration de cette proposition est la même que celle de la
proposition 7.3 avec :

� y = y pour l'équation (7.4) à la place de l'équation (7.2),

� y = y pour l'équation (7.5) à la place de l'équation (7.3).

7.4 Détection de dérives temporelles dans un système (max,+)-
linéaire à temps intervalles

À partir des dé�nitions des sorties acceptables pour un système (max,+)-linéaire à temps inter-
valles, deux fonctions de détection de dérives temporelles sont maintenant présentées : l'une pour
une sortie observée certaine représentant une observation exacte de la sortie réelle du système,
l'autre pour une sortie observée incertaine représentant un intervalle d'observations dont on ne
connaît que les bornes minimale et maximale.

Une sortie certaine y = [y, y] est une sortie exprimée par un intervalle dégénéré de I(Max
in Jγ, δK),

c'est-à-dire que la borne inférieure est identique à la borne supérieure y = y. Comme indiquée en
début de section 7.1, une telle sortie est plus simplement notée y (sans la mise en forme en gras).
Une sortie incertaine y = [y, y] est un intervalle classique où y ⪯ y .

Les hypothèses faites pour les indicateurs sont les suivantes : l'entrée u, entrée intervalle, et la
fonction de transfert H sont connues, les sorties du modèle sans faute sont calculées y

s
= [y

s
, ys] =

Hu, la mesure d'une sortie yo du système réel est une sortie certaine ou incertaine. Les indicateurs
font la comparaison entre cette observation du système réel et la sortie du modèle sans faute
du système. De plus, a�n de dé�nir les indicateurs de ce chapitre, la dé�nition 4.4 d'une dérive
temporelle détectable donnée dans le chapitre 4 doit être renforcée dans le cas des GET intervalles.
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Dé�nition 7.11 (Dérive temporelle détectable dans un GET intervalles). Une dérive temporelle
θ ∈ Z située sur une place p d'un GET intervalles est détectable si au moins l'une des transitions
de sortie observable en aval de cette place (yoi telle que p ⇝ yoi) n'appartient plus à l'ensemble
des sorties acceptables Yacc, soit yoi /∈ [y

s
, ys].

Par la suite, nous continuons d'utiliser le simple terme de dérive temporelle pour désigner une
dérive temporelle détectable.

7.4.1 Indicateur dans les cas d'une sortie certaine

Le premier indicateur de dérives temporelles présenté est celui dans le cas d'une sortie observée
certaine noté yo. Cet indicateur véri�e que la sortie yo est acceptable d'après les conditions des
équations (7.2) et (7.3).

Dé�nition 7.12 (Indicateur pour une sortie certaine). Soient u l'entrée appliquée au système et
H sa fonction de transfert, l'indicateur de dérive temporelle associé à la sortie certaine yo est noté
I(u, yo) et est dé�ni par la fonction booléenne suivante :

I(u, yo) =


faux si pour y

s
= Hu,

−Dys◦/yo
(0) ∈ [∆ys

, 0] et Dyo◦/y
s
(0) ∈ [0,∆y

s
],

vrai sinon.

Proposition 7.5. L'indicateur I(u, yo) renvoie vrai si et seulement si une dérive temporelle est
présente dans le système.

Démonstration. La proposition 7.3 assure que la sortie yo est acceptable par rapport aux sorties
du modèle sans faute y

s
= Hu si et seulement si les équations (7.2) et (7.3) sont exactes. Si la

sortie est acceptable, il n'y a pas de dérive temporelle 3 dans le système, l'indicateur renvoie faux.
Si elle n'est pas acceptable (au moins l'une des deux conditions de (7.2) et (7.3) est fausse), une
dérive temporelle est nécessairement présente, l'indicateur renvoie vrai.

Exemple 7.5. Reprenons l'exemple 7.3 avec le GET de la �gure 7.4. Une première sortie certaine
observée du système dans lequel aucune dérive temporelle n'est présente est :

yo1 = γ0δ7 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ13 ⊕ γ3δ16 ⊕ γ4δ19 ⊕ γ5δ22 ⊕ γ6δ25 ⊕ γ7δ+∞.

Elle est représentée �gure 7.7 avec les sorties du modèle sans faute y
s
. Les calculs de ys◦/yo1 et
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Figure 7.7 � Représentation de la sortie certaine yo1 et des sorties du modèle sans faute y
s

yo1◦/ys donnent les résultats suivants :

ys◦/yo1 = γ0δ4 ⊕ γ1δ9 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ19 ⊕ γ4δ24 ⊕ γ5δ29 ⊕ γ6δ34 ⊕ γ7δ+∞,
yo1◦/ys = γ0δ2 ⊕ γ1δ5 ⊕ γ2δ8 ⊕ γ3δ11 ⊕ γ4δ14 ⊕ γ5δ17 ⊕ γ6δ20 ⊕ γ7δ+∞.

3. Au sens de la dé�nition 7.11.
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Ainsi, l'indicateur obtenu pour cet exemple est :

I(u, yo1) = faux car −Dys◦/yo1
(0) = −4 ∈ [−6, 0] et Dyo1◦/y

s
(0) = 2 ∈ [0, 6].

Il n'y a pas de dérive temporelle détectée dans ce système pour cette sortie observée.

Exemple 7.6. Soit une seconde sortie observée certaine pour le GET de la �gure 7.4 avec une
dérive temporelle θ = 1 sur p2 :

yo2 = γ0δ10 ⊕ γ1δ16 ⊕ γ2δ22 ⊕ γ3δ28 ⊕ γ4δ34 ⊕ γ5δ40 ⊕ γ6δ46 ⊕ γ7δ+∞

Elle est représentée �gure 7.8 avec les sorties du modèle sans faute y
s
. Les calculs de ys◦/yo2 et
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Figure 7.8 � Représentation de la sortie certaine yo2 et des sorties du modèle sans faute y
s

yo2◦/ys donnent les résultats suivants :

ys◦/yo2 = γ0δ−5 ⊕ γ1δ1 ⊕ γ2δ7 ⊕ γ3δ13 ⊕ γ4δ19 ⊕ γ5δ25 ⊕ γ6δ31 ⊕ γ7δ+∞,
yo2◦/ys = γ0δ5 ⊕ γ1δ11 ⊕ γ2δ17 ⊕ γ3δ23 ⊕ γ4δ29 ⊕ γ5δ35 ⊕ γ6δ41 ⊕ γ7δ+∞.

L'indicateur obtenu pour cet exemple est alors :

I(u, yo1) = vrai car −Dys◦/yo2
(0) = 5 /∈ [−6, 0] et Dyo2◦/y

s
(0) = 5 ∈ [0, 6].

Une dérive temporelle est détectée.

Exemple 7.7. Reprenons à présent l'exemple 7.2 avec le GET de la �gure 7.2. Les distances
temporelles du système sont :

∆ys
= [∆ys

,∆ys
] = [−24,−6],

∆y
s

= [∆y
s
,∆y

s
] = [6, 24],

donc les intervalles à prendre en compte pour la détection de dérives temporelles sont :

[0,∆y
s
] = [0, 6],

[∆ys
, 0] = [−6, 0].

Soit une première sortie observée certaine du système pour lequel aucune dérive temporelle n'est
présente :

yo1 = γ0δ10 ⊕ γ1δ14 ⊕ γ2δ18 ⊕ γ3δ22 ⊕ γ4δ26 ⊕ γ5δ30 ⊕ γ6δ34 ⊕ γ7δ+∞.

Elle est représentée �gure 7.9 avec les sorties du modèle sans faute y
s
. L'indicateur obtenu pour

cet exemple est alors :

I(u, yo1) = faux car −Dys◦/yo1
(0) = −1 ∈ [−6, 0] et Dyo1◦/y

s
(0) = 5 ∈ [0, 6].

Il n'y a pas de dérive temporelle dans ce système pour cette sortie yo1.
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Figure 7.9 � Représentation de la sortie certaine yo1 et des sorties du modèle sans faute y
s
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Figure 7.10 � Représentation de la sortie certaine yo2 et des sorties du modèle sans faute y
s

Exemple 7.8. Soit une seconde sortie observée certaine pour le GET de la �gure 7.2 avec une
dérive temporelle θ = 1 sur p4 :

yo2 = γ0δ12 ⊕ γ1δ18 ⊕ γ2δ24 ⊕ γ3δ30 ⊕ γ4δ36 ⊕ γ5δ42 ⊕ γ6δ48 ⊕ γ7δ+∞.

Elle est représentée �gure 7.10 avec les sorties du modèle sans faute y
s
. L'indicateur obtenu pour

cet exemple est alors :

I(u, yo1) = vrai car −Dys◦/yo2
(0) = 7 /∈ [−6, 0] et Dyo2◦/y

s
(0) = 7 /∈ [0, 6].

Une dérive temporelle est détectée.

7.4.2 Indicateur dans les cas d'une sortie incertaine

Le second indicateur de dérives temporelles est celui dans le cas d'une sortie observée incertaine
notée y

o
= [y

o
, yo]. Cet indicateur, qui est une extension de l'indicateur dé�ni en 7.12, véri�e que

la sortie y
o
est acceptable d'après les conditions des équations (7.4) et (7.5).

Dé�nition 7.13 (Indicateur pour une sortie incertaine). Soient u l'entrée appliquée au système
et H sa fonction de transfert, l'indicateur de dérive temporelle associé à la sortie incertaine y

o
est

noté I(u, y
o
) et est dé�ni par la fonction booléenne suivante pour y

s
= Hu :

I(u,y
o
) =


faux si −Dys◦/yo

(0) ∈ [∆ys
, 0] et Dy

o
◦/y

s
(0) ∈ [0,∆y

s
],

vrai si −Dys◦/yo
(0) /∈ [∆ys

, 0] et Dy
o
◦/y

s
(0) /∈ [0,∆y

s
],

incertain sinon.

Proposition 7.6. L'indicateur I(u,y
o
) renvoie vrai si une dérive temporelle est présente dans le

système.
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Démonstration. La proposition 7.4 assure que l'ensemble des sorties observées de l'intervalle y
o
=

[y
o
, yo] est acceptable par rapport aux sorties du modèle sans faute y

s
= Hu si et seulement si les

équations (7.4) et (7.5) sont véri�ées. Si la sortie est acceptable, il n'y a pas de dérive temporelle 4

dans le système, l'indicateur renvoie faux. Si elle n'est pas acceptable (les deux conditions de (7.4)
et (7.5) sont fausses), une dérive temporelle est nécessairement présente, l'indicateur renvoie vrai.
Si l'une des conditions parmi les équations (7.4) et (7.5) est fausse mais que l'autre est vraie, on
ne peut pas conclure sur la présence ou non de la dérive temporelle. Les intervalles y

o
et y

s
se

chevauchent, on ne sait pas où se situe la sortie réelle au sein de y
o
. L'indicateur renvoie alors la

valeur "incertain".

Exemple 7.9. Reprenons le GET 7.2 de l'exemple 7.2 pour lequel∆ys
= [−24,−6] et∆y

s
= [6, 24].

Soit une première sortie observée incertaine du système pour lequel aucune dérive temporelle n'est
présente :

yo1 = [y
o1
, yo1]

= [γ0δ8 ⊕ γ1δ11 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ17 ⊕ γ4δ20 ⊕ γ5δ23 ⊕ γ6δ26 ⊕ γ7δ+∞,
γ0δ10 ⊕ γ1δ14 ⊕ γ2δ18 ⊕ γ3δ22 ⊕ γ4δ26 ⊕ γ5δ30 ⊕ γ6δ34 ⊕ γ7δ+∞].

Elle est représentée �gure 7.11 avec les sorties du modèle sans faute y
s
. Les calculs de ys◦/yo1 et
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Figure 7.11 � Représentation de la sortie incertaine yo1 et des sorties du modèle sans faute y
s

y
o1

◦/y
s
donnent les résultats suivants :

ys◦/yo1 = γ0δ5 ⊕ γ1δ9 ⊕ γ2δ13 ⊕ γ3δ17 ⊕ γ4δ21 ⊕ γ5δ25 ⊕ γ6δ29 ⊕ γ7δ+∞,
y
o1

◦/y
s

= γ0δ3 ⊕ γ1δ6 ⊕ γ2δ9 ⊕ γ3δ12 ⊕ γ4δ15 ⊕ γ5δ18 ⊕ γ6δ21 ⊕ γ7δ+∞.

L'indicateur obtenu pour cet exemple est alors :

I(u,yo1) = faux car −Dys◦/yo1
(0) = −5 ∈ [−6, 0] et Dy

o1
◦/y

s
(0) = 3 ∈ [0, 6].

Il n'y a pas de dérive temporelle détectée.

Exemple 7.10. Soit une deuxième sortie observée incertaine pour le GET de la �gure 7.2 avec
deux dérives temporelles : θ = 2 sur p7 et θ = 3 sur p10 :

yo2 = [y
o2
, yo2]

= [γ0δ13 ⊕ γ1δ18 ⊕ γ2δ23 ⊕ γ3δ28 ⊕ γ4δ33 ⊕ γ5δ38 ⊕ γ6δ43 ⊕ γ7δ+∞,
γ0δ14 ⊕ γ1δ20 ⊕ γ2δ26 ⊕ γ3δ32 ⊕ γ4δ38 ⊕ γ5δ44 ⊕ γ6δ50 ⊕ γ7δ+∞].

représentée �gure 7.12 avec les sorties du modèle sans faute y
s
. Les calculs de ys◦/yo2 et y

o2
◦/y

s
donnent les résultats suivants :

ys◦/yo2 = γ0δ−9 ⊕ γ1δ−3 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ9 ⊕ γ4δ15 ⊕ γ5δ21 ⊕ γ6δ27 ⊕ γ7δ+∞,
y
o2

◦/y
s

= γ0δ8 ⊕ γ1δ13 ⊕ γ2δ18 ⊕ γ3δ23 ⊕ γ4δ28 ⊕ γ5δ33 ⊕ γ6δ38 ⊕ γ7δ+∞.

4. Au sens de la dé�nition 7.11.
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Figure 7.12 � Représentation de la sortie incertaine yo2 et des sorties du modèle sans faute y
s

L'indicateur obtenu pour cet exemple est alors :

I(u,yo2) = vrai car −Dys◦/yo2
(0) = 9 /∈ [−6, 0] et Dy

o2
◦/y

s
(0) = 8 /∈ [0, 6].

Une dérive temporelle est détectée pour ce système avec cette sortie incertaine.

Exemple 7.11. Soit une troisième sortie observée incertaine, représentée �gure 7.13, pour le GET
de la �gure 7.2 avec une dérive temporelle θ = 3 sur p10 :

yo3 = [y
o3
, yo3]

= [γ0δ10 ⊕ γ1δ14 ⊕ γ2δ18 ⊕ γ3δ22 ⊕ γ4δ26 ⊕ γ5δ30 ⊕ γ6δ34 ⊕ γ7δ+∞,
γ0δ14 ⊕ γ1δ20 ⊕ γ2δ26 ⊕ γ3δ32 ⊕ γ4δ38 ⊕ γ5δ44 ⊕ γ6δ50 ⊕ γ7δ+∞].
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Figure 7.13 � Représentation de la sortie incertaine yo3 et des sorties du modèle sans faute y
s

Les calculs de ys◦/yo3 et yo3◦/ys donnent les résultats suivants :

ys◦/yo3 = γ0δ−9 ⊕ γ1δ−3 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ9 ⊕ γ4δ15 ⊕ γ5δ21 ⊕ γ6δ27 ⊕ γ7δ+∞,
y
o3

◦/y
s

= γ0δ5 ⊕ γ1δ9 ⊕ γ2δ13 ⊕ γ3δ17 ⊕ γ4δ21 ⊕ γ5δ25 ⊕ γ6δ29 ⊕ γ7δ+∞.

L'indicateur obtenu pour cet exemple est alors :

I(u,yo3) = incertain car −Dys◦/yo3
(0) = 9 /∈ [−6, 0] et Dy

o3
◦/y

s
(0) = 3 ∈ [0, 6].

Cela signi�e qu'on ne peut pas conclure si une dérive temporelle est présente dans le système ou
non car l'une des bornes de la sortie observée y

o3
est dans l'intervalle des sorties acceptables alors

que l'autre yo3 ne l'est pas. L'incertitude sur la sortie ne nous permet pas de savoir avec exactitude
où se situe la sortie réelle du système ni de détecter si une dérive temporelle est présente ou non.
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7.5 Synthèse du chapitre

Ce chapitre présente les dé�nitions liées aux dioïdes intervalles permettant de faire une mo-
délisation des systèmes (max,+)-linéaires à temps intervalles. Ces systèmes représentés par des
GET intervalles sont des systèmes dont les opérations (temps de transport, de processus...) sont
soumises à des durées variables dont on ne connaît que la borne minimale, soit le comportement
le plus rapide, et la borne maximale, soit le comportement le plus lent.

Les sorties acceptables caractérisant ces systèmes sont dé�nies et utilisées dans l'indicateur de
dérives temporelles pour une sortie certaine issue d'une observation exacte, et dans l'indicateur
pour une sortie incertaine issue d'un intervalle d'observations. L'indicateur avec sortie certaine
peut être utilisé pour faire une détection des dérives temporelles sur les modèles d'étapes que nous
avons dé�nis au chapitre 4.

Le chapitre suivant présente un exemple de l'utilisation de cette méthode de détection avec des
données réelles de l'usine. Le modèle étudié est celui d'une opération constituée de deux étapes,
étapes formellement décrite dans le chapitre 4. Cependant, la modélisation de ce problème industriel
ne permet pas d'obtenir un unique système (max,+)-linéaire intervalle et son GET associé. En
revanche, nous avons obtenu deux GET di�érents permettant de représenter deux comportements
temporels de l'étape : l'un est utilisé comme borne minimale car il modélise la durée minimale
de l'étape, soit son comportement le plus rapide ; l'autre est utilisé comme borne maximale pour
modéliser le comportement le plus lent. Nous pouvons ainsi appliquer notre méthode de détection
de dérive temporelle proposée pour les systèmes intervalles.



Chapitre 8

Exemple de diagnostic de dérives
temporelles pour une opération de
l'usine

Ce chapitre présente un exemple d'une mise en place de nos méthodes de diagnostic de dérives
temporelles pour une opération de l'usine en particulier sur une journée d'activité. Les dérives tem-
porelles qu'on cherche à détecter et localiser sont les retards entre les dates plani�ées de production
des lots et les dates des lots e�ectivement produits. Ces méthodes sont appliquées sur les modèles
GET d'une étape dé�nis dans le chapitre 4. Les données de l'outil de plani�cation OPERA et
celles de l'historique de la production présentées dans le chapitre 2 sont utilisées pour représenter
les trajectoires des entrées et sorties des GET.

Dans un premier temps, la méthode de détection par intervalles du chapitre 7 est appliquée.
La complexité du problème industriel n'ayant pas permis d'obtenir un seul GET intervalle pour
modéliser une étape mais deux GET classiques, ces deux GET sont utilisés en tant que borne
minimale, comportement le plus rapide de l'étape, et borne maximale, comportement le plus lent,
de la dynamique du système. Ensuite, a�n de réaliser une localisation des dérives temporelles
détectées, les observateurs présentés dans le chapitre 6 sont mis en oeuvre.

8.1 Présentation générale de l'exemple étudié

L'exemple étudié est une opération o sur des lots de plaques pour une journée d'activité. Cette
opération d'une brique d'une route est constituée de la succession de deux étapes notées s1 et s2.
Elle se fait pour une technologie te donnée (voir sections 4.2.1 et 4.2.2 du chapitre 4). Les modèles
utilisés pour représenter cette opération de deux étapes sont issus de la modélisation GET d'une
étape dé�nie en section 4.2.3 du chapitre 4.

Cette opération est étudiée pour une plani�cation de lots à produire durant la journée du
15 novembre 2020. Cette journée fait partie d'une plani�cation d'une semaine qui débute le 13
novembre 2020 (les plani�cation sont faites à la semaine) et dont les informations sont issues du
�chier LOTSPROJECTION d'OPERA (�chier dé�ni dans la sous-section 2.1.2 du chapitre 2). De
plus, il est important de préciser que pour STMicroelectronics, une journée démarre à 5h du matin
et dure 24h. Donc l'origine temporel de la journée étudiée est le 15 novembre à 5h. Puisque l'étude
porte sur une opération, les données historiques utilisées pour connaître la production réelle des
lots sur cette opération sont issues du �chier MOUV_OUT qui agrège les informations du �chier
TGVHistorique (�chier dé�ni dans la sous-section 2.1.2 du chapitre 2) au niveau de l'opération.

Les méthodes de diagnostic de dérives temporelles des chapitres 6 et 7 sont dé�nies pour des
données connues et mesurées. Ainsi :

� Les entrées u des GET qui représentent l'opération sont les données issues de l'historique.

� Ces entrées permettent d'obtenir les sorties des modèles sans faute ys de l'opération connais-
sant les fonctions de transfert H des GET.

� En�n, les sorties mesurées yo sont les données issues de l'historique de production, ce sont
elles qui sont comparées aux sorties ys.
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8.2 Transformation des données de l'usine en séries deMax
in Jγ, δK

Pour appliquer les méthodes de diagnostic des chapitres 6 et 7, les données issues des �chiers
de l'usine doivent être transformées en séries du dioïdeMax

in Jγ, δK pour servir d'entrée connue u et
de sortie observée yo des GET qui modélisent une étape.

8.2.1 Transformation des données de l'historique en entrée u

La colonne StepOut du �chier historique MOUV_OUT 1 fournit les dates de sortie d'une étape
pour chaque lot. La sortie d'une étape pour un lot correspondant à son entrée dans l'étape suivante,
ces informations vont nous servir pour représenter les dates et nombre de lots en entrée de l'étape
s1 et donc de l'opération o. À partir de cette colonne, la �gure 8.1 donne pour chaque heure de la
journée étudiée le nombre de lots en entrée de l'opération. Si une heure n'est pas représentée sur
l'axe des abscisses (par exemple 7h, 9h, 11h..., 19h, 21h, 23h...), c'est qu'aucun lot n'entre dans
l'opération pour cette heure-là. La première barre correspond à 1 lot en entrée le 15 novembre à
5h, la seconde montre que 2 lots entrent dans l'opération à 6h (aucun lot n'a été plani�é à 7h),
etc. Les informations de ce graphique sont utilisées pour modéliser l'entrée u historique des GET
d'une opération en tant que série deMax

in Jγ, δK.

Remarque. Si la méthode de détection par intervalle nécessite des séries u appartenant au dioïde
I(Max

in Jγ, δK), les informations de l'historique pour cette opération sur cette journée étant uniques,
elles peuvent être transformées en une série dégénérée du dioïde intervalle. Pour plus de simplicité,
nous traiterons ces séries directement comme des séries deMax

in Jγ, δK.

Figure 8.1 � Nombre de lots en entrée de l'opération o par heure, données historiques

Dans la série u ∈ Max
in Jγ, δK obtenue à partir de la �gure, les valeurs des exposants de γ

correspondent aux nombres de lots qui sont entrés dans l'opération et les valeurs des exposants de
δ aux heures de ces entrées. L'historique étudié démarre le 15 novembre à 5h, heure à laquelle le
premier lot entre dans l'opération. Donc le premier événement de la série u, numéroté 0, a pour
date 0. Ensuite, le graphique indique que 2 lots, numérotés 1 et 2, entrent dans l'opération à 6h,
soit à la date 1 (= 1h après le début de la journée du 15 novembre à 5h). Cela donne comme
premiers monômes de la série :

γ0δ0 ⊕ γ1δ1 ⊕ γ2δ1.

Ensuite, deux autres lots, numérotés 3 et 4 entrent à nouveau dans l'opération à 8h (aucun lot
n'entre à 7h) soit 2h après les lots précédents (événements numéros 1 et 2 de la série), soit à la
date 3 = 1 + 2. Si on ajoute cette information aux monômes déjà obtenus, cela donne :

γ0δ0 ⊕ γ1δ1 ⊕ γ2δ1 ⊕ γ3δ3 ⊕ γ4δ3.

1. Données du �chier TGVHistorique agrégées au niveau de l'opération.
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Ce début de série peut être simpli�é (le monôme γ2δ1 disparaît) grâce aux règles de la représenta-
tion minimale d'une série (dé�nition 5.27) :

γ0δ0 ⊕ γ1δ1 ⊕ γ3δ3 ⊕ γ4δ3.

Cette transformation et simpli�cation s'appliquent pour tout le reste du graphique et permettent
d'obtenir la série u suivante :

u = γ0δ0 ⊕ γ1δ1 ⊕ γ3δ3 ⊕ γ5δ5 ⊕ γ7δ9 ⊕ γ9δ10 ⊕ γ10δ11 ⊕ γ11δ12⊕
γ12δ15 ⊕ γ13δ17 ⊕ γ14δ20 ⊕ γ15δ21 ⊕ γ19δ22 ⊕ γ20δ23 ⊕ γ21δ+∞.

On peut constater que les informations de la première barre du graphique sont réparties dans les
deux premiers monômes de la série u : l'information temporelle de la date d'entrée se retrouve
sur l'exposant de δ du premier monôme (0), l'information événementielle du nombre 2 de lots est
l'exposant de γ du deuxième monôme (1). Les informations de la deuxième barre se retrouvent
alors dans les monômes 2 et 3 de la série. La date d'entrée des lots est l'exposant de δ du deuxième
monôme (1), le nombre de lots (2) se retrouve dans la di�érence entre les exposants de γ des
monômes γ3δ3 et γ1δ1 soit 3 - 1 = 2. Etc. pour la troisième barre... En�n, cette journée compte 21
lots, information traduite en série de Max

in Jγ, δK par le dernier monôme γ21δ+∞ (puisque les lots
sont numérotés de 0 à 20).

8.2.2 Transformation des données de l'historique en sortie yo

A nouveau, la colonne StepOut du �chier historique MOUV_OUT est utilisé pour retrouver
les dates de sortie des lots par opération ainsi que le nombre de lots pour chaque date, a�n de
transformer ces données de sortie observable du système en série deMax

in Jγ, δK. À partir de cette
colonne, la �gure 8.2 donne pour chaque heure de la journée étudiée le nombre de lots en sortie de
l'opération o.

Pour la journée étudiée du 15 novembre 5h, le premier lot sort de l'opération à 6h, le second à
7h, puis 3 lots sortent à 8h, aucun lot ne sort entre 9h et 13h, puis 3 lots sortent à 14h, etc. Pour
que le nombre de lots en sortie de l'opération soit identique au nombre de lots en entrée (21 lots
sont entrés), l'historique doit être analysé jusqu'au 16 novembre à 5h (date à laquelle le 21ème lot
sort de l'opération).

Figure 8.2 � Nombre de lots sortis de l'opération o par heure, données historiques

La méthode de transformation des données de l'usine en série de Max
in Jγ, δK expliquée pour

l'obtention des entrées u à partir de l'historique, est appliquée sur ce graphique pour obtenir la
sortie yo ∈ Max

in Jγ, δK. Les valeurs des exposants de γ correspondent donc aux nombres de lots
produits et les valeurs des exposants de δ aux heures de sortie de ces lots. Le premier monôme de
la série est γ0δ1 étant donné que le premier lot, numéroté 0, sort de l'opération à 6h, soit 1h après

2. Information di�érente du numéro du lot qui est l'exposant de γ du premier monôme (0).
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le début de la journée étudiée (15 novembre à 5h) donc à la date 1. La série yo obtenue est la série
suivante :

yo = γ0δ1 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ5δ9 ⊕ γ8δ10 ⊕ γ9δ11 ⊕ γ11δ12⊕
γ12δ16 ⊕ γ15δ17 ⊕ γ17δ19 ⊕ γ18δ23 ⊕ γ20δ24 ⊕ γ21δ+∞.

8.3 Modélisation de l'opération

L'opération o étudiée dans l'exemple de ce chapitre est une opération constituée de deux étapes
successives s1 et s2. La modélisation par GET de cette opération se fait à partir des modèles dé�nis
dans la section 4.2.3 du chapitre 4. Ces modèles sont véri�és grâce aux informations d'OPERA.
A partir de l'entrée de plani�cation uopera, on calcule l'intervalle des sorties acceptables produites
par ces GET [ymin

v , ymax
v ] et on véri�e si la sortie plani�ée par OPERA yOPERA (issue de l'entrée

plani�ée) est bien contenue dans cet intervalle. En�n, les sorties ys des modèles GET sont calculées
à partir de l'entrée mesurée u (entrée de l'historique calculée dans la section 8.2.1) et connaissant
les fonctions de transfert H des GET (Hmin et Hmax).

8.3.1 Modèles GET de l'opération

Commençons par les modèles GET de l'opération. Dans le chapitre 4, les GET 4.12 et 4.13,
repris ci-dessous par les �gures 8.3 et 8.4, représentent une étape d'une opération selon deux
con�gurations temporelles di�érentes. Le premier prend en compte la durée moyenne minimale
de l'étape CTMin. Ce modèle est celui que nous choisissons pour représenter le comportement le
plus rapide de l'étape. Le second prend en compte le temps moyen d'attente CTWait et la durée
moyenne de processus de l'étape CTTH. Ce fonctionnement est plus lent que le fonctionnement du
premier modèle. Ce modèle est choisi pour représenter le comportement le plus lent de l'étape.

Figure 8.3 � GET d'une étape avec la durée CTMIN

Figure 8.4 � GET d'une étape avec les durées CTWait et CTTH

L'opération o sera donc modélisée selon ces deux comportements temporels di�érents. Pour
représenter la con�guration des deux étapes s1 et s2 de l'opération avec la durée CTMin, on répète
deux fois de suite le GET 8.3. Le GET obtenu est nommé GETmin et est représenté �gure 8.5.
L'entrée u est le StepIn de la première étape s1, sa sortie y est le StepOut de la seconde étape s2.
Les transitions internes sont nommées par xi. La transition StepOut de l'étape s1 est fusionnée
dans la transition x3 avec la transition StepIn de l'étape s2.
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Figure 8.5 � GETmin = GET de l'opération o avec les durées CTMIN

La même modélisation est faite pour la con�guration avec les durées CTWait et CTTH. Le
GET obtenu est nommé GETmax et est représenté sur la �gure 8.6.

Figure 8.6 � GETmax = GET de l'opération o avec les durées CTWait et CTTH

D'après les données d'OPERA et les calculs réalisés sur ces données, les valeurs des durées
CTMin, CTWait, CTTH des deux étapes s1 et s2 de l'opération o sont données en minutes dans
le tableau 8.1. Si les séries présentées dans ce chapitre sont décrites en heures (u, yo, ...), elles sont
traduites en minutes dans notre mise en oeuvre a�n d'être cohérentes avec les modèles GET dont
les durées sont des minutes.

Les matrices de transfert de ces GET 8.5 et 8.6 (de dimension (1 × 1) car une seule entrée et
une seule sortie) sont notées respectivement Hmin et Hmax et ont pour valeur :

Hmin = (γ0δ209),
Hmax = (γ0δ542).

(8.1)

8.3.2 Véri�cation de la modélisation

Nous véri�ons ces modèles par les données de plani�cation d'OPERA. L'idée est qu'à partir de
l'entrée plani�ée pour l'opération, nommée uOPERA, l'intervalle des sorties acceptables des GET
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CTTH CTWait CTMin
s1 30 202 76
s2 53 257 133

Table 8.1 � Les di�érentes durées (en minutes) des étapes s1 et s2 de l'opération o

[ymin
v , ymax

v ] pour cette plani�cation est calculée. Ensuite, la sortie plani�ée, nommée yOPERA, est
comparée à ces sorties ymin

v et ymax
v a�n de valider nos modèles GET.

Tout d'abord, la colonne StepOut du �chier LOTSPROJECTION qui fournit les dates plani�ées
de sortie d'une étape pour chaque lot est utilisée pour obtenir la série uOPERA ∈ Max

in Jγ, δK
(puisque la sortie d'une étape pour un lot correspond à son entrée dans l'étape suivante). Dans
ce �chier, le premier lot plani�é entre dans l'opération le 15 novembre à 12h, donc la date de ce
premier lot, événement numéroté 0, est 7 = 12 (heure de la sortie plani�ée du premier lot) - 5
(début de la journée). La série obtenue par la méthode de transformation de la section 8.2.1 est :

uOPERA = γ0δ7 ⊕ γ4δ9 ⊕ γ5δ10 ⊕ γ6δ11 ⊕ γ8δ12 ⊕ γ21δ+∞.

À partir des fonctions de transfert données en (8.1) et connaissant l'entrée uOPERA, les sorties
ymin
v et ymax

v correspondant aux sorties des modèles sans faute des GET des �gures 8.5 et 8.6 sont
calculées :

ymin
v = Hmin ⊗ uOPERA

= γ0δ10 ⊕ γ4δ12 ⊕ γ5δ13 ⊕ γ6δ14 ⊕ γ8δ15 ⊕ γ21δ+∞,

ymax
v = Hmax ⊗ uOPERA

= γ0δ16 ⊕ γ4δ18 ⊕ γ5δ19 ⊕ γ6δ20 ⊕ γ8δ21 ⊕ γ21δ+∞.

En�n, la colonne StepOut du �chier LOTSPROJECTION est à nouveau utilisée a�n d'obtenir
la série yOPERA ∈Max

in Jγ, δK :

yOPERA = γ0δ12 ⊕ γ4δ14 ⊕ γ5δ15 ⊕ γ7δ16 ⊕ γ21δ+∞.

Cette sortie plani�ée est représentée en noir sur la �gure 8.7. On constate qu'elle est bien contenue
dans l'intervalle des sorties ymin

v et ymin
v ce qui valide la modélisation GET d'une opération donnée

dans la section précédente.
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Figure 8.7 � Sortie yOPERA de la plani�cation encadrée par les sorties ymin
v et ymin

v des modèles
sans faute d'une opération calculées avec uOPERA

8.3.3 Calcul des sorties ys des GET de l'opération avec l'entrée u

Les sorties ymin
s et ymax

s correspondant au comportement des GET 8.5 et 8.6 de notre modé-
lisation sont maintenant calculées par rapport à l'entrée de l'historique u et connaissant Hmin et
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Hmax (les fonctions de transfert des GET données en (8.1)) :

ymin
s = Hmin ⊗ u

= γ0δ3 ⊕ γ1δ4 ⊕ γ3δ6 ⊕ γ5δ8 ⊕ γ7δ12 ⊕ γ9δ13 ⊕ γ10δ14 ⊕ γ11δ15⊕
γ12δ18 ⊕ γ13δ20 ⊕ γ14δ23 ⊕ γ15δ24 ⊕ γ19δ25 ⊕ γ20δ26 ⊕ γ21δ+∞,

ymax
s = Hmax ⊗ u

= γ0δ9 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ3δ12 ⊕ γ5δ14 ⊕ γ7δ18 ⊕ γ9δ19 ⊕ γ10δ20 ⊕ γ11δ21⊕
γ12δ24 ⊕ γ13δ26 ⊕ γ14δ29 ⊕ γ15δ30 ⊕ γ19δ31 ⊕ γ20δ32 ⊕ γ21δ+∞.

La �gure 8.8 représente ces sorties des modèles sans faute, rouge pour ymin
s et bleu pour ymax

s .
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Figure 8.8 � Sorties ymin
s et ymin

s des modèles sans faute d'une opération

8.4 Diagnostic de dérives temporelles

Les sections précédentes viennent de dé�nir les modèles GET utilisés pour représenter l'opéra-
tion o, ainsi que la série de l'entrée u de ces GET issue de l'historique, la sortie mesurée yo issue
de l'historique ainsi que les sorties du modèle sans faute ymin

s et ymax
s . Cette section propose la

mise en place de nos méthodes de diagnostic de dérives temporelles par intervalles du chapitre 7
et par observateur du chapitre 6.

8.4.1 Par intervalles

La première méthode de détection de dérives temporelles appliquée est celle utilisant les dioïdes
et GET intervalles. Cette méthode requiert un GET intervalles modélisant des durées de tâches
évoluant dans des intervalles dont on connaît les bornes. La sortie intervalle obtenue y

s
connaissant

l'entrée u et la matrice de transfert du GET est comparée avec la sortie observée du système en
fonctionnement yo. Dans notre cas, nous n'avons pas obtenu un GET intervalles mais deux GET
classiques représentant chacun un comportement extrême pour l'opération o étudiée. Pour l'entrée
u issue de l'historique, la sortie calculée ymin

s du GET 8.5 choisi pour dé�nir le comportement le
plus rapide de l'opération est identi�ée comme la borne minimale de la sortie intervalle y

s
= [y

s
, ys].

La sortie calculée ymax
s du GET 8.6 choisi pour dé�nir le comportement le plus lent de l'opération

est identi�ée comme sa borne maximale. Ainsi y
s
= ymin

s et ys = ymax
s . Comme l'historique fournit

une sortie yo unique, nous utilisons la méthode de détection par indicateur avec sortie certaine de
la section 7.4.1.

On calcule tout d'abord les distances temporelles du système (voir dé�nition 7.9) entre y
s
=

ymin
s et ys = ymax

s . Les résiduations sur ces sorties donnent :
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Figure 8.9 � Représentation de la sortie observée yo non encadrée par les sorties ymin
s et ymax

s

des modèles sans faute d'une opération

ys◦/ys = γ0δ6 ⊕ γ4δ7 ⊕ γ5δ8 ⊕ γ6δ9 ⊕ γ7δ12 ⊕ γ8δ14 ⊕ γ9δ16 ⊕ γ10δ17 ⊕ γ11δ18 ⊕ γ12δ19⊕
γ13δ20 ⊕ γ14δ23 ⊕ γ15δ24 ⊕ γ16δ25 ⊕ γ17δ26 ⊕ γ18δ27 ⊕ γ19δ28 ⊕ γ20δ29 ⊕ γ21δ+∞,

y
s
◦/ys = γ0δ−6 ⊕ γ4δ−5 ⊕ γ5δ−4 ⊕ γ6δ−3 ⊕ γ7δ0 ⊕ γ8δ2 ⊕ γ9δ4 ⊕ γ10δ5 ⊕ γ11δ6 ⊕ γ12δ7⊕

γ13δ8 ⊕ γ14δ11 ⊕ γ15δ12 ⊕ γ16δ13 ⊕ γ17δ14 ⊕ γ18δ15 ⊕ γ19δ16 ⊕ γ20δ17 ⊕ γ21δ+∞.

Ainsi, les distances temporelles du système sont :

∆ys
= [Dy

s
◦/ys

(0);−Dys◦/y
s
(0)] = [−6,−6] = [∆y,∆y],

∆y
s

= [Dys◦/y
s
(0);−Dy

s
◦/ys

(0)] = [6, 6] = [∆y,∆y].

Les calculs des résiduations entre la sortie observée et les sorties des modèles sans faute donnent :

ys◦/yo = γ0δ5 ⊕ γ2δ9 ⊕ γ4δ10 ⊕ γ5δ11 ⊕ γ6δ12 ⊕ γ7δ15 ⊕ γ8δ16 ⊕ γ9δ18 ⊕ γ10δ19 ⊕ γ11δ20⊕
γ12δ21 ⊕ γ14δ22 ⊕ γ15δ23 ⊕ γ16δ27 ⊕ γ17δ28 ⊕ γ18δ29 ⊕ γ19δ30 ⊕ γ20δ31 ⊕ γ21δ+∞,

yo◦/ys = γ0δ−7 ⊕ γ2δ−6 ⊕ γ3δ−4 ⊕ γ4δ−1 ⊕ γ5δ0 ⊕ γ6δ1 ⊕ γ7δ4 ⊕ γ8δ5 ⊕ γ10δ7 ⊕ γ11δ9⊕
γ12δ11 ⊕ γ14δ13 ⊕ γ16δ14 ⊕ γ17δ16 ⊕ γ18δ19 ⊕ γ19δ20 ⊕ γ20δ21 ⊕ γ21δ+∞.

En reprenant l'indicateur de la dé�nition 7.12, on obtient :

I(u, yo) = vrai car −Dys◦/yo
(0) = −5 ∈ [−6, 0] et Dyo◦/y

s
(0) = −7 /∈ [0, 6].

La condition Dys◦/yo
(0) = −5 ∈ [−6, 0] est véri�ée mais la condition Dyo◦/y

s
(0) = −7 /∈ [0, 6] ne l'est

pas donc l'indicateur renvoie vrai, une dérive temporelle est détectée. La �gure 8.9 représente les
sorties y

s
= ymin

s et ys = ymax
s , respectivement en rouge et en bleu, ainsi que la sortie yo en noir.

Regardons maintenant les valeurs des conditions. La valeur −5 de −Dys◦/yo
(0) indique que la

série yo est en-dessous de ys. Il n'y a donc pas de retard entre la sortie du modèle sans faute (ys)
et l'historique (yo). Tout est normal pour cette borne. Ensuite, la valeur −7 de Dyo◦/y

s
(0) donne

l'information que la série yo est en-dessous de y
s
ce qui indique que la série yo est en avance sur

y
s
.
Avec ces informations, nous ne pouvons, a priori, pas mettre en place notre analyse de localisa-

tion par observateurs puisque les dérives de type avance temporelle ne sont pas caractérisées avec
cette méthode. Cependant, l'observation de la �gure 8.9 montre qu'il y a quelques lots en retard
dans yo par rapport à y

s
, comme par exemple le 5ème lot. Pour localiser cette dérive temporelle de

type retard entre yo et ys, on peut appliquer la méthode par observateur pour le modèle GETmin.
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8.4.2 Par observateur

La section précédente a présenté l'utilisation de l'indicateur par intervalle qui a détecté une
dérive temporelle dans l'opération o étudiée. Cette dérive est une avance de l'historique sur notre
modèle sans faute mais l'analyse graphique des séries a montré que la sortie yo était également
en retard pour quelques lots par rapport à la sortie y

s
= ymin

s . La méthode de localisation par
observateur présentée dans le chapitre 6, méthode qui ne permet de manipuler que des dérives
temporelles engendrant uniquement des retards dans le système, peut donc être appliquée sur
le GET 8.5 qui décrit le fonctionnement considéré comme le plus rapide de l'opération et qui a
engendré la sortie ymin

s . L'entrée u utilisée dans cette méthode est à nouveau celle de l'historique
décrite dans la section 8.2.1 et la fonction de transfert est Hmin.

La localisation de dérive par observateurs (max,+) nécessite tout d'abord d'ajouter des entrées
de perturbations sur tous les états, c'est-à-dire les transitions internes, du modèle. La matrice L
de l'observateur est alors calculée :

L =


.
.
.
.

γ0δ−133

 .

Elle donne comme information que seul l'état x5 est estimé (seule ligne de la colonne di�érente de
ε). En e�et, d'après la proposition 6.1, les états x1, x2, x3 et x4 ne dépendent pas des perturbations.
En continuant avec ce modèle et donc, cette matrice L, nous n'allons obtenir qu'un seul indicateur,
celui de x5 sur les 5 indicateurs possibles. La localisation ne sera donc pas très précise. Pour avoir des
informations supplémentaires a�n d'améliorer les estimations faites par l'observateur, il est possible
d'ajouter deux nouvelles sorties à notre modèle GET : y1 et y2. Ces sorties, reliées respectivement
aux transitions x1 et x4 dans la �gure 8.10, représentent l'information du JobPrep (a�ectation
d'un lot sur un équipement) d'une étape issue des données de l'historique. Cette information n'est
pas complètement sûre par rapport aux exigences de l'usine, c'est pourquoi elle n'était pas utilisée
jusque là. En e�et, les JobPrep sont des actions qui peuvent être annulées par les opérateurs, ce qui
fait qu'un lot peut revenir dans sa situation d'avant ce JobPrep. Un second JobPrep peut donc être
émis pour un même lot et ainsi, plusieurs événements JobPrep peuvent exister dans les �chiers de
l'historique pour un lot identique. Cependant, nous avons pu constater que la présence de ces deux
nouvelles sorties fournissent une matrice L plus complète et de ce fait, augmente le nombre d'états
estimés. La localisation basée sur les indicateurs de ces états a donc plus de chance de donner une
résultat intéressant, malgré l'incertitude apportée.

Figure 8.10 � GET de l'opération o avec des capteurs sur les transitions x1, x4
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La colonne JobPrep du �chier JOB_PREP de l'historique contient les dates de cette action
pour chaque lot. En appliquant à nouveau la méthode de transformation des données de l'usine
présentée en section 8.2.1, les séries des sorties yo1 et yo2 sont calculées :

yo1 = γ0δ0 ⊕ γ1δ1 ⊕ γ3δ3 ⊕ γ5δ5 ⊕ γ7δ9 ⊕ γ9δ10 ⊕ γ10δ11 ⊕ γ11δ12 ⊕ γ12δ13⊕
γ13δ15 ⊕ γ14δ17 ⊕ γ15δ21 ⊕ γ17δ23 ⊕ γ18δ24 ⊕ γ19δ25 ⊕ γ21δ+∞

et

yo2 = γ0δ0 ⊕ γ1δ1 ⊕ γ4δ8 ⊕ γ8δ9 ⊕ γ9δ10 ⊕ γ11δ14 ⊕ γ12δ15 ⊕ γ15δ18⊕
γ16δ21 ⊕ γ17δ22 ⊕ γ18δ25 ⊕ γ20δ26 ⊕ γ21δ+∞.

L'observateur mis en place pour le GET 8.10, pour lequel tous les états sont perturbés, donne
la matrice L suivante :

L =


γ0δ0 . .
γ0δ0 . .
γ0δ0 . .
γ0δ0 γ0δ0 .
γ0δ0 γ0δ0 γ0δ−133

 .

D'après cette matrice, tous les états du modèle dépendent des perturbations. Le calcul de CA∗R
est :

CA∗R =

 γ0δ0 . . . .
γ0δ0 γ0δ0 γ0δ0 γ0δ0 .
γ0δ133 γ0δ133 γ0δ133 γ0δ133 γ0δ133

 ,

ce qui permet d'obtenir le tableau 8.2 indiquant le νd de chaque état estimé.

Transition Ni νb0 νwi
0 νd

x1 0 0 0 0
x2 0 0 0 0
x3 0 0 0 0
x4 0 0 0 0
x5 0 0 0 0

Table 8.2 � Tableau récapitulatif des νd par états estimés

Avec l'entrée u de l'historique (même entrée que celle utilisée pour la détection par intervalles,
elle est calculée dans la section 8.2.1), on obtient les états estimés SAP suivants :

xed =



γ0δ0 ⊕ γ1δ1 ⊕ γ3δ3 ⊕ γ5δ5 ⊕ γ7δ9 ⊕ γ9δ10 ⊕ γ10δ11 ⊕ γ11δ12⊕
γ12δ15 ⊕ γ13δ17 ⊕ γ14δ20 ⊕ γ15δ21 ⊕ γ19δ22 ⊕ γ20δ23 ⊕ γ21δ+∞

γ0δ0 ⊕ γ1δ1 ⊕ γ3δ3 ⊕ γ5δ5 ⊕ γ7δ9 ⊕ γ9δ10 ⊕ γ10δ11 ⊕ γ11δ12⊕
γ12δ15 ⊕ γ13δ17 ⊕ γ14δ20 ⊕ γ15δ21 ⊕ γ19δ22 ⊕ γ20δ23 ⊕ γ21δ+∞

γ0δ0 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ7δ10 ⊕ γ9δ11 ⊕ γ10δ12 ⊕ γ11δ13⊕
γ12δ16 ⊕ γ13δ18 ⊕ γ14δ21 ⊕ γ15δ22 ⊕ γ19δ23 ⊕ γ20δ24 ⊕ γ21δ+∞

γ0δ0 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ7δ10 ⊕ γ9δ11 ⊕ γ10δ12 ⊕ γ11δ13⊕
γ12δ16 ⊕ γ13δ18 ⊕ γ14δ21 ⊕ γ15δ22 ⊕ γ19δ23 ⊕ γ20δ24 ⊕ γ21δ+∞

γ0δ0 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ7δ10 ⊕ γ9δ11 ⊕ γ10δ12 ⊕ γ11δ13⊕
γ12δ16 ⊕ γ13δ18 ⊕ γ14δ21 ⊕ γ15δ22 ⊕ γ19δ23 ⊕ γ20δ24 ⊕ γ21δ+∞



.
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Les états calculés à partir du GET 8.10 sont :

x,
s =



γ0δ0 ⊕ γ1δ1 ⊕ γ3δ3 ⊕ γ5δ5 ⊕ γ7δ9 ⊕ γ9δ10 ⊕ γ10δ11 ⊕ γ11δ12 ⊕ γ12δ15⊕
γ13δ17 ⊕ γ14δ20 ⊕ γ15δ21 ⊕ γ17δ23 ⊕ γ18δ24 ⊕ γ19δ25 ⊕ γ21δ+∞

γ0δ0 ⊕ γ1δ1 ⊕ γ3δ3 ⊕ γ5δ5 ⊕ γ7δ9 ⊕ γ9δ10 ⊕ γ10δ11 ⊕ γ11δ12 ⊕ γ12δ15⊕
γ13δ17 ⊕ γ14δ20 ⊕ γ15δ21 ⊕ γ17δ23 ⊕ γ18δ24 ⊕ γ19δ25 ⊕ γ21δ+∞

γ0δ0 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ7δ10 ⊕ γ9δ11 ⊕ γ10δ12 ⊕ γ11δ13 ⊕ γ12δ16⊕
γ13δ18 ⊕ γ14δ21 ⊕ γ15δ22 ⊕ γ17δ23 ⊕ γ18δ24 ⊕ γ19δ25 ⊕ γ21δ+∞

γ0δ0 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ8 ⊕ γ7δ10 ⊕ γ9δ11 ⊕ γ10δ12 ⊕ γ11δ14 ⊕ γ12δ16⊕
γ13δ18 ⊕ γ14δ21 ⊕ γ15δ22 ⊕ γ17δ23 ⊕ γ18δ25 ⊕ γ20δ26 ⊕ γ21δ+∞

γ0δ0 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ8 ⊕ γ7δ10 ⊕ γ9δ11 ⊕ γ10δ12 ⊕ γ11δ14 ⊕ γ12δ16⊕
γ13δ18 ⊕ γ14δ21 ⊕ γ15δ22 ⊕ γ17δ23 ⊕ γ18δ25 ⊕ γ20δ26 ⊕ γ21δ+∞



.

Quand on compare les états du modèle sans faute et les états estimés SAP, on obtient les
indicateurs suivants :

I ′x1
(u, yo) = vrai car ∆(xed1, x

,
s1) = [0, 3],

I ′x2
(u, yo) = vrai car ∆(xed2, x

,
s2) = [0, 3],

I ′x3
(u, yo) = vrai car ∆(xed3, x

,
s3) = [0, 2],

I ′x4
(u, yo) = vrai car ∆(xed4, x

,
s4) = [0, 4],

I ′x5
(u, yo) = vrai car ∆(xed5, x

,
s5) = [0, 4].

Figure 8.11 � GET du comportement le plus rapide de l'opération o avec une numérotation pi
des noms des places

Une dérive temporelle est donc détectée. La question est maintenant de savoir où se situe cette
dérive. Pour cela, le GET de la �gure 8.10 est repris �gure 8.11 avec une numérotation pi des noms
des places. Le tableau 8.3 récapitule la décomposition de ce GET en structures élémentaires.

Rappelons tout d'abord que lors de notre décomposition, nous ne prenons pas en compte les
transitions d'entrées ni celles de sorties car nos indicateurs sont calculés uniquement pour les états,
donc les transitions internes. Le parallélisme issu de l'entrée u n'apparaît donc pas dans le tableau.
De même pour la synchronisation entre l'entrée u et la transition x1, etc.

Ensuite, prenons par exemple la structure tandem entre les places p2 et p3 de la ligne 2. Les
états impliqués dans cette structure sont les états x2 et x3, or les valeurs de l'intervalle associé à
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Trans. et Pl. Structure Intervalles
1 x1, x2 Tandem ∆(xed1, x

,
s1) = [0, 3]

p1, p2 ∆(xed2, x
,
s2) = [0, 3]

2 x2, x3 Tandem ∆(xed2, x
,
s2) = [0, 3]

p1, p2, p4, p3 ∆(xed3, x
,
s3) = [0, 2]

3 x3, x4 Tandem ∆(xed3, x
,
s3) = [0, 2]

p1, p2, p4, p3, ∆(xed4, x
,
s4) = [0, 4]

4 x4, x5 Tandem ∆(xed4, x
,
s4) = [0, 4]

p1, p2, p4, p3, p5, p6 ∆(xed5, x
,
s5) = [0, 4]

Table 8.3 � Résumé des di�érentes structures du GET 8.11

l'état x3 sont di�érentes de celles de l'intervalle associé à x2 (di�érence qui n'a pas lieu pour le
tandem entre p1 et p2 de la ligne 1). Cela ne devrait pas arriver dans une structure tandem isolée
où l'e�et d'une dérive localisée en début de tandem se propage simplement (sans modi�cation)
sur les places et transitions en aval. Les résultats ne sont pas cohérents par rapport aux résultats
par structure du chapitre 6. Cette di�érence pourrait s'expliquer par le fait que x3 est également
une transition de synchronisation entre l'entrée u et la transition x2, synchronisation que nous
ne prenons pas encore en compte dans nos analyses de localisation. Une prise en compte plus
complète des transitions d'entrée et de sortie dans l'analyse des intervalles pour la localisation
pourrait peut-être apporter une réponse aux questions soulevées par ces résultats.

D'autre part, d'après le tableau, l'analyse des valeurs des intervalles pour chaque structure ainsi
que le croisement des données pour le GET général montrent des incohérences dans les résultats
qui expliquent que nous ne pouvons malheureusement pas conclure sur la localisation de la dérive.
En e�et, dans les résultats que nous obtenons ligne 3, les valeurs nous font penser que la dérive
temporelle est sur la place p5 du fait de la structure de tandem et des valeurs des intervalles
associés à x3 et x4 (la borne supérieure de ∆(xed3, x

,
s3) est plus grande que la borne supérieure de

∆(xed4, x
,
s4)). Cependant, un résultat d'intervalles avec des bornes de valeurs di�érentes (ce qui

est le cas de tous les intervalles obtenus) n'est pas cohérent avec l'analyse que l'on e�ectue sur la
localisation de dérive dans un tandem. Sans pouvoir expliquer pourquoi les intervalles ont tous 0
comme borne minimale, nous supposons que cela est du au fait que la plupart du temps la sortie
yo est en avance par rapport à la sortie du modèle sans faute ymin

s . Cette avance n'est pas détectée
par notre observateur du fait de son fonctionnement. Au vu de la �gure 8.9 on remarque qu'il y
a alternance entre avance et retard entre yo et ymin

s . Cela peut être la conséquence d'une dérive
intermittente alors que les dérives que nous avons étudiées dans ce manuscrit sont des dérives
permanentes.

8.5 Synthèse du chapitre

Ce chapitre présente la détection de dérives temporelles par intervalles et par observateur sur
une opération o avec des données réelles de l'usine. Pour e�ectuer cela, on présente une méthode
qui transforme les informations de l'historique de l'usine en série de Max

in Jγ, δK : l'entrée u de
l'historique qui va servir d'entrée pour nos modèles ; la sortie observée yo issue de l'historique.
Après avoir montré comment obtenir les séries en entrée et en sortie, on dé�nit le modèle que l'on
utilise pour faire la comparaison entre la plani�cation et l'historique.

Dans notre cas, on modélise une opération avec plusieurs étapes. Le chapitre véri�e que le
modèle correspond bien à la modélisation de la plani�cation. Puis quand la modélisation est véri�ée
on compare les sorties de cette modélisation ys avec la sortie historique yo. Pour pouvoir utiliser
notre méthode de détection par intervalle on dé�nit non pas un GET par intervalle mais deux
comportements de l'opération, l'un pour la borne maximale et l'autre pour la borne minimale.
Après avoir dé�ni nos sorties y

s
on utilise la méthode de détection de dérives temporelles par

intervalles pour détecter une dérive temporelle dans cette opération. Cette analyse peut se faire
sur une route en générale en fonction de la capacité des opérations de la route pour isoler les
opérations qui sont en retard.

Pour aller plus loin dans l'analyse de notre détection, on met en place la localisation des dérives
temporelles. Pour cela, on dé�nit un observateur de cette opération sur le comportement le plus
rapide. La mise en place de notre observation détecte une dérive temporelle dans le modèle mais la
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conclusion sur la localisation n'a pas abouti du fait de l'incohérence dans les valeurs des intervalles.
Cependant des pistes pour améliorer cette localisation sont proposées.





Conclusions et perspectives

Conclusions

Ces travaux présentent le problème de détection des dérives temporelles pour le pilotage de
�ux de production dans l'industrie des semiconducteurs. La détection s'e�ectue dans les usines de
production de type front end. Les chaînes de production dans ce type d'usine font partie des plus
complexes dans le monde. La gestion des �ux devient de plus en plus importante dans leur pilotage
pour maximiser la production. Du fait de leur complexité et de leur taille toujours plus grande,
la détection des dérives temporelles est un enjeu fondamental pour livrer les produits à temps et
ainsi atteindre les objectifs de production de façon optimale. L'objectif est de détecter les dérives
temporelles au plus tôt pour limiter l'impact des goulots d'étranglement qui limitent fortement
la production et l'exploitation maximale de la capacité des équipements. Pour e�ectuer la gestion
des �ux, des méthodes sont utilisées dans l'usine mais sont souvent centrées sur les ateliers ou les
technologies. Une méthode générale sur l'ensemble de l'usine n'est pas mise en place. Ces travaux
proposent des moyens qui permettent d'e�ectuer une analyse plus générale des �ux dans l'usine.

Dans le chapitre 2, nous avons dans un premier temps proposé une présentation de l'outil de
plani�cation OPERA et une analyse de la performance de cet outil suivant les di�érents paramètres
du logiciel. L'analyse des performances de ces paramètres de la plani�cation montre qu'il n'existe
pas un paramétrage optimal dans l'utilisation de l'outil dans l'usine Crolles 300 du fait de la
forte variabilité des entrées de OPERA (capacités équipements, position des en-cours,. . .). Dans
un second temps, nous avons mis en évidence des problèmes liés à la variabilité dans les usines de
semiconducteurs, et avons montré que la forte variabilité de l'usine Crolles 300 ne permettait pas
de faire une analyse globale sur l'ensemble de l'usine ou sur des ateliers pour détecter des retards.
Du fait de cette impossibilité, on met en place une comparaison systématique entre la plani�cation
et la production au niveau des opérations. Cette comparaison exploite une fonction cumulative qui
permet de dé�nir un retard entre la plani�cation et l'historique. On propose alors un indicateur
qui calcule l'impact du retard accumulé. Cet indicateur met également en évidence quand le retard
n'est plus structurellement rattrapable. Ce type de retard est dé�ni comme un retard critique.

La chapitre 4 présente notre méthode de diagnostic mise en place dans ces travaux. Les retards
identi�és dans le chapitre 2 nous permettent de dé�nir le type de défaillance que l'on va étudier.
Nous dé�nissions dans ce chapitre formellement le problème étudié. Une dé�nition des dérives
temporelles par rapport au retard entre la production et la plani�cation est proposée, ainsi que la
dé�nition du modèle GET utilisé pour faire la modélisation. La deuxième partie du chapitre décrit
le problème que l'on veut modéliser, c'est-à-dire les dérives temporelles au niveau des étapes de
fabrication des semiconducteurs. On décrit les notions mathématiques et les notions temporelles
utilisées pour caractériser notre problème. Avec cette description nous proposons une modélisation
d'une étape de fabrication d'un produit dans la plani�cation de OPERA en GET pour pouvoir
mettre en place notre diagnostic en utilisant l'algèbre (max,+).

A�n résoudre le problème formel dé�ni dans le chapitre 4, une méthode de détection et une
analyse de localisation utilisant l'algèbre (max,+) sont proposées dans le chapitre 6. Cette méthode
exploite les systèmes (max,+)-linéaires avec observateurs et s'appuie sur la théorie des dioïdes et
en particulier le dioïdeMax

in Jγ, δK qui est présenté dans le chapitre 5. Nous dé�nissons une carac-
térisation des dérives temporelles comme des perturbations a�n de mettre en place un observateur
et d'e�ectuer la détection. Nous avons ainsi dé�ni un premier indicateur des dérives temporelles
basé sur les états estimés. Pour améliorer la détection des dérives temporelles sur ces états, on
met ensuite en place un a�nage des états pour ne prendre en compte que les perturbations. Avec
les informations obtenues par les indicateurs a�nés on propose une analyse de localisation d'une
dérive temporelle s'appuyant sur les structures élémentaires dans un GET.
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Dans le Chapitre 7 nous proposons une autre méthode de détection des dérives temporelles
dans les systèmes (max,+)-linéaires à temps intervalles. Les systèmes sont représentés par des
GET intervalles sur les places, cela dé�nit les variations des durées dans les opérations. Pour
e�ectuer la détection nous introduisons la ntion de sorties acceptables caractérisant ces systèmes.
Les sorties acceptables permettent de dé�nir un indicateur de dérives temporelles pour une sortie
certaine (observation exacte), et un indicateur pour une sortie incertaine (intervalle d'observations).
L'indicateur de dérives temporelles pour une sortie certaine est utilisé pour la détection de dérives
temporelles sur des problèmes modélisés dans le chapitre 4.

Dans le chapitre 8 on met en place nos di�érents modèles dé�nis dans le chapitre 4 en utilisant
des données réelles sur les produits (la durée de processus, temps d'attente et durée minimale d'une
étape). Pour pouvoir appliquer notre méthode sur des données réelles, nous présentons un moyen
systématique de transformer les �chiers de données de la plani�cation en série Max

in Jγ, δK a�n
d'obtenir des entrées compatibles avec les modèles établis. La même transformation est e�ectuée
sur les �chiers de données de l'historique en sérieMax

in Jγ, δK a�n d'obtenir les sorties compatibles
avec les indicateurs que nous avons développés. Ce chapitre illustre la méthode décrite dans le
chapitre 7 en utilisant les deux fonctionnements d'une étape. Le fonctionnement avec le temps
minimal d'une étape est pris comme comportement rapide et le fonctionnement avec le temps
d'attente et le temps de processus comme comportement lent. En�n, pour a�ner l'analyse de la
détection, la méthode de détection par observateur dé�nie dans le chapitre 6 est utilisée a�n de
localiser les sources potentielles des dérives temporelles.

Perspectives

Ces travaux ont donné lieu à plusieurs contributions scienti�ques et industrielles. Les résultats
donnent à ré�échir à plusieurs perspectives.

Amélioration des approches (max,+) pour la détection et la localisation
des dérives temporelles

Dans un premiers temps, pour les méthodes de détection utilisant les observateurs du chapitre
6 et les intervalles du chapitre 7 plusieurs améliorations peuvent être prises en compte. L'une des
premières améliorations possibles concerne la localisation avec l'automatisation de la décomposition
des GET généraux en structure élémentaire. Pour e�ectuer cette amélioration, une identi�cation des
structures élémentaires par rapport à la matrice A du GET général peut être envisagée. Une autre
amélioration possible concerne la localisation de la dérive temporelle. Cette localisation s'e�ectue
seulement sur une seule dérive dans le système. Pour améliorer la localisation on pourrait émettre
les hypothèses qu'il y a plusieurs dérives dans le système pour indiquer les places mises en cause
par les dérives.

Dans le cadre de cette thèse, nous nous sommes limités à l'étude de dérives temporelles qui sont
caractérisées par des modi�cations d'exposant sur δ dans un monôme γiδj . Une possibilité serait
de mettre en place la méthode de détection mais au niveau des événements γ. On observerait alors
un nombre de plaques produites pour un temps donné. Un tel indicateur par événement γ ne peut
pas utiliser les observateurs de la même manière. En e�et, pour trouver les états estimés SAP avec
l'incertitude dans les événements il faut modi�er le calcul du νd. Pour la détection par intervalles,
l'indicateur doit aussi être modi�é en dé�nissant les sorties acceptables dans les systèmes par
événements.

De plus, nous avons dé�ni au chapitre 8 un indicateur par intervalle pour détecter les dérives
temporelles sur une opération particulière d'une technologie. Il est tout à fait possible d'automatiser
cette méthode sur l'indicateur en le calculant sur toute la route d'une technologie. Ainsi, l'indicateur
sur la route renverrait seulement la valeur des indicateurs positifs ce qui conduirait à une première
localisation au niveau des opérations et on mettrait en place notre méthode de localisation des
dérives par observateur sur ces opérations pour un diagnostic plus �n.

En�n, la méthode que nous proposons est hors-ligne. On pourrait envisager de mettre en place
notre méthode de détection en-ligne. La correction des dérives temporelles serait ainsi plus rapide
et en lien direct avec la chaîne de production pour alerter des retards au plus tôt et être plus réactif
a�n d'éviter l'accumulation des retards.
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Vers une meilleure intégration des indicateurs dans la supervision de la
chaîne de production

Nous avons dé�ni au chapitre 2 des indicateurs pour mesurer les retards sur une opération
particulière d'une technologie. Il est tout à fait possible d'automatiser cette méthode sur l'indica-
teur en le calculant sur toute la route d'une technologie. Ainsi, on renvoie seulement la valeur des
indicateurs négatifs et on a�che la ou les opérations qui posent problème si besoin. Cette auto-
matisation s'appuie sur l'algorithme 2 qui calcule l'indicateur sur les retards critiques sur chaque
étape de la route et les compare pour retourner en particulier quelles sont les premières étapes en
retard critique sur la route et quelles sont les étapes dont le retard critique est maximal.

Au niveau de la modélisation des opérations, on peut en automatiser la construction en utilisant
les données d'entrées OPERA avec les temps associés aux étapes. Avec l'automatisation de la
modélisation on pourrait plus facilement utiliser la méthode de diagnostic dé�nie dans le chapitre 8.

Notre démarche a toujours consisté à étudier les dérives au niveau d'une technologie donnée.
Mais le résultat de cette analyse, technologie par technologie, pourrait être exploité pour com-
prendre pourquoi une technologie est en avance et quelles autres technologies sont impactées par
cette avance, pourquoi le retard accumulé sur une technologie dans l'usine deviendrait probléma-
tique et impliquerait un retard sur d'autres technologies dans la production.

En�n, une autre idée est de mettre en place une méthode de détection par observateur sur des
retards critiques introduits dans le chapitre 2. L'analyse de la localisation mise en place permet
de connaître la valeur du retard maximal θ, alors qu'une analyse sur les événements γ permettrait
d'avoir une information sur le nombre maximal de lots en retard. Avec ces deux informations le
calcul du travail du retard de l'étape est possible.
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